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Glava 1
Uvod

Multivarijaciona statisticka analiza pojavila se u nauci pre jednog veka.
Primenjuje se u oblasti ekonomije u ranim pedestim godinama XX veka, a onda se njena
primena $iri i na ostale nauc¢ne oblasti.

Multivarijaciona statisticka analiza omogucava otkrivanje zakonitosti u
odnosima promenjljivih koje su sakrivene ili jedva primetne. Vecina tehnika dovoljno je
precizna da se testiranjem statistiCke znacajnosti utvrdi da li su otkrivene zakonitosti
znacajne ili slu¢ajne. Primenom multivarijacione analize povecava se obim relativnih
informacija koje se mogu ,,izvu¢i” iz nekog skupa podataka.

Predmet multivarijacione analize su viSedimenzionalne promenljive. Slucajna
promenljiva je numericka funkcija koja svakom ishodu statistickog eksperimenta
pridruZuje jedan realan broj. Na primer, visina licnog dohodka radnika, broj prodatih
proizvoda po prodavnicama, stopa nezaposlenih. Pojam , multivarijacioni” podrazumeva
da je u pitanju veliki broj promenljivih.

Za razumevanje multivarijacione analize neophodno je poznavanje normalne
raspodele za jednu sluCajnu promenljivu. Kako je normalna raspodela karakteristicnog
oblika (u obliku zvona) mnogi statisticki modeli bazirani su na tome da originalni
podaci imaju normalnu raspodelu.

Multivarijaciona raspodela je u potpunosti odredena vektorom sredine i
matricom Kkovarijanse. Vektor sredine se sastoji od sredina svih promenljivih, dok
matrica kovarijanse sadrzi varijanse svih promenljivih i kovarijanse, koje pokazuju
koliko su parovi promenljivih medusobno povezani.

Merenja koja se odnose na pojedinca mogu se smestiti u vektor kolone. Kada je
pojedinac nasumic¢no izabran, posmatrani vektor ili slu¢ajan vektor sa odredenom
raspodelom ili zakonom verovatnoce opisuje tu populaciju. Prilikom vizualizacije
podataka u zavisnosti od metoda svaki vektor posmatranja predstavicemo kao tacku u
Euklidskom prostoru.

Bitan aspekt, u multivarijacionoj analizi je zavisnost izmedu razli¢itih sluc¢ajnih
promenljivih. Korelacija predstavlja odnos ili medusobnu povezanost izmedu razlicitih
pojava predstavljenih kao vrednosti dve slucajne promenljive. Koeficijent korelacije
izraZzava meru povezanosti izmedu dve slucajne promenljive. VisSestruki koeficijent
korelacije je produZetak pojma korelacije koji predstavlja odnos jedne slucajne
promenljive i skupa sluc¢ajnih promenljivih. Parcijalni koeficijent korelacije je mera
zavisnosti izmedu dve slucajne promenljive kada su efekti drugih korelisanih slu¢anih
promenljivih uklonjeni. Osobine ocena i testova se izracunavaju za uzorak uzetog iz
populacije sa multivarijacionom normalnom raspodelom.

Zahvaljujem se mentor A. Nasticu i prof. B.Popovi¢ na stru¢nim savetima
prilikom izrade ovog rada, i naravno svojoj porodici na podrsci tokom mog studiranja.




Glava 2

Multivarijaciona normalna raspodela

U ovoj glavi posmatramo osnovne pojmove multivarijacione normalne raspodele,
i razmatramo neka njena svojstva. Razmatramo zajednicke raspodele od nekoliko
promenljivih, izvodimo marginalnu raspodelu za podskup promenljivih i uslovnu
raspodelu.

2.1. Pojmovi multivarijacione raspodela
2.1.1.Zajednicka raspodela

Neka je X slucajna promenljiva sa gustinom raspodele f(x), i funkcijom
raspodele F(x).Gde je

F(x)=PX <x}=["_f(uwdu,

(2.1.1)
f(x) = F'(x).

Posmatrajmo sad slucaj dve (realne) slucajne promenljive X iY. Verovatnoca
dogadaja definisanih u smislu ovih promenljivih moZe se dobiti ukljuenjem zajednicke
funkcije raspodele

F(x,y) = P{X < x,Y < y} (2.1.2)

koja je definisana za svaki par realnih brojeva (x, y). Posmatramo slucaj kada je F(x, y)
dva puta apsolutno diferencijabilna; to znaci da sledeci izvod postoji skoro svuda:

0°F(x,y)
“oxdy fxy) (2.1.3)
i
F(x,y) = Jy fx f(u,v)dudv (2.1.4)

Gustina slucajnih promenljivih X i Y je nenegativna funkcija f(x,y) data sa
(2.1.3). Ureden par slucajnih promenljivih (X,Y) definiSe jednu tacku u ravni.
Verovatnoca da (X,Y) padne u pravougaonik [x, x + Ax] X [y,y + Ay] je




Px<X<x+Ax,y<Y <y+Ay} (2.1.5)
=P{X€[x,x+Ax],Y € [y,y+Ay]} = P{(X,Y) € [x,x + Ax] X [y,y + Ay]}

= A*F(x,y) = L48,F (x,y) = A [F(x,y + Ay) — F(x,9)]
=F(x+Ax,y+Ay) —F(x+Ax,y) —F(x,y + Ay) + F(x,y)

= [ [ Fu, v)dudv (Ax >0, Ay > 0)

Verovatnoca da slucajna tacka (X, Y) pripadne nekom skupu E za koji je sledec¢i integral
definisan, je

P{(X,Y) €EE} = ﬂ. f(x,y)dxdy . (2.1.6)
E

Ako je funkcija f (x,y) neprekidna po obe promenljive, verovatno¢a da X padne unutar
intervala [x, x + Ax], a Y unutar intervala [y, y + Ay] je

y+Ay rx+Ax
Px<X<x+AMx,y<Y<y+Ay}= f f f(u,v)dudv (2.1.7)
y x

= f(x0,¥0)AxAy

za neke xo,yo (x < xg < x + Ax,y < yo < y + Ay). Kako je funkcija f neprekidna, sledi
da je relacija (2.1.7) priblizno jednaka f (x, y)AxAy, kada Ax, Ay — 0 tj. vazi

lim
Ax—
A;c,_)g AxAy

IPlx <X <x+Ax,y <Y <y+ Ay} — f(x,y)AxAy| = 0 (2.1.8)

Razmotrimo sada slucaj za p sluCajnih promenljivih X;, X;,...,X,. Neka je
X = (X4, ..., Xp) sluCajan vektor. Na$ zadatak je da na osnovu poznavanja zajednicke
gustine vektora slucajnih promenljivih X = (X, ..., Xp) odredimo funkciju raspodele.
Zajednicka funkcija raspodele

F(x1, %) = P{Xy < %1, ., Xp < %}, (2.1.9)

Xp X1
F(xl,...,xp) =J J f(uy, ., up) duy ... du,y,

definisana je za svaki (x4, ..., x,) € RP. Funkciju gustine, kada je F(xl, s xp) neprekidno
diferencijabilna po svim promenljivima definiSemo kao




apF(xl, ...,xp)
axl axp

= f (%1, 00 %p). (2.1.10)

Verovatro¢a da X = (Xj, ..., Xp) padne u bilo koji (merljivi) skup P u p-dimenzionalnom
Euklidskom prostoru je

P{(Xy,...Xp) € P} = [ .. [ f(x1, e, xp) A2y dx; ... dx, (2.1.11)
P

»Element verovatnoce” f(xy,...,Xp)Ax;Ax; ...Ax,, priblizno je jednak verovatnoci
P{x; < X; <x; +Axq,...,x, < X, < xp + Axp} akoje f(xq, ..., xp) neprekidna.

Zajednicki momenti definisani su kao

+00 +00
EXM . x¥ = f f X f (2 ) %p) A2y Ay < dy, (2.1.12)

2.1.2. Marginalne raspodele

Posto je zajednicka funkcija raspodele slucajnih promenljivih XiY data sa
F(x,y), marginalnu funkciju raspodele za X definiSemo kao

P{X <x}=P{X <x,Y < o} =F(x,). (2.1.13)
Funkciju F (x, ©) oznaCavamo sa F(x), tj.
F(x) = f_xoo fj: f(u,v)dvdu, (2.1.14)
a kako je
[ fu,v)dv = f(w) (2.1.15)
relaciju (2.1.14) moZemo zapisati kao

Feo) = [ fwdu. (2.1.16)

Relacija (2.1.16) predstavlja marginalu raspodelu za X, a f(x) je njena marginalna
gustina.




Na slican nacin se definiSe G(y), marginalna funkcija raspodele zaY, a g(y) je
marginalna gustinazaY.

Sada prelazimo na opstiji slucaj. Neka je F(xl, s xp) funkcija raspodele slucajne
promenljive X = (X;, ..., Xp), nadimo sada marginalnu funkciju raspodele za neki
podskup slucajnih promenljivih X3, ..., Xp, recimo za ¥ = (X3, ..., X,) ,(r < p).Tada je

P{X, < xq, ., Xp < X}
= P{X; < xq, ., Xr < X, Xpy1 S 0,..., X, < 00} (2.1.17)

= F(xq, ) Xy, 9, ..., ),
a marginalna gustina sluc¢ajne promenljive Y = (X3, ..., X,) je
[y enxy)=_ ) f(xl, ooy Xy Up 1y ooy Up) AUpyq o dUy (2.1.18)
Marginalna funkcija raspodele je onda

FCty o) = [0 77 fuy, v uy) duy oo du, (2.1.19)

Zajednicki moment za podskup promenljivih moZe se izracCunati iz marginalnih
raspodela, na primer

EXM . X} = EX]* X0 X0, . X0 (2.1.20)
+o0 + o0
= [T T X (e, %) dxgdag . dixg

= [0k ...xfr[f_j...f_*;"f(xl,...,xp) Ay i1 - dx, | dxg ... dx,.

2.1.3. Nezavisnost

Sluc¢ajne promenljive X i Y sa zajedni¢com funkcijom raspodele F(x,y) su
nezavisne ako vazi

F(x,y) = F(x)G(y), (2.1.21)

gde je F (x) marginalna funkcija raspodele za X, a G (y) marginalna funkcija raspodele za
Y. Gustinaza X i Y se onda moZe zapisati kao

0’F(x,y) _0°F()G(y) _ dF(x)dG(y)
dxdy 0xdy dx dy

flx,y) = =f)g) (2.1.22)




Obrnuto, ako je f(x,y) = f(x)g(y) ondaje

F(x,y) = J._J; fj;f(u, v)dudv = f_: fj;f(u)g(v)dudv (2.1.23)

x y
=f f(u)duf g)dv = F(x)G(y).

Na osnovu relacija (2.1.22) i (2.1.23) moZemo izvesti i definiciju nezavisnosti na osnovu
nezavisnosti marginalnih gustina, tj. ako vazi f(x,y) = f(x)g(y), slu¢ajne promenljive
X 1Y sunezavisne.

Da bi pokazali nezavisnost slucajnih promenljivih X i Y, za bilo koje
X1 < X3, 1 < Yo, posmatramo sledecu verovatnocu

Y2 Xz,
P{x; < X<x5y, <Y<y} = f f f(u, v)dudv (2.1.24)
Y1 X1

= fxzf(u)du jyzg(v)dv =P{x; <X < x,}P{y; <Y < y,}.
X1 Y1

Slucajne promenljive X, ..., Xp sa zajednickom funkcijom raspodele F(xl, . xp)
su medusobno nezavisne ako vaZzi

F(xy, e, xp) = Fy (1) = By (xp), (2.1.25)

gde je F;(x;) marginalna funkcija raspodele za X;,i =1, ...,p. Za skup promenljivih
X4, ..., X, kazemo da je nezavisan od skupa X,,q,..,Xp kada se njihova zajednicka
funkcija raspodele moZe zapisati kao proizvod marginalnih gustina, tj. ako vazi

F(xq, .., %) = F(Xg, e, %7, 0, ..., 00) - F(00, ..., 00, Xp 11, 0, Xp ). (2.1.26)

Ako su slucajne promenljive Xj, ..., Xp medusobno nezavisne, onda zajednicki
moment za te promenljive moZemo zapisati kao proizvod momenata svake od njih, t;.

vazi
+0 4o
EXf1 ...XZ” = f f xfl ...xs” fi ) - £ (xp)dxydx; ... dx, (2.1.27)

P oo p

h; _ h;

= 1_[[ x; ' fi (x)dx; = HEXi .
i=1 " ~%® i=1




2.1.4. Uslovna raspodela

Neka je A dogadaj Cija realizacija ne zavisi od nastupanja bilo kog drugog
dogadaja, tada se verovatnoca ovog dogadaja naziva bezuslovna verovatnoca. Ako je
realizacija dogadaja A uslovljena nastupanjem jo$ nekog dogadaja (P(B) # 0), tada se
verovatnoca dogadaja A pod uslovom da se desio dogadaj B naziva uslovna verovatnoca
i oznacava sa P(A|B). Dakle, P(A|B) je verovatnoc¢a dogadaja A pod uslovima koji
sigurno dovode do realizacije dogadaja B, i vazi

P(4B)
P(B)’

P(AIB) = P(B) >0 (2.1.28)

Dogadaj A je nezavistan od dogadaja B, ako je uslovna verovatno¢a nastupanja
dogadaja A pod uslovom da je nastupio dogadaj B, jednaka bezuslovnoj verovatnoci
nastupanja dogadaja 4, tj. ako vazi P(A|B) = P(A).

Pretpostavimo da je A dogadaj da ,, X padne u interval [x;, x,]”, a dogadaj B da

,» Y padne u interval [y;,y,]”. Onda je uslovna verovatnoc¢a da X padne u [x;, x,], pod
uslovom da Y padne u [y, y,]

P{xlﬁXsz,yl SYS}/Z}

P{x; <X < <Y< = 2.1.29
{x; < _x2|y1_ < y2} Py, <Y < y,} ( )
X2 Y2
_ fxl fyl f(w, v)dvdu
Y2
J,: g()dv
Stavimo sad da je y; =y, y, =y + Ay, onda za neprekidnu gustinu vazi
y+Ay
J g(w)dv = g(y*)Ay, (2.1.30)
y
gdejey < y* < y + Ay. Takode je
y+Ay
J fu,v)dv = flu, y*(w)]Ay, (2.1.31)
y

gdejey < y*(u) < y + Ay.Stoga je




P{x1SXSx2|ySYSy+Ay}=fx2Mdu. (2.1.32)

o 907"

MoZemo zakljuciti da ako fiksiramo y i Ay, integral (2.1.32) se ponaSa kao
jednodimenzionala funkcija gustine. Verovatno¢a da X bude izmedu x;i x, pod
uslovom daje Y = y, jednaka je grani¢noj vrednosti integrala (2.1.32), kada Ay = 0

P{x; <X <x, | Y =y}= fxzf(uly)du, (2.1.33)

gde je f(uly) =f(w,y)/g9(), g(¥) > 0. Funkcija gustine f(u|y) naziva se uslovna
funkcija gustine X za dato y. Ako su X iY nezavisne, ondaje f(x|y) = f(x).
U opsStem slucaju, za slucajne promenljive Xy, ..., Xp sa funkcijom raspodele

F(xl, ...,xp), uslovna gustina za Xy, ..., X, , pod uslovom X,,; = X,,4,..,Xp = X, dataje
formulom

f(xl, ...,xp)

fj;o ...fj;of(ul, oo Upy Xpp1s ooy Xp ) AU oo Uy .

(2.1.34)

2.1.5. Transformacija sluc¢ajnih promenljivih

Neka je f(x,..,x,) funkcija gustine za sluajne promenljive Xj,...,Xp.
Razmotrimo sada p realnih vrednosti, definisanih na slede¢i nacin

Y1 =Y1(Xg, s Xp), (2.1.35)
Y2 = yZ(xll --.,Xp),

Yo = Yp (X1, ees Xp)-

Pretpostavimo da je transformacija sa x-prostora na y-prostor 1-1; onda postoji
inverzna transformacija

xl = xl(yp "'1yp)) (2136)
xz = xz(yl, ...,yp),

Xp = Xp (V15 s Vp)-

10



Neka su slucajne promenljive Y3, ..., Yp definisane kao
Y = yi(Xy, 0, Xp), i=1,..,p, (2.1.37)
tadaje gustinazaYy, ..., Yp
g(yl, ...,yp) = f[xl(yl, ...,yp), e Xp (V1) ...,yp)] TV Yp)s (2.1.38)

a J(y1,--,¥p) jeJakobijan transformacije, i definiSe se kao

[0 .. 2%
0y1 9y,
Jg, woyp) =13 (2.1.39)
0 %
0Yp 9Yp

Verovatnoca da (Xj, ..., X,,) padne na skup P data je relacijom (2.1.11); a verovatnoca da
(Y3,...,Yy) padne na skup S, gde su sluCajne promenljive definisane kao u relaciji
(2.1.37), je

P{(Yy,...,Yp) €S} = j ...fg(yl, e Yp) dydy, . dyy,. (2.1.40)
S

2.2. Multivarijaciona normalna raspodela

Generalizacija poznatog oblika zvona koji ima normalna raspodela u odnosu na
nekoliko dimenzija igra fundamentalnu ulogu u multivarijacionoj analizi. Ve¢ina tehnika
i metoda koje primenjujemo zasnivaju se na pretpostavci da su podaci koje posmatramo
generisani multivarijacionom normalnom raspodelom, dok stvarni podaci Cesto nisu
normalno raspodeljeni. Prednost multivarijacione normalne raspodele je u tome Sto se
na osnovu nje mogu dobiti ,lepi” rezultati. Multivarijaciona normalna raspodela u
praksi se koristi iz dva razloga: prvi, normalna raspodela u nekim slucajevima sluzi kao
verodostojan model populacije; drugi, uzoracke raspodele mnogih multivarijacionih
statistika su normalne.

Jednodimenzionalna normalna funkcija gustine moZe se zapisati kao

1 1
ke b B _ b pratep) (2.2.1)

11



gde je a pozitivan broj, a broj k izabran tako da integral od (2.2.1) bude jedinstven na
celoj x-osi. Multivarijaciona normalna gustina je generalizacija jednodimenzionalne
normalne gustine, pa Ce multivarijaciona funkcija gustine za Xj, ..., X,, imati analogan
oblik. Skalranu veli¢inu x zameni¢emo vektorom

X1
= / ; (2.2.2)

X—\ ;
Xp

skalarnu konstantu £ vektorom

b= [; (2.2.3)
s
a pozitivnu konstantu @ simetricnom pozitivno definitnom matricom
a1 Az 7 Qyp
a a ey
T 7 (2.2.4)
p1 Gpz =+ App
Kvadrat a(x — 8)? = (x — f)a(x — ) moZemo zameniti kvadratnom formom
P
(x— b)Y A(x — b) = Z ay; (x; — b) (x; — b;). (2.2.5)
ij=1
Sada je funkcija gustine p -dimenzionalne normalne raspodele definisana kao
1 ’
fxy, oy xp) = Ke 270V ACED) (2.2.6)

gde je K > 0 izabrano tako da integral nad celim p-dimenzionalnim Euklidnim
prostorom bude jedinstven.

Kad ovako zapiSemo multivarijacionu normalnu gustinu jasno se vidi slicnost
izmedu relacije (2.2.6) i jednodimenzionalne gustine (2.2.1).

Kako je A nenegativno definitna matrica, tj.

12



(x—b)A(x—b) =0, (2.2.7)

sledi daje f(xl, ...,xp) nenegativna, a onda je i ogranicena, tj.

f(x1, 0 xp) < K. (2.2.8)

Ovo K odredujemo tako da integral (2.2.6) bude jedini¢an. Najpre se vrsi procena, neka
je

+ oo + 00 1 ,
K* = f f e 20TPACTD) Gy dx, o dixy. (2.2.9)

Ako je A simetri¢na matrica, onda postoji nesingularna matrica € tako da je

C'AC =1, (2.2.10)
gde je I jedini¢na matrica, a €' transponovano C. Neka je
x—b = Cy, (2.2.11)

gde je

J’1\
y=| " | (2.2.12)
i/
Tada kvadratnu formu moZemo zapisati kao
(x—b)'A(x—b) =y'C'ACy = y'y. (2.2.13)

Jakobijan ove transformacije jednak je apsolutnoj vrednosti determinante matrice C, tj.

J = mod|(C|, (2.2.14)
Relaciju (2.2.9) zapisujemo na sledeci nacin

400 +oo g
K* = modICIJ f e 27 dy, ..dy;. (2.2.15)
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Onda, imamo da je
1 1 P P 1
rmen(-33) =[]
i=1 i=1
gde je exp(z) = e?, arelaciju (2.2.15) moZemo zapisati kao

1
too -2

o L
K*= modl(;‘lf_+oo el e e 2P dyy ...dy,
o _1,2
= mod|C|IT%_, {f_Jroo e Vi dyi}
= mod|C|[It_,{V2r}

P
= mod|C|(2m)2

jerje

Relacija (2.2.10) moZe se zapisati u obliku proizvoda determinanti, tj. vaZi

|C’| - |A] - [C| = 1],
gde je
|C’ = |C],
a |I| = 1.1z relacije (2.2.19) zaklju¢ujemo da je

Icl = 1/4/I1Al.

Tada je

Normalna funkcija gustine je

14
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(2.2.18)

(2.2.19)

(2.2.20)

(2.2.21)

(2.2.22)



VIAl o5~ AGx-b)

5 (2.2.23)
(2m)z

Da bi smo pokazali znacaj vektora bi matrice A, treba da pronademo prvi i drugi
moment za slucajne promenljive X;, ey Xp, koje ¢emo predstaviti kao slucajan vektor

()

- . (2.2.24)
XP

Definicija 2.2.1. S/ucajna matrica Z, u oznaci

X=

—

Z=(Zp), 9g=1..m h=1,..n (2.2.25)
je matrica slucajnih promenljivih Z 4, ..., Z .

Ako od datih slucajnih promenljivih Z,4, ..., Z,,, moZzemo uzeti samo Kkonacan
broj promenljivih, sluajna matrica Z moze biti jedna od matrica, recimo Z(1), ..., Z(q).
Ako je p; verovatnoca za Z = Z(i), onda matematicko ocekivanje EZ definiSemo kao
Y .pi-Z(@{). Tada je EZ = (EZgh). Ako slucajne promenljive Z,4, ..., Z,,, imaju
zajednicku gustinu, onda se EZ moZe definisati preko Rimanovih suma kao grani¢na
vrednost niza ocekivanja slucajnih promenljivih diskretnog tipa, pa je ponovo
EZ = (EZy,).

Zahvaljujuci prethodnom izvodenju dolazimo do sledece definicije.
Definicija 2.2.2. Ocekivana vrednost matrice Z je

EZ =(EZy;), g=1,..m, h=1..,n (2.2.26)

Ako je slucajan vektor definisan relacijom (2.2.24), onda se oc¢ekivana vrednost
/ EX 1\

ExX=| - (2.2.27)
EX,

naziva sredinaili vektor sredineza X. Vektor sredine ozna¢avamo sa U.
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Posmatrajmo X = (X — u)(X — u)’, onda je ocekivana vrednost

Cov(X) = EQX — (X — ) = (ECt: — ) (X; — 1)) (22.28)

P
ij=1

kovarijansa ili kovarijaciona matrica za X. Dijagonalni element ove matrice E(X; — u;)?
je varjjansa od X;, ai,j-ti elementE (X; — ui)(Xj — ,uj) je Kovarijansa za X;iXj,i # j.
Kovarijansnu matricu oznacavamo sa X. Primetiti da je

Cov(X) = EXX' —uX' — Xu' + uu') = EXX' — up'. (2.2.29)

Da bi izraCunali ocekivanu vrednost jedne slucajne matrice (ili vektora)
primenjujemo odredena pravila koja se mogu iskazati sledecom lemom:

Lema 2.2.1. Ako je Z m X n slucajna matrica, D | X m realna matrica, P n X q
realna matrica, i F | X q realna matrica, onda je

E(DZP + F) = D(EZ)P + F. (2.2.30)

Dokaz: Element u i-toj vrsti i j-toj koloni matrice E(DZP + F) je
E(Zngdin ZngPg; + fij) = Zng din(E Zng)pg; + fijy (2.2.31)

atoje ielementui-toj vrsti ij-toj koloni matrice D(EZ)P +F. m
Lema 2.2.2. Akoje Y = DX + f, gde je X slucajan vektor, onda je

EY = D(EX) +f, (2.2.32)
Cov(Y) = DCov(X)D', (2.2.33)

Dokaz: Prva relacija sledi direktnom primenom Leme 2.2.1, a druga iz

Cov(Y) = E(Y — EY)(Y — EY)’ (2.2.34)
=E[DX + f — (D(EX) + f)][DX + f — (D(EX) + f)]’
=E[D(X — EX)][D(X — EX)]’
=E[D(X-EX)(X—EX)'D']. =
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Ako izvrSimo transformaciju kao u relaciji (2.2.11), dobijamo da jeX = CY + b, i
EX = C(EY) + b. A onda je prema teoriji o transformaciji datoj u Odeljku 2.1. gustina za
Y proporcionalna relaciji (2.2.16) t;.

1 1, P 15
e = n{—e 2 (2.2.35)

Ocekivana vrednost i-te komponente vektoraY je

+00 +0o0 1 _1,2
EYl — f_oo ...f_oo Vi HP=1{E8 zyJ}dyl dyp (2236)
1 +00 —= +00
= Ef_w yie e dy; {f o Fe K dy]}
ut]

= =/ yie @y, = 0.

1.2
Poslednja jednakost sledi iz toga $to je y;e 2" neparna funkcija po y;, i EY; = 0. Vektor
sredine je oznacen sa u, ivazidaje

p=EX=h, (2.2.37)

Iz relacije (2.1.33) sledi daje Cov(X) = CE(YY")C', gdeje i,j-ti element E(YY")
+00 +00
EYY, = [ [ vy 1{—8 P} dy, . .dy, (2.2.38)
jer je gustina za Y definisana relacijom (2.2.35). Ako je i = j, onda je

1 4o E +oo 1 12
EVZ == [ y2 e @ dy [, {70 e hdy, ) (2.2.39)

h#i
_ 1 +oo 5 _lin
= \/ﬁf_m yie zidy;
=1.

[zraz — f yte dyi predstavlja ocekivanje kvadrata slucajne promenljive koja

ima normalnu raspodelu sa ocekivanjem 0, i varijansom 1. Ako stavimo da je i # j,
relaciju (2.1.38) moZemo zapisati kao

17



p

vy 1 f+oo —ly-zd 1 f+oo —lyzd 1_[ {j-+oo 1 _lyizld }
Y = —— e 271 L — .e 27J , —e 2
ilj (—27_[ o Yi Yi ,_27'[ C y] y] 1l . ,_27'[ Yn
h#i,j
—0, i%], (2.2.40)

jer je prva integracija 0. Iz relacija (2.2.39) i (2.2.40) sledi da je

EYY =1 (2.2.41)

Onda je

EXX-w(X-p) =CIC =CC. (2.2.42)

Iz relacije (2.2.20) dobijamo da je A = (€")"1(€)~! mnoZenjem sa (€")~! s leve strane i
sa (€)~1 s desne strane. Ako uzmemo inverze sa obe strane jednakosti, dobijamo

cC'=A"1 (2.2.43)

Onda je kovarijansna matrica za X

T=FEX-pX—-p' =41 (2.2.44)

Matrica £ je pozitivno definitna na osnovu razlaganja A~ u (2.2.43).

Teorema 2.2.1. Ako je relacijom (2.2.23) data gustina p-dimenzionalnog vektora
X, onda je njegova ocekivana vrednost b, a kovarijansna matrica A™1. S druge strane,
ako je dat vektor p i pozitivno definitna matrica X, postoji multivarijaciona normalna
gustina

p 1 s Yx—
(2m) 72| Z| ze 2 E ) (2.2.45)
tako da je ocekivana vrednost vektora X sa ovom gustinom u, a kovarijansna matrica X.
Gustinu datu relacijom (2.2.45) oznacavamo san(x|u,X), a raspodelu kao

N (u, X). Slucajnu promenljivu X koja ima normalnu raspodelu sa vektorom ocekivanja
u, i kovarijansnom matricom X, oznacava¢emo sa X~ N (u, X).
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i-ti dijagonalni element kovarijansne matrice g;;, je varijansa za i-tu komponentu
od X; koju oznacavamo sa /. Koeficijent korelacije izmedu elemenata X; i X; definisan

je kao

O—ij

O-ij
Y VOiiy/Tjj  9iTj

(2.2.46)

Koeficijenti korelacije izmedu elemenata X; i X; su simetricni, tj. p;; = pj;, jer je matrica

(Uii Uij) _ o 0i0;jPij (2.2.47)
Oji  0jj o0pij  of ) -

simetri¢na, a njena determinanta

2

i 0i0jPij
2

0i9iPij  Gj

= o/’ (1 - py;?) (2.2.48)

je nenegativna, gde je —1 < p;; < 1. Multivarijaciona normalna gustina odredena je
sredinama y;, i = 1, ..., p, varijansama aiz, i=1,..,p,1 Korelacijama p;;, i <}j, i,j =

1,..,p.
Kao specijalan slu¢aj prethodne teorije, razmotricemo dvodimenzionalnu

normalnu raspodelu. Vektor sredine je

X1\ _ (M,
E (X2> = (uz)' (2.2.49)
a kovarijansna matrica
(X1 — uy)? (X1 —u) Xz — Hz))
y=F 2.2.50
<(X2 — u2) (X1 — 1q) (X — pz)? ( )

2
_(011 012)_ oy 0102p0
o 02) “\oyp o} )

gde o predstavlja varijansu za X;, o7 varijansuza X,,a p je korelacija izmedu X, i
X, .Inverzna matrica za X je
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1 p
1 ? 040
1= 1 2.2.51
010,  oF /

Zajednicka funkcija gustine sluc¢ajnih promenljivih X; i X, je

1 exp {_ 1 l(xl - .U1)2 —2p (x1 — puy)(x2 — Up) n (x, — Mz)zl}
2M0,0,4 1 — p? 2(1-p%) of 010 o3
(2.2.52)

Teorema 2.2.2. Koeficijent korelacije p dvodimenzionalne raspodele je
invarijantan u odnosu na transformacijju X; = b;X; + c¢;, b; > 0, i = 1,2. Svaka funkcija
parametara dvodimenzionalne normalne raspodele koja je invarijantna u odnosu na
takve transformacije je funkcija od p.

Dokaz : Varijansa za X} je b?of, i = 1,2, a kovarijansa za X; iX; je b;b,0,0,p
po Lemi 2.2.2. A po definiciji korelacije izmedu X;i X; sledi da je ta vrednost p. Ako je
f (44, Uy, 01, 0,, p) invarijantna funkcija u odnosu na te transformacije, tada funkcija
£(0,0,1,1, p) zavisi od p ako uzmemo da je b; = Giia c; = —%, i=12. =m

i

Koeficijent korelacije p je prirodna mera povezanosti izmedu X; i X,. Ako
Xi—pi)

o; !
1,2, ocekivana vrednost kvadrata razlike ovih promenljive je funkcija od p, t;j.

posmatramo dve standardizovane promenljive definisane kao Y; =

E(Y, = Y,)? =2(1— p). (2.2.53)

Ako je p veliko, promenljive Y; i Y, su sli¢nije. Ako je p > 0, promenljive X; i X,
imaju tendenciju da su pozitivno povezane, ako je p < 0, one su negativno povezane.
Ako je p = 0, onda relacija (2.2.52) predstavlja proizvod marginalnih gustina za X; i X;;
tj. X; i X, sunezavisne.

Numericke vrednosti jednodimenzionalne funkcije raspodele normalne
promenljive dobijene su iz tabela u vecini statistickih testova, dok numericke vrednosti
za dvodimenzionalne funkcije raspodele

F(xl, xz) = P{Xl < xl,Xz < xz} (2254‘)
_ (X1—H1) (X2—u2)
- P{ g1 S yl’ () S yz}'
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gde je M =y;,i = 1,2, mogu se naéi kod Pearsonal® (1931). Obimnija tabela je data

g

u National Bureau of Standards!”! (1959). Pearson je takode pokazao da
F(xy,x2) = 27507 ;) 7(v2), (2.2.55)

gde su funkcije 7;(y) date tabelarno u Pearson['*(1931) do 7,4(y). Harris i Soms!*!
(1980) su proucavali generalizacije o (2.2.55).

2.3. Raspodela linearnih kombinacija normalno raspodeljenih
promenljivih; Nezavisne promenljive; Marginalne raspodele

Teorija multivarijacione normalne raspodele je veoma korisna, pa je i njena
primena velika. Jedan od razloga jeste taj Sto marginalna raspodela i uslovna raspodela
izvedene iz normalne raspodele imaju normalnu raspodelu. Stavi$e, linaerne
kombinacije multivarijacionih normalnih promenljivih su ponovo normalno

raspodeljene.

Teorema 2.3.1. Ako je dat p-dimenzionalan vektor X~N (u, X), onda je
Y = CX~N(Cu,CXEC), (2.3.1)

gde je C nesingularna matrica reda p X p.

Dokaz: Gustina za Y dobija se iz gustine n(x|u, X), zamenom x sa

x=C1y, (2.3.2)

i mnoZenjem Jakobijanom transformacije (2.3.2),

1
|c| LI . Cal L (2.3.3)
i1l JIe- 1210t ooz a

Kvadratna forma u eksponencijalnoj funkciji gustine n(x|u, X)

(x—w)'E 1 (x—p), (2.3.4)
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transforacijom (2.3.2) pretvara se u

Q=(Cly-wr(Cly-w (2.3.5)
= ly-clew'z (€ y - clew)
= 'y-Ccw)E (' (y-Cw)
=(y-cw'(CcHE Iy -Cp
=@y -Cw'(€xC) (y-Cw.

Kako vaZi daje (C™1)" = (€')~! na osnovu transformacije CC™! = I, gustinaza Y je

P L 1 , "-
n(Clylr DICI™ = 2m)2|CEC | 2exp |- 5 (y — Cw)' (CZC) My — Cw)

= n(y|Cu,CXC’). m (2.3.6)

Neka je dat slucajan vektor

- \l (2.3.7)
J

gde je su vektori X i X(?) definisani kao

Xlw Xqﬂ\
XMW= - X@= - | p>q. (2.3.8)

v, % )

Posmatrajmo sada vektore X" i X®?), koje imaju zajedni¢ku normalnu raspodelu sa
vektorima oc¢ekivanja

EXD = y@, EX® = u®, (2.3.9)

i kovarijansnim matricama
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E(X® — g@)(x® — y®) =5, (2.3.10)
E(X® — y@)(x@ — y@) =3, (2.3.11)

E(XW - y)(Xx@ — y@) =3, (2.3.12)

Ocekivanje vektora X datog relacijom (2.3.7) podeljeno je na podvektore, kao

<“(D> (2.3.13)
u= . 3.
M(Z)
A matrica
Z11 212)
Y= ( ) 2.3.14
Zy1 Iy ( )

je na sli¢an na¢in data kao blok matrica, gde je £, = 242"

PokaZimo sad da su vektori X i X® nezavisni, ako je Z,; = Z;,'=0. Neka je

_ 211 O
X= ( 0 222), (2.3.15)
a njena inverzna matrica je
i 0
1= ( 11 _1>. (2.3.16)
0 X

Kvadratna forma u eksponentu funkcije n(x|u, X) je

Q=@-wWri'x-w (2.3.17)
A (El 0\ /x® — @
= [(x® — y®Y (x@ _ ,@Y](*11 n
- 1 [2® = p®
= [0 - mymi (e ) 5 (T, 1

= (x® — g®OY 21 (x®D — p®) 4 (x@ — M(Z)),Zz_zl(x(z) —u®)

= Ql +Q2!

gde su
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Q: = (x® — p®) 571 (x® — ), (2.3.18)

Q, = (x@ - M(z))’zz—zl(x(z) —u®),

Vazidaje |X| = |211]| - |Z22]. A gustinaza X moZe se zapisati kao

1
— —50Q
n(x|u,X) = 71 e 2 (2.3.19)
(2m)z|x|2
— 1 . e‘%Ql . 1 . e—%Qz
P 1 -q9) 1
(2m)2|Z44[2 (2m) 2 |Ep[2
= n(x(l)lu(l), 211) . n(x(z)lu(z), ZZZ)'
Marginalna gustina za XV data je integralom
+ o0 +00
f j n(x|w Z) dxgiq - dx, (2.3.20)

= n(x(l)“l(l), 211) f_-:c;o f_t:o n(x(z)lu(z)' ZZZ) dxq+1 dxp
= n(x(1)|u(1),zll)_

Neka je marginalna raspodela za XW~N(u™,2,;); a marginalna raspodela za
X®~n(u®,%,,). Zajednitka gustina za Xj, ..., X, jednaka je proizvodu marginalne
gustine za X, ..., X, i marginalne gustine za X, 4, ..., X, pa su ta dva skupa promenljivih
nezavisna.

Teorema 2.3.2. Ako slucajne promenljive X, ..., X, imaju zajednicku normalnu
raspodelu, potreban i dovoljan uslov da podskup ovih slucajnih promenljivih i podskup
koji cCine preostale slucajne promenljive budu nezavisni, je da kovarijansa promenljivih

iz jednog skupa i promenljivih iz drugog skupa bude 0.

Dokaz : Neophodnost sledi iz Cinjenice da ako je X; iz jednog skupa, a X iz
drugog, vazi

= j_ j_ (x; — .ui)(xj - /Jj)f(xl, v Xq) [ (Xga1s o Xp)dxy .. dxy
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+ 00 +oo0
= f f (x; — ‘ui)f(xl, ...,xq)dx1 e dxg

+ 00 +00
f f (x] - ”j)f(xq+1; ---rxp)dxq+1 dxp

Kako je o;; = 0,0ip;j, ao;, 07 # 0 (zaX pretpostavljamo da je nesingularna)
uslov g;; = 0 ekvivalentan je uslovu p;; = 0.Dakle, ako je jedan skup promenljivih
nekoreliran sa ostalim promenljivim, ti skupovi su nezavisni. Implikacija nezavisnosti
usled nedostatka koreliranosti, zavisi od pretpostavke normalnosti tih promenljivih,
dok obratno uvek vazi. m

Razmotrimo sada specijalan slu¢aj dvodimenzione normalne raspodele. Neka je
X=X, X=X, , uW=p,, p®=p,, Syy=0n=0f, Ip=0p=07, i
Y12 = Xy = 043 = 0y1 = 010,01, . Dvodimenzione slucajne promenljive X; i X, su
nezavisne ako i samo ako su nekorelirane. Ako su nekorelirane, marginalna raspodela
za X; je normalna sa sredinom ; i varijansom o7, i = 1,2.

Posledica 2.3.1. Ako jeX~N(u,X), a skup komponenata izX nekoreliran sa
preostalim komponentama, onda je marginalna gustina jednog skupa multivarijaciona
normalna raspodela sa ocekivanjem, varijansom I kovarijansom, dobijena od
odgovarajucih komponenta iz p i X, respektivno.

Ova posledica vazi ¢ak i ako dva skupa nisu nezavisna. Neka su particije za X,
piZX definisane kao ranije. Napravicemo nesingularnu linearnu transformaciju od
vektora

Y = xM 4 px@), (2.3.22)
Y@ = x@), (2.3.23)

gde je matrica B izabrana tako da su komponente Y1) nekorelirane sa komponentama
iz Y® i da zadovoljava slede¢u jednacinu

0=E(Y® — Ey®)(y® — py®)’ (2.3.24)
= E(X® + BX® — EXx® — BEX®)(X® — EX@)’
=E((X®D - EX®) + B(X® — EX(Z)))(X(Z) — EX@)y’
= 212 + BZZZ'

Odavde je B = — Z;,Z54 i
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Yy =x® — 33 1x@), (2.3.25)

Vektor

YO\ _ o _ (I - 2'-1222_21>
(y<2>) —y= (o %22 ) x, (2.3.26)

je nesingularna transformacija od X i ima normalnu raspodelu sa

Y(1)> _ (1 —21222—21)
E(Y(Z) =E 0 ; X (2.3.27)

_<I —21222_21> p®
~\o I u®

<u“) - 21222_2111(2)>
”(2)

(1))

v

= =P
(v(z)

Cov(Y) =E(Y —v)(Y —v)’ (2.3.28)
E(Y® — y@)(¥® —p®)  E(¥® — yM)(y® _ p@Y
= (E(y(z) —v@)(y® — p®)  E(¥@ — y®)(y® — v(2))f>
_ (211 — 21285 % O )
0 222 ’

jerje

E(Y® —p@)(y® — p®)’ (2.3.29)
= E[X(l) _ ”(1) _ zlzzz—zl(x(z) — ”(2))] . [X(l) — ”(1) — zlzzz—zl(x(z) — ”(2))]’
= %11 — 212327 Zp1 — 12877 Zoq + Z12257 22357 oy

= X1 — 212257 Ty

Sluc¢ajne promenljive YV i Y2 su nezavisne, a na osnovu Posledice 2.3.1. X(® =y®

ima marginalnu raspodelu N(u®, £,,). Kako je broj komponenata promenljive X
proizvoljan, moZemo konstruisati slede¢u teoremu:
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Teorema 2.3.3. Ako jeX~N(u,x), marginalna gustina za bilo koji skup
promenljivih iz X je multivarijaciona normalna sa oclekivanjem, varijansom, I
kovarijansom dobijenih uzimanjem odgovarajucih komponenata iz p i X, respektivno.

Razmotrimo bilo koju transformaciju

Z = DX, (2.3.30)

gde je D g X p realna matrica, a Z g -dimenzionalni vektor. Tada je njegova oCekivana
vrednost

EZ = Dp, (2.3.31)
a kovarijaciona matrica je
E(Z — Du)(Z — Du)' = DED'. (2.3.32)

Slu¢aj g = p i D je nesingularna matrica razmatran je iznad. Ako jeq < p i matrica D
ranga q, moZemo naci matricu E ranga (p — q) X p tako daje

(If/) =(D)x (2.3.33)

nesingularna transformacija. Promenljive Z i W imaju zajednicku normalnu raspodelu,
a Z ima marginalnu normalnu raspodelu koja je data Teoremom 2.3.3. Dakle, za matricu
D ranga q (i X ima nesingularnu raspodelu, tj. gustinu) dokazali smo slede¢u teoremu:

Teorema 2.3.4. Ako je X~N(u,ZX), onda Z=DX~N(Du,DXD"), gde je D
matricaq X p ranga q < p.

U ovom odeljku bavi¢emo se jednodimenzionalnim ili degenerisanim normalnim
raspodelama, i proSirenju Teoreme 2.3.4. za bilo koju matricu D. Jednodimenzionalna
raspodela je raspodela u p-dimenzionalnom prostoru koja je koncentrisana na nize
dimenzionalnom skupu, tj. verovotnaca povezivanja sa bilo kojim skupom koji ne
presaca dati skup je 0. A njena masa je skoncentrisana na linearnom skupu (tj, broj
preseka sa (p — 1)-dimenzionalnom hiperravni). Neka je y skup koordinata linearnog
skupa; tada se parametarska definicija ovog linearnog skupa moze se definisati kao
x = Ay + A, gde je A p X q matrica, a 4 je p-dimenzionalni vektor. Ako je data sluCajna
promenljiva ¥ sa normalnom raspodelom u g-dimenzionalnom linearnom skupu, onda

X=AY + 4, (2.3.34)
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ima singularnu ili degenerisanu normalnu raspodelu u p-dimenzionalnom prostoru. Ako
jeEY =v,ondaje EX = Av + A = u. Nekaje E(Y —v)(Y —v)' =T, tadaje

E(X-w)(X—p)'=EAY —v)(Y —v)'A’ = ATA' = &. (2.3.35)

Ako je p > g, onda je matrica X singularna i nema inverznu maticu, pa ne moZemo
izvesti normalnu gustinu za X, tj. promenljiva ne moZe imati gustinu uopSte (jer
verovatnoca bilo kog skupa koji ne seCe g-dimenzionalan skup je 0, tj. gustina je 0 skoro
svuda).

Razmotrimo da li X ima ocekivanje pi kovarijansnu matricu X rangar, gde X
ima proizvoljnu raspodelu, a ¥ normalnu raspodelu sa r (< p) komponenata. Neka je Z
ranga 1, tada postoji p X p nesingularna matrica B takva da je

BEIB' = (’Or g), (2.3.36)

ajedini¢na matrica je reda r . Transformacija

@
BX=V= (K(Z)), (2.3.37)

definiSe slucajan vektor V sa korelacionom matricom (2.3.36) i vektorom sredine

€))
EV=Bu=v-= (:(2)). (2.3.38)

Varijanse elemenata V® su 0, pa je V® = v(® sa verovatnoéom 1. Neka je sada data
blok matrica

Bl'=(c D) (2.3.39)

gde se C sastoji od r kolona. Relacija (2.3.34) je ekvivalentna

1)

_ p-1y — |4
X=B'V=(C D)(V(Z)

) =cv® + pv®, (2.3.40)

Tako je sa verovatnocom 1

X=cv® + Dv®, (2.3.41)

koja je oblika (2.3.34), gde je C predstavljeno kao 4, V(¥ kao ¥,a Dv® kao A.
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Definicija 2.3.1. Za slucajan vektor X odp-komponenata saEX = p iE(X —
WX —w) =X kaZze se da je normalno raspodeljen (tj. X~N (u, X)) ako postoji
transformacija (2.3.34), matrica A je reda p, broj kolona jednak rangu matrice X,
recimo 1, a slucajna promenljiva Y (sa r komponenata) ima nesingularnu normalnu
raspodelu, tj. gustinu

ke 20T 0-0) (2.3.42)

Teorema 2.3.5. Ako je X~N(u, X), tada je Z = DX ~N(Du, DXD").

Ova teorema obuhvata slucaj gde X moze biti nesingularana ili jednodimzionalna
sluc¢ajna promenljiva, i slu¢aj gde je D nesingularana ili ranga manjeg od gq. Kako se X
moze predstaviti relacijom (2.3.34), a ¥ ima nesingularnu raspodelu V' (v, T), moZemo
pisati

Z = DAY + DA, (2.3.43)

gde je DA formata g X r.

2.4. Uslovna raspodela i viSedimenzionalni koeficijent korelacije

2.4.1. Uslovna raspodela

U ovom delu vidimo da je uslovna raspodela izvedena na osnovu zajednicke
normalne raspodele normalna. Uslovna raspodela je jednostavna, jer sredina zavisi od
linearnih promenljivih koje su fiksirane, a varijacija i kovarijansa ne zavise uopSte od
fiksiranih  promenljivih.  Teorija u ovom odeljku razvijena je od
strane Karla Pearson!®! (1896) za tri promenljive, a zatim njegov rad nastavlja Yule!']
(1897).

Neka je X~V (u, X) (gde je Z nesinglarna matrica), i

xM
X = (x<2>)’ (2.4.1)

gde su XM i X® kao i ranije q i (p — q) -dimenzionalni vektori, respektivno.
Zajednitka raspodelaza YU = X — ,,371x®2) j y@ = X@ je

n(yPp® - 25,2570, B11 = 215257 L)n(yP | u®,55). (24.2)
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Gustina za X i X® moZe se dobiti iz prethodnog zamenom x™ — 2;,Z;1x® sa
y® a x® sa y@ (Jakobijan ove transformacije je 1 ); a gustinaza X i X®@ je

1
q
(2m)2y/| 2112
1

' (r—aq)
(2m) 2 /| Zpa|

1
), x@) = exp -2 [(x® - u®)

exp[(x@ — u®@) — 23} (x® — u@)] (2.4.3)

gde je

Z112 = Z11 — 212257 Zo1. (2.4.4)

Ova gustina mora biti n(x|u, ). Uslovna gustina za X pod uslovom X® = x® je
koli¢nik gustine date relacijom (2.4.2) i marginalne gustine za X® u tacki x®, tj. vazi

1
q
(2m)2y/| 21121

-Eit2[(x® — p@) — 24,257 (x@ — u@)]}. (2.4.5)

1
F(x®]x@) = exp {_E [(x® — p®) = 2,253 (x@ — u@)]'

x® sastoji se od (p — q) brojeva, a uslovna gustina f(xV|x®) je g-dimenzionalna

normalna sa oCekivanjem
E(XD|x®) = u® + 5,553 (xP — u@) = v(x?@), (2.4.6)
i kovarijacionom matricom
E{( XD — v(x@)][ XD - v(x@)]'|x®} = £115 = E11 — Z12%71 Zp1. (247)

Treba napomenuti da je o¢ekivanje od X za dato x® linearna funkcija po x®, a da
kovarijaciona matrica od X za dato x® uopste ne zavisi od x®.

Definicija 2.4.1. Matrica B = X.,%51 je matrica regresionog koeficijenta za X
pod uslovom x®,
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Element u i —toj vrsti i (k — q)-toj koloni matrice g = Z;,Z;5 oznacava se kao

Bik q+1,.k-1k+1.p, L =12,..,q, k=q+1,..,p. (2.4.8)
Vektor uV + B(x® — u®@) se naziva regresiona funkcija.

Neka je 0y g+1,..p I, j-ti element matrice X14.,, ove elemente nazivamo parcijalne
kovarijanse, a 0y; 441,., Su parcijalne varijanse.

Definicija 2.4.2. Parcijalna korelacija izmeduX; i X, i,j=1,..,q, za fiksirane
Xqs1r o Xp je€

Gij q+1,..p

- \/O-ii q+1,...,p\/0-jj q+1,..p

L Lj=1,..,q. (2.4.9)

Pij q+1,..p

Teorema 2.4.1. Neka su komponente vektora X podeljene u dve grupe koje cine
vektori XV j X®, pri demu je vektor sredina p slicno podeljen na u® i u®, a
kovarijaciona matrica X podeljena na X1, £12, 222, tj. kovarijacione matrice za XV,
za XV i X®, jza X@®, respektivno. Tada ako je raspodela za X normalna, uslovna
raspodela za X pod uslovom X® = x® je normalina sa sredinom p® — £,2;1u®
i disperzijom 2115 = Z11 — £12223 Zo1.

Posmatrajmo dvodimenzionalnu normalnu raspodelu i nadimo uslovnu
raspodelu za X™ pod uslovom x®, kada je u® =y, i u® =p,, =, = o2,
Y1, = 0,0,p i £, = 0Z. Tada je matrica regresionih koeficijenata X,,%55 = 0,p/0,, i
matrica parcijalnih kovarijansi

o2 g2p?
—— =5(1-p?), (2.4.10)
2

Zi12 = Zi1 — Z12235 Iy = 0F —
agustinaza X pod uslovom x® je n(x;|u; + % (x; — 1p), a2(1 — p2)).
2

2.4.2. Multivarijacioni koeficijent korelacije

Veé smo razmatrali vektor X podeljen na podvektore XV i X®, a sada
prou¢avamo neka svojstva za fX@, gde je matrica B dimenzije g X (p — q).

Definicija 2.4.3. VektorX(? = X — y® — g(X® — u@) je vektor reziduala
(ostataka) XV jnjene regresije u odnosu na X®.
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Teorema 2.4.2. Komponente iz X2 nisu u korelaciji sa komponentama iz X®.
Dokaz: Vektor X2 je YU — EY® dat relacijom (2.3.25) u Odeljku 2.3. m

Neka je o(; i-ta vrsta matrice Z15, fB(; i-ta vrsta matrice g (tj. 3'(1'):0&)22_21), a
V(Z) varijansa za Z.

Teorema 2.4.3. Za svaki vektor a, koji je iste dimenzije kao X®, vazi da je

VX&) VX — a'X®), (2.4.11)

Dokaz: Na osnovu Teoreme 2.4.2,
V(X; — a'X®) (2.4.12)
= E[X; —p; — &/ (X® — u@)P2
=E[X;"? —EX{ + By — @) K — p®)P?
=V(x7%) + B - @ EX®P - u®) XD ~ 4 @) (B - @)
=V(x*?) + B - 0)'EnBe - .
Jednakost bi vazila za pozitivno definitnu matricu Z;;, u kvadratnoj formi (B —

@)'Z5;(B i) — @) ako bi ta kvadratna forma bila jednaka 0, a to se ostvaruje samo ako je
a= ﬁ(i)- |

Kako je E(Xi(l'z)) =0,a V(Xi(l'z)) = E(Xi(l'z))z, sledi da je y; — ﬁzi) (X(z) _ ”(2))

najbolji linearni prediktor za X; medu svim funkcijama od X® u formi a’X® + ¢, a
srednje kvadratna greska relacije (2.4.12) je minimalna.

Teorema 2.4.4. Za svaki vektor a, koji je iste dimenzije kao X®, vaZi da je

Corr (X, By X )= Corr(X;, a'X®). (2.4.13)

Dokaz : Korelacija izmedu dve promenljive se ne menja kada jednu ili obe
pomnoZimo pozitivnom konstantom. Pretpostavimo da je E[a’(X(Z) —u(z))]2 =
E[B;)(X® — p®)]?, tada je prosirenje relacije (2.4.11)

oi — 2E(X; — 1) By (X® — u®) + V(B X?)
<oy —2EX; —p)a' (X® — u®) +v(a'x®), (2.4.14)
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Onda je

EO = Bl (XD = u®) B0 = el (X — i)

' B Jo.V(a'X®
\/UiiV(ﬁ(i)X(z)) oV (@ X)

m o (24.15)

Definicija 2.4.4. Koeficijent multivarijacione korelacije izmedu X; i X @ je
maksimalna korelacija izmedu X; i linearne kombinacije o' X®.

[z toga sledi da je

- EBp(X® — k@)X — )

iq+l.p (2.4.16)
V7 BBl (X = g (X - u@) By
1 y=1
owipoy o020
;g \ Oii
V 0ii f"(i)zzzla(i) H
Medutim, uobicajena formula je
_ 0 — O X510 .
1— 2. __u (=22 (l): |Zi ' (2.4.17)
e o ;i 222
gde je
Oj; 0’(1')
XY = . 2.4.18
l <‘7 ® ’322> (24.18)
Kako je
Oii-q+1,..p = Oii — O-Ei)zz_zlo-(i): (2.4.19)
sledi da je
=2
Tii-q+1,.p = (1 =R i.q+1‘._"p)0-ii (2.4.20)
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Poslednja relacija pokazuje da parcijalna varijacija ne moZe biti veca od

varijanse, tj. za vec¢e R vece je i smanjenje varijacije koje ide na osnovu uslovne

i-q+1,..p
raspodele. Ova Cinjenica daje joS jedan razlog za razmatranje viSedimenzionalnog
koeficijenta korelacije izmedu X; i X®,

Samo na osnovu strukture korelacije, moze se zakljuciti da li je ﬁzi)X(z) najbolji
linearni prediktor za X;, i odrediti maksimalna korelacija izmedu X; i bilo koje linearne
funkcije od X®.

Cak i ako X ne poseduje normalnu raspodelu, regresija X na X@® se moze
definisati kao p® — 21,257 (X® — u@); reziduali se defini$u kao u Definiciji 2.4.3; a
parcijalne kovarijanse i korelacije se mogu definisati kao kovarijanse i korelacije
reziduala koji su prikazani u (2.4.3) i (2.4.8).

2.4.3. NeKki primeri parcijalne korelacije

Ovde razmatramo odnose izmedu nekoliko uslovnih raspodela dobijenih
pridruzivanjem nekoliko razli¢itih skupova promenljivih koji su fiksirani. Ovi odnosi
nam omogucavaju da iz jednog skupa uslovnih parametara izracunamo drugi skup.
Poseban slucaj je

P12 — P13P23
P12:3 = > = (2.4.21)
\/1—,012 \/1_.023
kadaje p = 3,a q = 2. Izvedimo sada uopStenje ovog rezultata.
Neka je
XM
X= (X(2)>, (2.4.22)
X3

gde X ima p; komponentu, X® p, komponenata, a X® p, komponenata.
Pretpostavimo da imamo uslovnu raspodelu X i X®, pod uslovom da je X® = x®;
kako pronaéi uslovnu raspodelu X pod uslovom X@® =x®@ j X® =xG 7 Mj
koristimo &injenicu da je uslovna gustina X pod uslovom X®® = x@ j X® = x®

F(x®, x®, x®)
f(x@, x®3)
f(x(l), x(Z)’ x(3))/f( x(3))

T @, x®)/f(2®)
F(x®D, x®] x®)

T fG@R®)

F(x®[x@, x®) =

(2.4.23)
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U slu¢aju normalnosti uslovna kovarijaciona matrica za X i X®, pod uslovom

X3 = x® je

®
Cov [(i(z)) | x(s)]

L1 2:12) (213) -1
- h) p) Y 2.4.24
(221 X2 Z,3) 33 (B31 232) ( )

=(2:11-3 2:12-3)
X213 X223/

gde je
2:11 2:12 2:13
Y= 221 222 223 . (2425)

Uslovna kovarijansa XV pod uslovom X® = x( j X3 = x®) se izra¢unava iz uslovne
kovarijanse za X(V'i X®), pod uslovom X® = x® jer je

COU[X(1)|x(Z),x(3)] = 211.3 - 212.3(222.3)_1221.3 . (2426)

Ovaj rezultat dopuSta izraCunavanje 0jj.p,41,.p » bJ = 12,..,01 1Z Ojjp 4p,..p »
i,j=12,..,p1 + Dy

U slucaju, kadaje p; =q, p, =11 p; =p —q — 1, dobijamo da je

o; . g; .

_ ,q+1-q+2,...,p%j,q+1-q+2,..,p L.

0ij-q+1,...,p = 0ij-q+2,...,p - , L] = 1, - q. (2427)
aq+1,q+1-q+2,...,p

Aiz
_ 2
Oii-q+1,..p = Oii-q+2,...p (1- pi,q+1-q+2,...,p)' (2.4.28)

dobijamo da je

_ pij-q+2,...,p - pi,q+1-q+2,...,ppj,q+1-q+2,...,p

Pijq+1,..p = .
1—p? 1—p?
pi,q+1-q+2,...,p pj,q+1-q+2,...,p

(2.4.29)

Ovo je rekurzivna formula za raCunanje (p;;) iz niza (p;j.p), (Pijp-1)s = P12:3,...p-
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2.5. Karakteristi¢na funkcija. Momenti

2.5.1. Karakteristi¢na funkcija
Karakteristicna funkcija multivarijacione normalne raspodele ima slican oblik kao

funkcija gustine. Stoga se momenti i funkcije gustine mogu lako naéi preko
karakteristi¢nih funkcija.

Definicija 2.5.1. Karakteristicna funkcija slucajnog vektora X je
P(t) = Eeit'X (2.5.1)
definisana za svaki realan vektor t, koji je iste dimezije kao vektor X.

Da bi ova definicija imala smisla treba da definiSemo ocekivane vrednosti
kompleksne funkcije slu¢ajnog vektora.

Definicija 2.5.2. Neka je kompleksna funkcija g(x) zapisana kao g(x) = g,(x) +
ig,(x), gde su g,(x) i g,(x) realne funkcije. Ocekivana vrednost za g(X) je

Eg(X) = Egy(X) + iEg,(X). (2.5.2)

0

Posebno, kada je e = cos 0 + isin 8,

Ee'"X = Ecost'X + iE sint'X. (2.5.3)

Da bi se odredila vrednost karakteristicne funkcije vektora X, Cesto se Kkoristi slede¢a
lema:

Lema 2.5.1. Neka je X' = (X', X®"). Ako su vektori X™ i X® nezavisni i
g(x) = gW (x(l))g(z)(x(z)), tada vazi daje

Eg(X) = EgWXMDEGgP (x®@), (2.5.4)

Dokaz: Ako je g(X) realna funkcija, i postoji gustina za X tada je
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Eg(X) = [7 -~ [, 9COf (x) dx, - dx,
= [l L g (x®)g® (k@) f O (xO) f O (x®) dix, -+ dx
=" [T gD (D) O xD) dx, - dx,
'fx ...f_xoog(Z)(x(Z))f(z)(x(z)) dxg,y -+ dx,

— 00

=EgWXM)Eg®H (X®). (2.5.5)
Ako je g(x) kompleksna funkcija

9(0) = [P (D) + i g;O@xD)][g, @ (x@) + i g, (x@)]
= ;D (xD) g, @ (x@) = g, (xD) g, (x@)

+ilg:V(x0)g; @ (x®) + g, D ED) g, D). (25.6)
Tada je

Eg(X) = E[gl(l)(X(l))gl(z)(X(z)) — 92(1)(X(1))g2(2)(x(2))]
+iE[g, D (XD) g, (XP) + g, D (XD) g, P (X ®)]
=Eg;D(XD)Eg, P (x@) — Eg, Y (XD)E g,@(x@)
+i[Eg, D (XD)Eg, P (X@) + Eg, D (XD)Eg,®(X@)]
= [Eg; D (XD) +iE g, D (XD)][Eg, P (XP) + iEg,® (X))
= EgWOXD)EGD (X?). m (2.5.7)

Primenom prethodne leme na funkciju g(X) = Eeit'’X dobijamo

Lemu 2.5.2. Ako su komponente od X medusobno nezavisne, onda je
Ee'X =T7_ e'%. (2.5.8)
Teorema 2.5.1. Karakteristicna funkcija za slucajan vektor X~ N (u, X) je

i s el _1 !
P(6) = Eelt'X = ' H 7203 (2.5.9)

za svaki realan vektor t
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Dokaz: Neka postoji nesingularna matrica € takva da je

cric=1. (2.5.10)

Onda je
»l=c'c1=(cc) (2.5.11)

I neka je
X—pu=cy, (2.5.12)

gdeje Y~ N (0,I).

Sada je karakteristi¢na funkcija za ¥

Yp) = EeY =17, e, (2.5.13)
Kako je Y; ~V(0,1) tadaje

Y(u) = H?ﬂe‘%“fz’ —e ™, (2.5.14)
Onda je

P (t) = Eeit'X= Eeit' CY+m) (2.5.15)

— eit’u Eeit’CY

1
— pit'np= 3O 0

za t'C = u’; treca jednakost potvrduje se pisanjem obe strane kao integral. A ovo je

.} Y
p(t) = elthe 2t ¢CF (2.5.16)

Y
=elt[.l ZtZt.

Karateristicna funkcija normalne raspodele je veoma korisna. Na primer, ako stavimo
da je Z= DX, gde jeD q X prealna matrica, onda je karakteristicna funkcija za
Z~N(Du,DXD"), data sa

Eeit'Z = Eeit'DX = pei(D'0)'X (2.5.17)

N j PN ’
:el(D t)ﬂ_E(D t)Z(D't)

! 1., !
— pit' (D) —5t' =D
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Karakteristi¢nu funkciju koristimo da bi pokazali da multivarijaciona normalna
raspodela ima svojstvo da je svaka njena linearna kombinacija slu¢ajnih promenljivih
normalno raspodeljena. Posmatrajmo sad p-dimenzionalan vektor Y sa gustinom f(y)
i karakteristicnom funkcijom

(o) o

P(u) = Ee’Y = f fei"'Yf(y) dy; -+ dy, (2.5.18)

i pretpostavimo da je njegovo oCekivanje u, a kovarijaciona matrica 2. Neka je linearna
kombinacija u’'Y normalno raspodeljena za svaki vektor u, iste dimenzije kao Y, onda je
karakteristi¢na funkcija linearne kombinacije

Eeiu’Y _ eitu’u—%tzu'zu_ (2.5.19)

Ako jet =1, desna strana jednacine je karakteristicna funkcija normalne raspodele
N (1, X).

Teorema 2.5.2. Ako je svaka linearna kombinacija komponenata vektoraY
normalno raspodeljena, onda je i Y normalno raspodeljen.

Teorema 2.5.3. Ako je dat slucajan vektor X koji ima gustinu f(x) i
karakteristicnu funkciju ¢ (t), tada je

fOO = o [ [ ™™ $(0) dty - dty (2.5.20)

Ova teorema pokazuje da Kkarakteristicna funkcija odreduje funkciju gustine
jednoznacno. Ako X nema gustinu, karakteristicna funkcija je definisana na svakom
neprekidnom intervalu. U opstem slucaju na neprekidnom intervalu zajednicka funkcija
raspodele nema prekida u krajnjim tackama intervala.

Teorema 2.5.4. Neka je (F;(x)) niz funkicija raspodela slucajnih promenljivih
X1, Xp, 1 neka je (gb j(t)) niz odgovarajucih karakteristicnih funkicja. Potreban i
dovoljan uslov da F;(x) konvergira ka F(x) koja je funkcija raspodele slucajne
promenljive X, je da za svakot ¢;(t) konvergira ka granicnoj fukciji ¢(t) kada t— 0

koja je karakteristicna funkcija te iste slucajne promenljive X .
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2.5.2. Momenti

Momenti promenljivih X3, ..., X, sa zajednickom normalnom raspodelom mogu se
izraCunati preko karakteristicne funkcije (2.5.9). Ocekivanje slucajne promenjive je

10¢

EXp =750 | =0 (2.5.21)
1 .
= (=X, onjt; + iun} $() | =0
= Up-
Drugi moment je
_ 1 9%¢

EXnX; = Gopsr | oo (2.5.22)

= iiz{(_ Yk Onicbi + iptn) (— Xk ok jtj + ipj) — onj} d(0) | e=o0

= Opj t Hnlj-
Tada je
Var(X;) = E(X; — u)* = 0y, (2.5.23)
Cov(Xy,X;) = E(X; — ) (X; — 1)) = oy (2.5.24)

Svaki treéi centralni moment je

E(X; — u) (X — 1;) (Xie — i) =0. (2.5.25)

Cetvrti centralni moment je

EX; — u)(X; — 1) Xy — i) (Xy — ) = 0103 + 03051 + 031041, (2.5.26)

a svaki naredni moment neparnog reda je O.
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Glava 3

Ocena vektora sredine i1 kovarijansne matrice

Multivarijaciona normalna raspodela je u potpunosti odredena vektorom sredine pu i
kovarijacionom matricom X. Pravi statisti¢ki problem je kako proceniti ove parametre
na osnovu posmatranog uzorka. Mi ¢emo pokazati da je ocena maksimalne
verodostojnosti za u vektor sredine, a ocena maksimalne verodostojnosti za X
proporcionalna uzorackoj varijansi i kovarijansi. Uzoracka varijansa je zbir kvadrata
odstupanja dobijenih na osnovu uzoracke sredine podeljene brojem koji je za jedan broj
manji od veli¢ine posmatranog uzorka; uzoracka kovarijansa je slicno definisana u
smislu unakrsnih proizvoda. Matrica uzoracke kovarijanse je nepristrastna ocena za X .

3.1. Ocena maksimalne verodostojnosti za vektor sredine i
kovarijansnu matricu

Neka je dat uzorak (vektor) od n posmatranja koji su normalno raspodeljeni, mi ¢emo
traZiti ocenu za vektor sredine pi za kovarijacionu matricu X, metodom maksimalne
verodostojnosti. Ovaj metod se Cesto koristi u reSavanju raznih problema procene i
prilikom testiranja hipoteza u vezi sa multivarijacionom raspodelom. Ocena
maksimalne verodostojnosti ¢esto ima neke optimalne osobine, a mi ¢emo ovde
proucavati ocene koje su asimtoticki efikasne.

Neka je X~V (i, X) i uzorak od N posmatranja Xy, ..., Xy, gde je N > p, onda je

funkcija verodostojnosti

N N

1 1

L= | | n(xXq|u,2) =—————exp [_EZ(xa —wWE N xe —-w| (B11)
a=1 (2m)zPV|z|2" a=1

U funkciji verodostojnosti vektori xq, ..., xy su fiksirani a posmatrani uzorak iL su
funkcije od w i Z. Ove veli¢ine su promenljive (a ne parametri) pa ¢emo ih oznacavati sa
u* iX". Tada je logaritam funkcije verodostojnosti

1 1 * 1 NZ T *
logL = —>pNlog2m —>Nlog X —Ezgzl(xa — )T N x, — ). (3.1.2)

Funkcija log L je rastu¢a po L i dostize maksimum u istoj tacki u prostoru u kojoj i
funkcija L.
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Posmatrajmo uzoracki vektor sredine

= |/ o, (3.1.3)
)

gde je X, = (Xla, ...,Xpa)’ i X, = %22{’:1&“, i neka je matrica A suma kvadrata

odstupanja od vektora sredine
A= gtl=1(Xa - )_()(Xa - }_(), (314)
= [ g:l(Xia - )?l)()(ja - )?])]i,j=1,...,p.'
Bice zgodno koristiti sledecu lemu:

Lema 3.1.1. Neka je X, ..., Xy uzorak od N vektora, i X definisan kao u (3.1.3).
Onda za svaki vektor b imamo da je

n1Xe —bD)(Xe —b)' =351 (X — X)X, —X)'+ N(X - b)(X—b)". (3.1.5)
Dokaz:

w=1Xg —bD)(Xg —b)' =X3_4[(Xo = X) + X = D)][(Xo — X) + X = b)]'
=Yr1[Xe = X)(Xe = X)'+ X — X)X - b)' + X —b)(X, —X)' + (X — b)(X — b)']
= Yoe1Xa = X)X — X)' + [Zo=1(Xo — X)] (X — b)Y’

+X-b)YN (X, —X)'+NX - b)(X - b)'. (3.1.6)

Drugi i treci izraz na desnoj strani jednakisuOjerjeY (X, —X) =YX, —NX=0. =
Ako stavimo daje b = u*, onda je

N1 X = )Xy =) =LK = X)X = X)' + N (X — ") (X — )’
=A+NX—pu)X—u?). (3.1.7)
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Iskoristimo sada svojstva traga matrice (trCD = Y. ¢;;d;; = trDC) i prethodni rezultat,

dobi¢emo

a1 (Xo =) E T (X — ) = tr Y (X — )T (X — 1) (3.1.8)
=t Y1 27 (X — )Xo — 1)’
=tr2 1A+ 2 INX —pu)X — u?)’
=tr2 1A+ NX — pu)Z (X — u)'.

Onda relaciju (3.1.2) moZemo zapisati kao
logL = —%pN log(2m) — %N log|Z*| — %trz*‘lA — %N(E —puHE Y (x— ). (3.1.9)

Kako je X* pozitivno definitna matrica, tada je iZX*~! pozitivno definitna, pa je
N(x — p)X* 1(x — u*)’ = 0; jednakost vazi ako i samo ako u* = X.

Lema 3.1.2. Neka je D pozitivno definitna matrica reda p, tada maksimum
funkcije

f(G) =Nlog|G| —trG™D, (3.1.10)

postoji u odnosu na pozitivno definitnu matricu G. Ako je G = [(%) D] onda vazi

f [(%) D] =pNlogN — Nlog|D| —pN. (3.1.11)

Dokaz : Neka jeD =EE'iE'G'E=H. Tada je G=EH 'E', i vaZi da je
|G| = |E||HY||E'|=|H||EE'| = |D|/|H|, i tr6™'D = trGEE’' = trE'G™'E = trH.
Zatim se funkcija maksimizira (u odnosu na pozitivno definitnu matricu H)

f=—Nlog|D|+ N log|H| — trH. (3.1.12)

Stavimo sad da je H=TT', gde je T donja trougaona matirica, onda se maksimum
funkicije

f =—=Nlog|D|+ N log|T|* — trTT’ (3.1.13)

= —Nlog|D| + XI_ (N log t;;* — t7) — Xi>; tF:.

javlja zZa tlzl = N,a tl] = 0, i :,t], t]kOdH = NI. TadajeG = (1/N)EE, = (%) D. m
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Teorema 3.1.1. Neka je X,,..,Xy uzorak uzet iz N (u,X) raspodele, gde je

. . . ~ = 1 .
p <N, tada su ocene maksimalne verodostojnost zapi X, g =X== ’,}{zlxa i

N
I= (%) YN ((X.—X)(X, — X)', respektivno,

Ako u Lemi 3.1.1. stavimo da je b = 0, onda je izratunavanje ocene za I znatno
lakSe, tj.

N X=X X,—X)=3YN_ XX, — NXX'. (3.1.14)

Element matrice Yy_3 XX, je XN_1XiaXjo , a element NXX' je NXX, ili

(ZQ’=1 Xia)(zlc;I:l Xja)/N-

Lema 3.1.3. Neka je f(0) realna funkcija definisana na skupu S, i neka je ¢
jednodimenzionalna funkcija, sa skupa S na skup S*, sa inverznom funkcijom; tj. za
svako O € S, postoji jedinstven element 6 € S* tako da je ¢(0) = 6%, i obrnuto, za
svaki 8* € S* postoji jedinstven element 0 € S takav da je ¢~1(6*) = 6. Odnosno, ako

je
9" = flp~1(6M)] (3.1.15)

i f(0) dostize maksimum uf = 6,, ag(0*) dostize maksimum za 0* za koje je 60" =
0y = ¢(0). Ako je maksimum za f(0) u 6, jedinstven, takav je i maksimum za g(6*) u
0o

Dokaz: Po pretpostavci je f(8,) = f(6) za svako 8 € S.Onda je za svako 8" € S*

g0 = flp71 ()] = f(8) < f(6y) = glp(80)]=g(6,"). (3.1.16)

Tako g(6*) dostize maksimum za 6,". Ako je maksimum za f(8) 6, jedinstven, u
(3.1.16) postoji stroga nejednakost za 6 # 6,, a maksimum za g(6*) je jedinstven. m

Posledica 3.1.1. Ako su na osnovu datog uzorka,0,,.. 0,, ocene maksimalne
verodostojnosti parametara raspodele 0, ...,0,,, onda su®;(01,..0.,) P (01,20m),
ocene maksimalne verodostojnosti za ¢,(04,...,0,,), «, GOn(04,...,0,,) ako je
transformacija iz 0, ...,0, na ¢4,...,m 1 — 1. Ako su ocene za 0., ..., 0,, jedinstvene,
onda su i ocene za ¢+, ..., O, jedinstvene.

Posledica 3.1.2. Ako je Xi,..,Xy uzorak iz N (u,X) raspodele, gde je
0;j = 0i0;pij, L,j =1,..,p (pij = 1), tada ocena maksimalne verodostojnosti zap je

PO | . . . A 1
oa=X= ﬁzgzl Xo; a ocena maksimalne verodostojnosti zac}? je 67 = ;zgzl(xia —
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X)? = %(21&1:1)(1'205 — NX?), gde je X, i -ta komponenta vektora X, a X; i -ta

komponenta vektora X; tada je ocena maksimalne verodostojnosti za p; ;
A 1Ko — X)X — X))

Pij =
VIV (Xig — Xi)z\/zg=1(xja —X;)?
=1 Xia Xjo — NX;X;

(3.1.17)

JzN X2, — NX? ng=1xﬁ,, — NX?

Dokaz : Skup parametara u; = y;, of =0y, i pij = 0ij/ /005 je 1—1
transformacija skupa parametara y; i g;;. Na osnovu toga po Posledici 3.1.1. ocena za y;

PN 2 . A2 .
je [, za o je b, aza p;jje

~ _  Oij
Pij = T——+
V 0ii0jj

Pearsonl1°/(1896) je dao obja$njenje ocene pij, i ponekad je nazivamo Pirsonovim

n (3.1.18)

koeficijentom korelacije. Takode se naziva koeficijent korelacije, i oznacava sa r;.

Pogodna geometrijska interpretacija realizovanog uzorka x = (x4, ..., Xy), data je
na sledeci nacin. Neka je

X11 vt XN uy
X=<5 5): N F (3.1.19)

tj. u; je i-ta vrsta vektora X. Vektor u; moZe biti razmatran kao vektor u N -
dimenzionalnom prostoru. Pa smo uzorak p-dimezionalnog vektora predstavili u N-
dimenzionalnom Euklidovom prostoru, a na osnovu definicije Euklidske metrike,
kvadrat duzine u; je wju; = YN_; x2,.

Y. : : : : . , o
Pokazimo da je kosinus ugla izmedu u; i u; jednak wyu;/ [wuuju; =

N Xig x]a/\/za X2 NN ]a Neka je skalar d takav da je vektor du; ortogonalnan

nau; — du;; . 0= du;(u; — du;) = d(uju; — duju;), onda je d = uju;/uju;. Vektor u;
mozemo zapisati kao u;=(w; — du;) +du; (prikazano na slici 1.). Apsolutna vrednost
kosinus ugla izmedu u; i u; jednaka je koli¢niku duZine du; i duZine za u;; tj.

\/du}(duj)/ugui=\/du;ujd/u§u,-; a kosinus je uju;/ fu;u,-u}uj. Sto je i trebalo

pokazati.
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“ — dll_’

L oy
du,

Slika 1.
Da bismo dali geometrijsko tumacenje za a;; i aij/\/m, uvodimo pojam ugaone linije,
ta linija prolazi kroz koordinatni pocetak i kroz tacku (1,1,..,1). Projekcija u; na vektor
e=(11,....1) je (e'y/e'e)e = QCaxia/2al) €= %8 = (X, Xiy ..., x;)'. Tada se u;
razlaze na x;&, kao projekcija na ugaone linije iu; — X;&€ kao projekcijau; na ravan
normalna na ugaonu liniju. A duzina kvadratau; — x;&¢ je (u; —x;€)'(u; — x;€)=
Y o(xiq — %)% ; 0vo je NG;; = a;;. Zatim transformiSemo u; — X;& i u; — X;¢, tako da
svaki od vektora ima krajnju tacku u koordinatnom pocetku, a a-ta koordinata prvog
vektora je x;, — X;, dok je drugog xj, — X;. Onda je kosinus ugla izmedu ova dva

vektora

ro= (u; — x;8)'(w; — x;€)
j \/(ui_fi‘g),(ui_fis)(ui_fif)'(uj—fjs)
Ya=1(Xig — X)) (Xjq — X})

VEIN  (Xig — fi)z\/zlc\z,=1(xja — Xj)?

)

Y1 Xia—X)Xja—X))

ng=1(xia_)?i)2J2g=1(xja_)?j)2

odnosno statistika kojom se ocenjuje p;;, 1;; =

3.2. Raspodela uzorackog vektora sredine

3.2.1. Zakljuc¢ivanje u vezi sa vektorom sredine kada je kovarijansna
matrica poznata

U jednodimenzionalnom slucaju srednja vrednost uzorka je normalno raspodeljenja i
nezavisna od uzoracke varijanse. Slicno tome, uzoracka sredine za X definisana u
prethodnom odeljku je normalno raspodeljena i nezavisna od Z.

Da bi dokazali ovaj rezultat napravicemo transformaciju skupa vektora posmatranja.
Ovu vrstu transformacije koristiCemo viSe puta, pa ¢emo zbog toga pre toga dokazati
nekoliko opstijih teorema.

Teorema 3.2.1. Pretpostavimo da sup-dimenzionalne slucajne promenljive
X4, ...,Xy nezavisne gde je Xo~N (Ug X)), I neka jeC = (caﬁ) N X N ortogonalna
matrica. Tada je Y, = Zgzl cap Xg~ N (v, X), gde je vy = Zgzl CaplMp @ =1,..,N,a

Yy, ...,YyN sunezavisni.
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Dokaz : Skup vektora Y4, ..., Yy ima zajednicku normalnu raspodelu, jer je citav
skup komponenata skup linearnih kombinacija komponenata Xj, ..., Xy koje imaju
zajedni¢ku normalnu raspodelu. Oc¢ekivana vrednost za Y, je

N N

N
EYa =F Z Caﬁ’ Xl; = z Caﬁ’ EXI; = z Caﬁ Mﬂ = Vg4 (321)
B=1 B=1 B=1

Kovarijansna matrica izmedu Y,i Y, je

Cov(Ya, ¥,) = EWq —v)(Yy -v,) (3.2.2)

= E[Xf-1 cap Xp — 1p) | [ X221 ¢pe(Xe — 112)']
=Y} e=1 CapCyeE (Xg — 1p) Xz — 1)’

= Xpe=1 CapCyeOpeX

= Zg=1 Cap Cyp X

=60y L,

gde je &4, Kronekerova delta (6,,=1 ako je @ =y, i 64,=0 ako je a # y). Ovo pokazuje
daje Y, nezavisno od Y, kada je a« # y,1Y, ima kovarijacionu matricu . =

Lema 3.2.1. Neka je C = (caﬁ) ortogonalna matrica, tada je Zgzlxaxa’ =

g:lyaya’r gdeje yo = Zgzlcaﬁ Xg, @ = 12,..,N.
Dokaz:

Yh-1YaYe = Xa Xp Cap Xg Xy Cay Xy (3.2.3)
=2 py(Za CapCay) Xpxy
=Xy Opy XpXy
=YpXgXxg M
Neka su Xj, ..., Xy nezavisne sluCajne promenljive i svaka od njih ima p-dimenzionalnu

normalnu raspodelu N (u,X). Pretpostavimo da postoji N X N ortogonalna matrica
B = (baﬁ) sa poslednjom vrstom

(%N %N) (3.24)
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Nekaje A = NZ,i
Zy =Y5_1bop Xp, (3.2.5)

tada je
1 —
Zy = Z%ﬂ bypg Xp = Z%:l\/—ﬁxp = VNX. (3.2.6)
Na osnovu Leme 3.2.1 imamo da je:

A=YN_X,X, — NXX' (3.2.7)
=Yo-1ZaZo — ZnZy

= 25;11 ZaZ:x-

Posto je Zy nezavisan od Zq, ..., Zy_4, onda je vektor sredine X nezavistan od matrice A.
A kako je

1
EZy = ¥j-1bng EXp = Yf-1 =1 = VNp, (3.2.8)

1

sledidaje Zy~N(Nu, 2),a X = N

ZN~N([,¢,%2). Napomenimo da je

EZy =Y} 1bog EXg =Y} 1 bapht (3.2.9)
= Y1 bap bygVNu

=0, a=* N.

Teorema 3.2.2. Vektor sredine uzorka velicine N iz N (u,X) raspodele ima
normalnu raspodelu N (u,%)’.‘) , I nezavistan je od ocene maksimalne verodostojnosti

zaX, tj.2. NX ima raspodelu kao YN-1Z,Z., gde je Z,~N(0,%),a =1,2,..,N—1, a
Z,,...,Zyx_1 Sunezavisni.

Definicija 3.2.1. Ocena t za parametarski vektor 0 je nepristrastna ako i samo

ako je Egt = 0.
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y vi 1 w1 o y . .
PoSto vazidaje EX = NE YN . X, = u, sledi da je uzoracka sredina nepristrastna ocena

vektora sredine. Medutim,

N-1
1 . N-1
ES= ~E ) ZoZy=——2%, (3.2.10)

a=1

paje X pristrastna ocenaza X. Da bismo dosli do nepristrasne ocene, definisaéemo

1

N

1 _ _

S=r—A=5— 1Z(X“_X)(X“_X) (3.2.11)
a=

kao matricu uzoracke kovarijanse. S je nepristrastna ocena za X a dijagonalni elementi
su uobicajene (nepristrastne) uzoracke varijanse komponenata od X.

3.2.2. Testovi iintervali poverenja za vektor sredine kada je
kovarijansna matrica poznata

Testiranje hipoteze da je vektor sredine normalno raspodeljen vektor, dovodi nas do
znacCajnih statistickih rezultata. Problem nastaje prilikom odredivanja intervala za
nepoznati vektor sredine. U ovom odeljku odredi¢emo interval poverenja kada je
matrica kovarijanse poznata. Ako posmatramo jednodimenzionalan slucaj, jedan od
testova za odredivanje intervala zasniva se na c¢injenici da je razlika uzoracke sredine i
vektora sredine normalno raspodeljena sa oc¢ekivanjem 0 i poznatom varijansom; zatim
se tabele za normalnu raspodelu mogu Kkoristiti za izraCunavanje nivoa poverenja i
interval poverenja. U viSedimenizionalnom slucaju razlika izmedu uzoracke sredine i
vektora sredine je normalno raspodeljena sa oc¢ekivanjem 0 i poznatom Kovarijansnom
matricom.

Teorema 3.2.3. Ako je m-dimenzionalni vektor Y~N (v, T) (nesingularan), tada
Y'T-YY ima necentralnu y? -raspodelu sa m -stepeni slobode I necentralnim
parametarom v' T-v. Akoje v = 0, radi se o centralnoj x?-raspodeli,

Dokaz : Neka je C nesingularna matrica takva da je CTC' = I, definiSimo vektor
Z = CY Kkoji je normalno raspodeljen sa ocekivanjem EZ =CEY =Cv =24, i
kovarijansnom matricom E(Z — A)(Z — A)' = EC(Y —v)(Y — v)'C'=CTC’ = 1. Tada je
Y'T-Y =Z'(¢)™'T"1¢"1Z =7Z'(CTC")"'Z = Z'Z. Sli¢cno v'T"'v = A’A. Prema tome
Y'T~1Y je raspodeljeno kao Zﬁllf, a vektori Z4,...,Z,,, su nezavisni i normalno
raspodeljeni sa vektorima sredine 44, ..., 4,,,, respektivno, i varijansom 1. Po definiciji
ova raspodela je necentralna y?-raspodela sa necentralnim parametrima Y™, A%. Ako
jed, = -+ = 4,, = 0,ondaje raspodela centralna. =
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Kako je VN(X — u)~N(0,X), iz prethodne teoreme sledi da

NX—-wzZ1(X-p (3.2.12)

ima (centralnu) y2-raspodelu sa p-stepeni slobode. Ovo je fundamentalna ¢injenica koju
koristimo pri formiranju testova i intervala poverenja za pu.

Neka je x5 (a) broj takav da je

P{x2 > x3 ()} = a. (3.2.13)
Prema tome

PINX-w'2'X—p > xi(@)} =a. (3.2.14)

NaSa kriti¢cna oblast za testiranje hipoteze u = p,, gde je pg fiksiran vektor, je
N(X — po)' 271X — po) > xz(a). (3.2.15)

Ako dobijemo uzorak takav da je uslov (3.2.15) zadovoljen, mi odbacujemo nultu
hipotezu. Ako je verovatnoca veca od a onda intuitivno odbacujemo hipotezu da je
p # po. Veli¢ina N(X — pg)' 2 1(X — o) je raspodeljena kao necentralna y?-raspodela
sa p stepeni slobode i necentralnim parametrom N(u — po)'2 1(u— po), gde je X
uzoracka sredina uzorka iz V' (u, X) raspodele. Razmotrimo sad sledecu izjavu: , Vektor
sredine raspodele zadovoljava

NE—-p) 21 x—p) < xi() (3.2.16)

* N

kao nejednakost za u*”. 1z relacije (3.2.14) uocavamo da je verovatnoca da uzorak
premasi zadatu vrednost, odnosno da izjava bude istinita, jednaka 1 — a. Prema tome,
skup u* koji zadovoljavavaju (3.2.16) je interval poverenja za g sa nivom poverenja
1—-a.

U n-dimenzionalnom prostoru za X, relacija (3.2.15) predstavlja povrSinu
spoljasnjeg dela elipsoida sa centrom u g, Oblik naSeg elipsoida zavisi od £~ 1i od

veliCine (%))(Iz,(a) za dato Z~1.Un-dimenzionalnom prostoru za u*, relacija (3.2.16)

predstavlja povrsinu i unutrasnjost elipsoida sa centrom u %. Ako je =1 = I, iz relacije
(3.2.14) mozZzemo uociti da je sa verovatnotom «, udaljenost izmedu Xiu veéa od

Jxi(@)/N.
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Teorema 3.2.4. Ako je X uzoracka sredina iz N (u, X) raspodele, gde je X poznata
matrica, onda je relacija (3.2.15) kriticna oblast velicine a za testiranje hipoteze u = u.
Relacija (3.2.16) je intereval poverenja za p sa nivom poverenjal — a, a )(5 (a) smo
izabrali tako da je relacija (3.2.13) zadovoljena.

Ista tehnika se moZe Kkoristiti za reSavanje problema sa dva uzorka.

Pretpostavimo da imamo uzorak {xél)}, a=1,..,N;, iz N(u(l),E) raspodele i uzorak

{xf)}, a=1,..,N,, iz druge N(u(z),Z) raspodele, sa istom kovarijacionom matricom.

Onda su odgovarajuce uzoracke sredine

v1) — LyN: (1) 1 L
= Il x N (n ,(Nl)z), (3.2.17)

a=1"a

¥2) — LyN (D) @ (L
X® = 23, 2P~ (0, D)

a=1"a

i one su nezavisne. Razlika ovih uzorackih sredina je ¥ = XU — X@&~n (v, [(Ni) +
1

(NL)]E), gdeje v =pu® — u® Tadaje
2

e (g y)El(y —v) < Xa () (3.2.18)

interval poverenja za razliku v, a kritina oblast za testiranje hipoteze u™ = u® je
data kao

NNz —(1) _ =)V y-1(%1) _ =(2) 2
N1+N; EV -x@) 21 (P - x®) > xZ (). (3.2.19)

Mahalanobis!®! (1930) je predlozio da (@ — u®) 2=1(u® — u®) predstavlja
udaljenost izmedu dva uzorka (populacije). Neka je matrica C takva da jeX = CC'i
neka jev® = ¢ 1u®,i = 1,2. Onda je kvadratna udaljenost (vV —v@)'(v — @)
Euklidska udaljenost.
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3.3. Teorijska svojstva ocene vektora sredine

3.3.1. Svojstva ocene maksimalne verodostojnosti

U prethodnom odeljku pokazali smo da su X i $ nepristrasne ocene za piZX,
respektivno. PokaZimo sada dasu X i S dovoljne statistike i da su one kompletne.

Dovoljnost

Statistika T je dovoljna ocena za familiju raspodela X ili za parametar 8, ako uslovna
raspodela za X pod uslovom T =t ne zavisi od 8. U tom smislu, statistika T daje
dovoljno informacija za 0 kao ceo uzorak X.

Teorema faktorizacije. Statistikat(Y) je dovoljna ocena za@ ako i samo ako se

gustina f (y|0) moZe predstaviti kao

f(¥10) = glt(y), 0]h(y), (3.3.1)

gde su g[t(y),0]ih(y) nenegativne funkcije i h(y) ne zavisi od .

Teorema 3.3.1. Ako su X4, ..., Xy posmatranja iz N (u, ) raspodele, tada su X i
S dovoljne ocene za p i X. Ako je p dato, onda je ¥N_,(Xq — 1) (Xq — p)' dovoljna
ocena za X. Ako je X dato, ondaje X dovolina ocena za p.

Dokaz: Neka je gustinaza Xy, ..., Xy

[8=1n(xe 1, 2) (3.3.2)
_: _1 1 _ ;
= (2m) 2P| exp[— S trE Tt B 1 (xa — m) (xq — )]

= I exp{-FING - @)'E (@ - ) + (N = DerEIS])

Desna strana jednakosti (3.3.2) je oblika (3.3.1) za Xipu pri ¢emu je h(xq,... ,xy) =
exp{—%(N —Dtrz s} =

Ako je X dato, onda je X dovoljna ocena zapu, ali ako je u dato, onda S nije
dovoljna ocena za X.

Kompletnost

Da bi dokazali optimalna svojstva T?-testa, potrebno je da (X,S) bude kompletan
dovoljan skup statistika za (u, X).
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Definicija 3.3.1. Familija raspodela za Y indeksirana sa 0 je kompletna ako za
svaku realnu funkcije g(y) vazi daje

Egg(Y) =0, (3.3.3)
samo ako je g(y) = 0, osim za skup y-na cija je verovatnoca 0 za svako 6.

Teorema 3.3.2. Dovoljan skup statistika X, S je kompletan za p, £ kada se uzorak
uzima iz N (u, X) raspodele.

Dokaz : Realizovani uzorak moZemo definisati u terminima xXi z4,... ,Zy kao u
Odeljku 3.2. pri ¢emu jen = N — 1. Pretpostavimo da za bilo koju funkciju g(X,A4) =

g(X ,nS) vazi
[ K|z|2g< izaza>

1 N(x w'r(x - u)+Zz Z, ndxl_[dza_o vuZ,

cexpi—=
(3.3.4)

1
gde je K = VN(2m) 2"?, dx = I}, d%, idz, = [I}.,dz;s. Nekaje £=1 = I — 20, gde je
© = @’ al — 20 pozitivno definitna matrica, i neka je u = (I — 20)~1t, onda se relacija
(3.3.4) moze zapisati kao

0= 17 [TOKI - 201" g (X, Ter 2a2s) exp{2 [tr (T — 20)(Tiey 242y + NEX')
—2Nt'x + Nt'(I1 — 20) 1t)}dx 1., dz,
1 (o] [ee]
= I - 20" exp{—> Ne'U—20) e} " - [*” g(X,B - NXX")
exp[tr®B + t'(NX )|n[x |(%) I] [[h_1n(z,10,Ddx k-, dz,,  (3.3.5)

gdeje B=Y0_12,2, + NxX'. Takoje
0=Eg(X,B—NXX")exp[trOB + t'(NX )] (3.3.6)

+ 00 o)
- j ] 9(%,B — NE¥)ex p[tr@B + t'(N¥)] h(%, B)d%dB,

gde je h(X, B) zajednicka raspodela za X i B, adB = [[;<;db;;. Desna strana jednakosti
(3.3.6) je Laplasova transformacija za g(x,B — NxXx')h(x,B). Posto je ovo 0,
g(x,A) = 0, osim na skupumere 0. =
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Efikasnost

Ako je dat g-dimenzionalni slucajni vektor ¥ sa ocekivanjem EY = v i kovarijansnom
matricom E(Y — v)(Y —v)' = ¥, tada se

-vPly-v) =¢q (3.3.7)

naziva elipsoid koncentracije za Y. Neka je 0 g-dimenzionalni vektor, a t nepristrasna
ocena (tj. Et = @) dobijena iz N posmatranja iz date raspodele sa kovarijacionom
matricom ¥. Tada elipsoid

;o @log £(6), ,010g f(0).,
N(t = 0) E(5 ) () (k= 6) = g (338)
v . . . . .. dlogf(0) v ..
leZi u potpunosti u elipsoidu koncentracije za t; —,9 _ 0zhacava vektor kolone funkcije

verovatnoce u odnosu na komponente 6. Ako je (3.3.8) elipsoid koncentracije za t, onda
se za ocenu t kaZze da je efikasna. U slucaju multivarijacione normalne raspodele, ako je
0 = u, onda je X efikasna ocena. AKko je parametar @ uklju¢eniupui X, tadaXi S imaju
efikasnost [(N — 1)/N]P®+1/2 Ako multivarijaciona normalna raspodela ispunjava
uslove regularnosti, onda vazi

dlogf(6) 0logf(8)\, _ . 0%logf(6)
E( 50 ) ( 50 ) =—E 5000 (3.3.9)

Rao-Kramerova donja granica za svaku nepristrastnu ocenu t je matrica

NE(t - 0)(t — ) — [—E T8, (3.3.10)

koja je pozitivno semidefinitna.
Postojanost

Definicija 3.3.2. Niz vektorat, = (tipn, -, tmn), 1 = 1,2, ..., je postojana ocena za
0 =(6,..,6,) akoje Plim, ot =6;, i =1,..,m.

Po zakonu velikih brojeva svaka komponenta uzoracke sredine X je postojana ocena
nekoj komponenti vektora sredine u; ako je posmatrani vektor nezavistan i identicki
raspodeljen sa vektrom sredine u, onda je X postojana ocena za u. Normalnost nije
ukljucena.
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Element matrice uzoracke kovarijanse je
1 N ,_ _
Sij = EZQ(I:l(xia - .ui)(xja - llj) - E(xl - .ui)(xj - llj) (3.3.11)

na osnovu Leme 3.1.1. gde je b = p. Drugi izvod je 0, a prvi izvod je o;; ako su Xy, Xy, ...
nezavisni i identi¢no raspodeljeni sa oCekivanjem u i kovarijacionom matricom X. Onda
je § postojana ocena za X.

Asimptotska normalnost

Teorema 3.3.3. (Centralna grani¢na teorema) Za niz m-dimenzionalnih vektora
Y1,Y,, ... koji su nezavisni 1 identicno raspodeljeni sa ocekivanjem EY,=v I

kovarijacionom matricom E(Y, —v)(Y, —v) =T, vazi

n

(\/%) Z (Ya =) — X ~N(0,T).

a=1

Dokaz: Neka je
b, (t, ) = Eexpliut’ (viz) YR (Y, — V)], (3.3.12)

gde je u skalar, a t m —dimenzionalni vektor; ako fiksiramo ¢, ¢, (t,u) moZemo

\/%) n_1({t'Y,—Et'Y,). Po uopstenoj

centralnoj grani¢noj teoremi (Kramer!! 1946), grani¢na raspodela je N (0,t'Tt). Onda
prema Teoremi 2.5.4 sledi da je

posmatrati kao karakteristicnu funkciju Za(

1
lim,, e &, (t,u) = e 2% Tt (3.3.13)
zasvakiui t. Ako stavimo daje u = 1, ondaje

1
lim,,_,., Eexp[it’ (%) n_(Y,—v)]=e2' (3.3.14)

t'T

1
za svako t. Kako je funkcija e 2" neprekidna za t = 0, konvergencija je uniformna u

okolinit=0. =
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Teorema 3.3.4. Neka je Xq,X,,.. niz nezavisnih slucajnih vektora izN (u, X)
raspodele, i neka je A(n) =Y"_,(X,—Xy) (X, —Xy)', gde jen =N —1. Tada je

asimptotska raspodela za B(n) = (\/iﬁ) [A(n) — nZ] normalna sa ocekivanjem 0 i

kovarijansom

Eb;j(m)by(n) = 0ix0j + 0110 (3.3.15)

Dokaz : Ve¢ smo ranije pokazali da se A(n) moZe predstaviti kao A(n) =
n1Z,Z,  gdesuZy,Z,,..nezavisni slu¢ajni vektori iz V' (0, X) raspodele. Elemente iz
Z,Z, zapisacemo kao vektor

(205..\
| ZlaZZa

Vo=| 2 (3.3.16)

\___

2
Zya

Moment za vektor ¥, moZemo odrediti iz momenata za vektor Z,. Znamo da je
EZioZjq = 0ij, EZiqZjqZiaZia = 0ijOk + 0ik0j + 0u0jk, E(ZioZjq — 0ij) (ZkaZia—0) =
0i,0j + 0;0j;. Vektori ¥, definisani relacijom (3.3.16) zadovoljavaju sve uslove
Teoreme 3.3.3. Ako su elementi za A(n) dati u vektorskom obliku slicnom (3.3.16), sa
elementima v koji su elementi matrice X zapisani kao u relaciji (3.3.16), onda
definiSemo vektor W(n), gde je W(n) —nv=32_,(Yo—v). Po Teoremi 3.3.3,

(\/%) [W(n) —nv] ima asimptotsku normalnu raspodelu sa ocekivanjem 0 i

kovarijansnom matricomza Y,. m

Elementi B(n) imace asimptotsku normalnu raspodelu sa oc¢ekivanjem 0 ako su
X1,X5,, ... nezavisni i identicki raspodeljeni sa ograni¢enim momentom cetvrtog reda,
pri ¢emu Kovarijansna struktura za B(n) zavisi od momenata cetvrtog reda.
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Glava 4

Raspodela 1 primena uzorackog koeficijenata
korelacije

Mera zavisnosti izmedu dve normalne promenljive je koeficijent Korelacije p;; =
0;j/,/0ii0j;. Pri uslovnoj raspodeli Xj,..., X, pod uslovom Xg.1 = Xx44q,...,Xp = Xp,
parcijalna korelacija p;j.q41,.,p meri zavisnost izmedu X; i X;. Treca vrsta korelacije je

viSestruka korelacija koja meri odnos izmedu jedne promenljive i skupa drugih.

4.1. Raspodela kada je koeficijent korelacije nula

Ve¢ smo pokazali kada je uzorak (p-dimenzionalnih vektora) X = (X4,...,Xy) iz
normalne raspodele ocena maksimalne verodostojnosti korelacije izmedu X; i X;,

i,j =1,..,p (tj. izmedu dve komponente slucajnog vektora X) je

Yoe1Xie — X)) Kja — X))

T = (41.1)
VN1 Xia — Xi)z\/zlc\z,=1(xja - Xj)?
gde je X;, i-ta komponenta X, i
N
_ 1
a=1

Ovde nalazimo raspodelu zar;;, kada je Corr(X;, X;) =0, i pokazatemo primenu
uzorackog koeficijenta korelacije za testiranje hipoteze kada je koeficijent korelacije 0.

Radi lakSeg snalazenja mi Cemo posmatrati 7,; ista teorija vaZi za svako 7;;.
Posto ry, zavisi samo od prve dve komponente svakog vektora X,, da bi smo pronasli
raspodelu za r;, moramo da razmotrimo zajednicku raspodelu za (X;;,X,1),
(X12,X22), .., X1n,X5n). Problem moZemo da preformuliSemo na reSavanje
dvodimenzionalne normalne raspodele. Neka je (X3,...,Xy) posmatrani vektor uzorka
iz

M1 of 010,
N , , 4.1.3
[(,uz) <U102,0 o3 >l ( )

raspodele.
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Razmotri¢emo

A,
r=—— — (4.1.4)
\/All\/ A22
gde je
N
Ajj = Z(Xia - X)Xja — X)), i,j =12 (4.1.5)
a=1

i X; definisano u (4.1.2),a X;, i-ta komponenta X},.

Iz Odeljka 3.2. vidimo da su A;4, 44, i A,, raspodeljene kao

n
Aij = Z ZiaZja ll] = 1121 (416)
a=1
gdejen=N—1,i
0 02 0.0,p
(Zla; ZZCZ) N l(o); <O'10'2p 0_22 >ly (417)

a parovi (Zy1,Z51), ., (Z1n, Z5y), SU nezavisno raspodeljeni.

Lema 4.1.1. Neka suY4,...,Y, nezavisno raspodeljeni Y, = (Yf,,l)',YE,Z)') ima

gustinu f(y,), a uslovna gustina Y‘(XZ) pod uslovom Y((,l) = yf,,l) je f (yf,z)|y£,1)),

a=1,..,n, tada su u uslovnoj raspodeli Y;Z),...,Y;Z) pod  uslovom

Ygl) = yl(l), Y,(f) = y,gl), slucajni vektori Y(Z), ...,Y;Z) nezavisni a gustina od Yf,z) je

FOPIYY), a=1,..,n

Dokaz : Marginalna gustina za Yﬁ“,...,yg) je nglfl(yfll)), gde je fl(ygll))

marginalna gustina za Ygll)i uslovna gustina za Ygz),...,Y;Z) pod uslovom Ygl) =

1 1 1) .
¥, ¥ P =y Ve

EfO) TT 00 T
m: fl(yﬂ))znf YD1y = (4.1.8)
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Neka su V;=(Z;y,..,Zin)', i = 1,2, slucajni vektori, gde suZ,, a=1,..,n
nezavisni. Tada je Zyg | Z1q = 210~N (BZ14, 02), gde je B = ayp/0y 1 62 = 02(1 — p2). A
V, |V, = v ~N(Bvy, Ic?). Definis§imo B = V,v, /v,v4 tako da je Bvy(V, —bv,) =0, i
nekaje U = (V, — Bvy)' (V, — Bvy).

Primenimo sada Teoremu 3.2.1. gde je X, = Z,,. Neka je Y, = X5 Cqap Z2p,

a=1,..,n,tada su Y;,...,Y, nezavisno raspodeljeni sa normalnom raspodelom ¢ija je
varijansa o2 i ocekivanja

EYy = Yy-1 1y Bz1y = § v=1Z1, = Bc, (4.1.9)

EY, = Z?:l Cay ,821]/ = fc Z;/lzl CayC1y =0, a #1, (4.1.10)

Kako je B = ¥—1 Z2q Z1a/Lt=121a = € 2g=1Z24 C1a/c* = Y1/c, na osnovu Leme 3.2.1.
sledi da je

U= 2101[=1222a —B ZZ:lzlza = Yb=1 Y(f - Y12 = D=2 Yaz' (4.1.11)

i ne zavisi od B.Tada U/c? ima y?-raspodelusa n — 1 stepeni slobode.

Lema 4.1.2. Ako su parovi (Zi4,Z24), @ = 1,...,n, iz gustine (3.3.7) nezavisni,
tada je B = YG-1Z2q 710/ Xa=1%1a |Z1a = Z1a ~ N(B,0%/c?) gde jec? = Y5_12{y, a
U/o? = (Er_1Zyq — BY2_1214)% /0% pod uslovom Z,, =z, a=1,..,nima x*-
raspodelu sa n — 1 stepeni slobode; B i U su nezavisne.

Ako je p = 0,ondaje f = 0 a B ima uslovnu normalnu raspodelu N (0,02 /c?), a

cB/o cB
= (4.1.12)

\/rLll/—Ui \/ng 1

ima uslovnu t-raspodelu sa n — 1 stepeni slobode.

Teorema 4.1.1. Neka su X4,...,Xy nezavisno raspodeljeni koji imaju normalnu
raspodelu N (u, X). Ako je p;; = 0, gustina za r;j definisanog relacijom (4.1.1) je

r [% (N — 1)] “

: - rz)%(N_4). (4.1.13)
rlpw -2
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Najznacajnija upotreba Teoreme 4.1.1. je da pronade znacajne tacke za testiranje
hipoteze da par promenljivih nije u korelaciji. Razmotrimo hipotezu

za neki uredeni par (i, j). Hipotezu odbacujemo ako je odgovarajuci uzoracki koeficijent
korelacije veoma razliciti od 0.
Ako Zelimo da testiramo H, protiv alternativne hipoteze H; : p;; > 0. Hipotezu

H, odbacujemo ako je uzoracki koeficijent p;; ve¢i od nekog brojar,. Verovatnoca
odbacivanja nulte hipoteze kada je H, ta¢no je

1
f ky (r)dr, (4.1.15)

gde je ky(r) jednako (4.1.13) i predstavlja gustinu Koeficijenta korelacije na osnovu N
posmatranja. Biramo 1y tako da dostignemo Zeljeni nivo poverenja. Ako testiramo H,
protiv alternativne hipoteze H, : p;; < 0, Hy odbacujemo kada je r;; < —7y.

Sada pretpostavimo da Zelimo da testiramo alternativnu p;; # 0; tj. da p;; moZze
biti pozitivan ili negativan broj. Onda odbacujemo H, ako je 7;; > ryiliry; < —ry.
Verovatnoc¢a odbacivanja nulte hipiteze kada je H, tacno je

f_rlk,\, (r)dr +f ky (r)dr. (4.1.16)
-1

1

Broj ry je izabran tako da je (4.1.16) Zeljeni nivo poverenja.

Znacajne tacke r; date su u mnogim Kknjigama, ukljuCuju¢i Tabelu VI
Fidera i Yatesal®); indeks n u Tabeli VI jednak je naS§em N — 2. Kako VN — 2r/v1 — 12
ima Studentovu raspodelu sa N — 2 stepeni slobode, t-tabele se takode mogu koristiti.
Testiranjem nulte hipoteze protiv alternativne hipoteze p;; # 0, H, odbacujemo ako je

W=zl st ), (4.1.17)

2
1_Tij

gde jety_,(a) velicina koja se odreduje iz Studentove raspodele za N — 2 stepeni
slobode i nivo poverenja a. Protiv alternativne H; : p;; > 0, H, odbacujemo ako je

N=2 T—fz > ty_o(20). (4.1.18)

1—rij
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4.2. Raspodela kada je koeficijent korelacije razli¢it od nule

Da bismo pronasli raspodelu uzorackog koeficijenta korelacije kada je koeficijent
razli¢it od nule, prvo izvodimo zajednicku gustinu za slucajne promenljive 4,4, A;; i
A,,. Kada je v, fiksirano, onda slu¢ajna promenljiva B = A;,/A;;~N(B,0%/c?) a
U/o? = (Ay, — A2,/A;1)/0? ima y?-raspodelu sa n — 1 stepeni slobode. Oznacimo
sada gustinu y2-raspodeljene slu¢ajne promenljive sa g,,_; (), a zajedni¢ku gustinu za
B i U oznatimo san(b|B,02/a,1)gn-1(u/0?)/c?. Tada je zajednitka gustina za V,, B
iUn(,]0,62Dn(b|B,0%/a11)gn_1(u/c?)/c?. Marginalna gustina zaV,'V,/c? = %je

gn(w); paje, gustina za A,

lzgn <&> =f---fn(v1I0, ofl)dw, (4.2.19)

2
07 07
v,'v; = ay,

gde je dW odgovarajuci element zapremine.

Zajednicka gustinaza B,Ui A44 je

uy 1
[ [ 101802 /a1g0 1 (25) Sz nnl0,02D dw (4:2.20)
u
In(ay1/ofIn(b|B, 0% /a11) gn-1 (p)
B oio?
1
(a;1)2""" a1\ Van aiq 2
= 1 1 ex —F Zexp —F(b—ﬁ)
(202)2"T (37) of JN2mo o
1 1 u
5(n-3)
— D (- 1)
(2022791 [5 (n - 1)] 20
Nekaje B = A12/A11! U= AZZ - A%Z/Alll tada je ]akObijan
1
(b, ) 2. 9 1
— | = 11 =— (4.2.21)
d(aq2,azz) _,%2 aii
2 1
aiq

AgustinazaA;;,A;,i4,, =0, Ay, >0,i4,,4,, — A2, > 0je
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1
%(n—3) (a11a22 - a%z)z(n_g) —%Q
11 a

11 (4.2.22)

27} (1 - p2)7'r ()1 [3 0 - ]
gde je

2 P—s; 7

2 2.2 2 2

ai1 411 (417 010,01, P~010, 1 ai;

Q= —2+—2< —+ > —2<a22 > (4.2.23)
o5 o o aqq

1 p’oia} po3 azz
| —Z+t—73 2| 2a13 2 A~ T2 2
oi or05(1—p?) 0105 (1 —p?)  a5(1—p?)

=L (f,, 0, 0
1—p=\o;f 010, 0,

Gustina se moZe zapisati kao

1 1
1A Ig(n—3)e—50

2n|Z[ZT (Gn)r[zm-1)

(4.2.24)

kada je A pozitivno definitna matrica i 0 u suprotnom.
Sada Zelimo da nademo gustinu za

Ay A1,/ (0107) aji

r = = = B
\/A11A22 \/(A11/U12)(A22/022) \/a;1a§2

(4.2.25)

gde je aj; = Ay,/02, a5, = Ay, /02, ia;, = A;,/(0,0,). Transformacija je ekvivalentna
Za 01 = 0, = 1.A guStina Za Alll AZZ ir= A12/1/A11A22 (dT‘ = d alz/\/ allazz) je

1 1

n-1 >n-1 L3 -1

afr agz (1 —12)2 320
T 1 1 , (4.2.26)

2n(1 = p2)2'Var (3n)T |5 (n — 1)
gde je
a1 — 2pria1vVa,, +a

0= 11 p 11V a22 22. (4.2.27)

1—p?
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Gustinu za r nalazimo tako Sto integriSemo relaciju (4.2.26) u intervalu od 0 do o u
odnosu na sve A;; i4,,. A da bismo izvrsli integraciju eksponencijalni deo moramo

zapisati kao

exp prﬁ@l Z(PT\/a_n\/a_zz)a
(1-p?) al (1 - p2)«

Onda gustinu datu relacijom (4.2.26) moZemo zapisati kao

o

(1- T'Z)%(n_3) z (pr)®
PR (W PR DAL R

{exp[ 2(1 2)] qra)/2- 1} {exp[ W] gtz 1}_

Posto je

S| a 1 1
s(n+a)-1 [_ ] — [_ ] — p2)|z(t)
-fo a exp 20 =09 da=T 2(n+a) [2(1 — p2)] ,

integral relacije (4.2.29) je

(1- TZ)%(H—3)
(1 — p2) 2T (% n)T [% (n— 1)]

) i . ((lpi);;)a r2 E (n + a:)] gnta(] — p2)nta
a=0

- - 22D G (2pr)
e kol

Dvostruka formula za gama funkciju je

227271T(2) (Z + %)

I'(2z) = 7
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(4.2.29)

(4.2.30)

(4.2.31)

(4.2.32)



Teorema 4.2.2. Uzoracki koeficijent korelacije r obima uzorka N iz populacije
na kojoj se posmatra dvodimenzionalno obeleZje koje ima dvodimenzionalnu normalnu

raspodelu ima gustinu
212(1 = p2)2"(1 = )2 G (2p) (1
z 2 [— (n+ a)] ) (4.2.33)
n-2)'n al 2
a=0
-1<r<i,
gdejen=N — 1.
Raspodelu za r prvi je nadao Figer?! (1915) i dao drugi oblik gustine
3 5(n=3)
(1-p»2"(1 —r?)2" d* 1 (cos™1(—x) | (4.234)
m(n—2)! dxn1| 1 =x2z | '*7"P -

Hotelling!®! (1953) je napravio iscrpnu studiju o raspodeli zar i preporucio
slededi oblik gustine

n—1 T(n) 1, sl (11 1 1+ pr
mr(ﬂl)u—,ﬂ)z (1= pr) 2F<E,E;n+5; _ ) (4.2.35)
2
gde je
S T(a+j)T(h+j)T(c+j)x)
F(a,b;c;x)zz R O Re (4.2.36)

hipergeometrijska funkcija.

4.3. Parcijalni koeficijent korelacije. Ocene parcijalnih koeficijenata

Parcijalni koeficijenti korelacije normalne raspodele su koeficijenti korelacije
uslovne raspodele. Nekaje X~N(u, X), gde je

_ (XD _ (n® _ (Zn 2
X= (X(Z))' = <Il(2) ’ ¥ = 221 2:22)' (43.1)

tada je uslovna raspodela za X | X® = x@~ N (u® + B(x® — u®),321,,) gde je
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B = XZ57, (4.3.2)
Zi12 = Z11 — 212257 o1 (4.3.3)

Parcijalne korelacije za X | X®) = x(2) sy korelacije izra¢unate na uobi¢ajen nacin iz

Razmatramo prvo problem ocene na osnovu uzorka veli¢ine N iz N (u, X)
raspodele. Koja je ocena maksimalne verodostojnosti parcijalne korelacije X (od q

: . . . (1 .
komponenata), p;;.q+1,..p? Ocena maksimalne verodostojnosti za X je (ﬁ) A, gdeje

N
A=Z(X X (X, - X)' (4.3.4)

a=1

N
(1) )
X A w1y v@' _ w@)y
Z(X(Z) m)(xa — XV X, _X(Z))

iX=1/N)XN_1 X, =XV 1’_((2)’)'. Korespodencija izmedu £1i £11.2, B, 1225 je 1-1 na
osnovu (4.3.2) i (4.3.3) i

L12 = BZyy, (4.3.5)
211 = 211.2 + ﬁzZZB,. (436)

Teorema 4.3.1. Neka jeX,,..,Xy uzorak iz N (u,X) raspodele, gde supi X
definisani kao u (4.3.1), a A definisano kao u relaciji (4.3.4), (X' X®") =

(%) N_ (XM XPN 0cene maksimalne verodostojnosti za p®, p®, B, E11.2, i Eaz

su redom

fl(l) = )_((1), ﬁ(Z) =x®

_ P 1 »
B=A41242;, E112 = N (A1 — A12423421), (4.3.7)

222 = (1/N)Ay;,.
Posledica 3.1.1. moZe se koristiti za dobijanje ocena maksimalne verodostojnosti

za p @V, u® B, =,,, Oit-q+1,.p = L,..0,q, 1 pijuger,.p b =1,...,q. A iz toga sledi da
su ocene maksimalne verodostojnosti parcijalnih koeficijenata korelacije
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Uij-q+1,...,p

Pij-q+1,..p = Lj=1,..,q. (4.3.8)

\/O-ii-q+1,...,po-jj-q+1,...,p

gde je 6ij.q41,.p U, j-ti element za Zqq.,.

Teorema 4.3.2. Neka je Xy,..,Xy uzorak iz N (u,X) raspodele. Ocena
maksimalne verodostojnosti za p;j.q4+1..p, j€ parcijalna korelacija prvih q komponenata

pod uslovom p — q komponenata i data je kao

a;;.
Pijq+1,..p = Jarl-p ,  Lj=1,..,q (4.3.9)
\/aii-q+1,...,pajj-q+1,...,p
gde je
(aij-q+1,...,p) = Ayq — A2A7 A1 = Aqq2. (4.3.10)

Ocena pjj.q4+1,.,p, OznaCava se Kao 7jj.q41,.p, | Naziva se uzoracki parcijalni
koeficijent korelacije izmedu X; i X;,i,j = 1,....,q dok su X4, .., X, fiksirani. Takode
se naziva uzoracki parcijalni koeficijent izmedu X;i X;,i,j =1, ....,q uzevsi u obzir
Xg+1r s Xp

Matrica A41.2 se moZe predstaviti kao

N
Aq12 = Z [Xfxl) —x® _ ﬁ(x.(xz) _ }—((2))] [X,(,,l) _xm _ ’[;(X‘(IZ) _)_((2))],
a=1
= A1~ BAzp’ (43.11)

Vektor XV — XM — ’B\(X‘(XZ) — )_((2)) je ostatak od X\" iz svoje regresije na X2 i 1.
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44, Visestruki Kkoeficijent korelacije. Ocene viSestrukih Kkoeficijenta
korelacije

Visestruka korelacija izmedu jedne promenljive i skupa promenljivih definisana
je u Odeljku 2.4. Ovde prvo tretiramo slucaj viSestruke korelacije izmedu Xj i

X = (Xz, s Xp)’. Tada je viSestruka korelacija u populaciji

_ 'y 'y o . I1o
B B'EZnB _ |B'EZnB _ |Tnm*2%0 ’ (4.4.1)
Vo11B'Z228 011 o1

gdesuo(yy, B 1 Iy, definisani kao

o o/

T= < 1 (1)>, (4.4.2)
o1 X2

B =270 (4.4.3)

Na osnovu uzorka Xy, ..., Xy (N > p), £ ocenjujemosa S = [%]f ili

A -~
011 0(1))
~ )

- (4.4.4)
01 X2

N
.11 _ L
z:NAzﬁaZl(xa—X)(xa—X) _<

a B kao B= ’22"216(1) = Agzla(l). DefiniSimo sada wuzoracki koeficijent visestruke

korelacijekao

B'%,.B 6.1 a Ayla
R=\]B A223=\/ (1D =22 (1)=\/ (D22 (1)_ (4.4.5)

011 011 aiq

Ovo je ocena maksimalne verodostojnosti za R, na osnovu Posledice 3.1.1. jer moZemo
definisati R, 0(1), i X2z Kao transformaciju 1 — 1 na . Jo$ jedan izraz za R sledi iz

Izl 14

611|2\22| Cagq|Az|”

1-R? = (4.4.6)

Nekaje X;, = X; + E'(ng) — )_((2)) ,a X7y = X1q — X1 su reziduali.
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Teorema 4.4.1. Reziduali X, nisu u korelaciji sa komponentama iz uzorka X ,(12),
a=1,..,N. Za svaki vektor a

N

N
Z [Xla - X, - B’(ngz) — )_((2))]2 < Z [Xla - X, - a'(X,(xz) - )_((2))]2. (4.4.7)

a=1 a=1

v . . 2 . ) S ., .
Uzoracka korelacija izmedu X, i a’X‘(x ), a=1,..,N, ima maksimum zaa = 8, i to je
maksimalna korelacija za R.

Dokaz : PosSto je uzoraCka sredina reziduala 0, onda je vektor uzoracke

kovarijanse izmedu X7, i XE,Z) jednak
R O 2) w2\ , ol
V|- % - B (xP - X®)| (xP - X®) = afy) —PAp=0. (448)

Desna strana jednacine (4.4.7) moZe da se zapiSe kao leva plus

LB -a) (x2 -XO)] = (B - a) TV (xP - XP) (xP - X) (B - a),
(4.4.9)

koja je 0 ako i samo ako je @ = B. Da bi smo dokazali tvrdenje, uzimamo u obzir vektor
_ 2 _ _ 2
aza koji je YN_, [a’(X,(IZ) —X(Z))] =yN_, [B’(X,(IZ) —X(Z))] ,jer se korelacija ne

menja kada se linearna funkcija mnozi pozitivnom konstantom. Tada iz relacije (4.4.7)
dobijamo

a ~ 250, (Ko~ KOB (X2 —X®) 130, [B (32 -X@)]  (@4.10)

< ayy — 23N (Kie — X (XP - X2) + 30, [0 (xP - X’(Z))]z.

paje

Nl

Lo (K1 — Xl)(x‘(’?) — Xm)‘l’ < Yo=1(X1q — X1)<X¢(xz) - X(Z))ﬂ

e St (P -x@)| va o B (@ - x)]

a;p’
SR O L

VQEI,H?AQZ§

(4.4.11)
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Sledi da je X; + ﬁ’(XE,Z) — )_((2)) najbolji linearni prediktor za X;,, a p'X%

linearna funkcija od Xfxz) koja ima maksimalnu uzorac¢ku Kkorelaciju sa X;,. Onda je
minimalna suma kvadrata odstupanja

N | e - X - B (X2 - i((z))]z = ay; — B'AnB (4.4.12)

= a1; — a(Azzaa)

Ocena maksimalne verodostojnosti za 041., je d11.2 = a41.2/N, pasledi da je
611.2 == (1 - Rz)ﬁll. (4413)
Izraz (1 — R?) meri proporcionalno smanjenje varijanse kori$¢enjem reziduala.

Mozemo rec¢i da je R? funkcija varijanse obja$njena preko X2, Sto je veée R?, to je vise
varijansi smanjeno upotrebom promenjivih iz X®,

69



Citirani autori

e Karl Pearson (1857-1936) je bio znacajan engleski matematicar. Osnivac
moderne matematicke statistike, a njegov najznacajniji doprinos iz oblasti
statistike je koefijent korelacije - prvi ga je osmislio Francis Galton , ali ga je
Pirson dodefinisao.

e George Udny Yule (1871-1951) bio je britanski statistiar. Saradivao je sa
Pirsonom, koji je bio jedan od njegovih nastavnika. Objavio je /ntroduction to
the Theory of Statistics (1911) i The Statistical Study of Literary Vocabulary
(1940).

e Prasanta Chandra Mahalanobis (1893-1972) bio je pionir u upotrebi
statistike u Indiji, pomogo je da se izgradi Indijski statisticki institut, i izradio je
statisticku bazu podataka o indijskoj trgovini.

e Gabriel Cramer (1704 -1752) je bio Svajcarski matematicar. Rano je pokazao
svoje interesovanje za matematiku, sa 18 godina je doktorirao, a ve¢ sa 20
godina bio sef katedre za matematiku. Poznat je po Kramerovom pravilu.

e Ronald A.Fisher (1890 -1962) bio je britanski statisticar i biolog koji je
koristio matematiku za kombinovanje genetike i prirodne selekcije.

e Frank Yates (1902-1994) je bio zacetnik statistike XX veka. Poznat je po
Fisher-Yates stuffle — algoritamu za stvaranje slucajne permutacije konacne
sekvence.

e Harold Hotelling (1895-1973) bio je matematicki statisticar i uticajni
ekonomski teoreti¢ar, poznat je po Hotelingovoj T?-raspodeli. Razvio je
metodu glavne komponente koja je Siroko koriS¢ena u statisticu i racunarskim
naukama.
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