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Predgovor

Ova zbirka je prvenstveno namenjena studentima matematike za lakse
savladavanje gradiva iz oblasti opste topologije, a proistekla je iz visegodi-
Snjeg rada autora u nastavi na Prirodno-matematickom fakultetu u Nisu.

U prvom delu date su definicije pojmova koji ¢e se javljati u zadacima
koji slede i opisana notacija koja ¢e se koristiti.

Drugi deo zbirke ¢ine zadaci koji su tematski poredani u odeljke. Po-
jmovi obradeni u jednom odeljku figurisu i u narednim, gde se dalje posma-
traju u kontekstu oblasti koje slede.

Teorijsko znanje koje je potrebno da se isprate reSenja zadataka data u
tre¢em delu je skromno, uslovno receno, i nije ovde izlozeno. U vezi sa tim
¢italac se upucuje na [2], [5] i [10]. Upravo zelja za pristupacnoséu materije
sirem spektru citalaca dovela je do ¢injenice da ozbiljniji, skupovno-teoretski
delovi opste topologije uopste nisu prisutni u zbirci. Takode, izostavljen
je jedan veliki deo standardnih zadataka, obzirom da se isti mogu naci u
izvrsnim zbirkama [1], [7] 1 [9].

Tekst ispisan na ovaj nacin koristi se prilikom uvodenja novih pojmova,
a ponekad i prilikom navodenja iskaza. Tekst ispisan na ovaj nacin sluzi
za isticanje pojedinih reci.

Autor duguje zahvalnost recenzentima dr Ljubisi Koc¢incu i dr Ra-
doslavu Dimitrijevi¢u na pazljivom c¢itanju rukopisa knjige i mnogim ko-
risnim primedbama i savetima.

Nis, 2013. Autor
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Deo 1

Uvod

1.1 Terminologija i konvencije

Zapis A C B, tj. B D A, znacice AC B N A # B. Sa @ ¢emo oznacavati
prazan skup.

Z, Q, i R oznacavaju, tim redom, skup celih, racionalnih i realnih
brojeva. N je skup pozitivnih celih, tj. u nasoj terminologiji - prirodnih, a
Ny nenegativnih celih brojeva.

Reci familija, kolekcija i mnostvo su sinonimi za re¢ skup. Za proizvoljnu
familiju A skupova definiSemo uniju

JA={z : 34 A(z € A)},
a ako je familija A neprazna, onda definiSemo i presek
(A:={z : VAc A(z € A)}

Sa = oznacavamo jednakost dok ¢emo simbole := i =: koristiti za uvodenje
oznaka (kao 8to smo to upravo i uradili).

P(A) oznacava partitivni skup skupa A. Koristimo i oznaku

rels(A) :={SNA : Ae A}.

1



2 DEO 1. UVOD

(u,v) = {{u}, {u,v}} je primitz’van ureden par Relacije su skupovi
primitivnih uredenih parova. dom = {a: : Jy ((x,y) € f) } je domen
relacije f, aran(f) :={y : 3z ((z y> € f)} njen rang .

Funkcije su one relacije f sa osobinom da ako je (a,b), (a,c) € f, onda
je b= ¢; u tom slucaju za = € dom(f) pisemo f(z) =y, gde je {y} ={z €
wn(f) - (r,2) € [}

Koristimo oznake

fTA={f(z) : z€dom(f)n A}

fTA={zedom(f) : f(x)e A} .

Zapis f : A — B znadi da je f preslikavanje, dom(f) = Airan(f) C B,
a fraza f je preslikavanje na skup B podrazumeva da je bas ran(f) = B.

4B je skup svih funkcija f: A — B. f | A:={{z, f(z)) : v € A}.

Sa idx oznacavamo identicko preslikavanje idx : X — X (idx(z) =z
za svako x € X). Pod karakteristicnom funkcijom skupa A u odnosu na
skup X podrazumevamo funkciju f: X — {0,1} takvu da je f~—A = {1} i

X\ A4) =A{0}.

Za n € N uredene n-torke su po konvenciji funkcije

(1, ..., zn) ={(1,z(1)),....(n,xz(n)}, x : {1,...,n} = {z(1),...,z(n)}

{G}-
Skup Ax := {(x,z) : * € X} nazivamo dijagonalom skupa X.

Za x € Asa (r) oznacavamo funkciju {(1,z)} € A'; dakle A" = {(z) :

r € A}. Koristicemo oznaku A<¥ := {og} U U A" Ako je s € A" za neko
neN
n € Ny, onda definiSemo [s)4 := {a € YA : s C a}, a ovu oznaku kratimo
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na [s), ukoliko se podrazumeva o kom se skupu A radi. Ako je s € A™ i
t € B™, za n,m € Ny, koristimo oznaku s"t tako da je

IRV , akom =0, tj. akot=9
1t ,akon=0, tj. akos=o

odnosno, ako je n,m € N, da ozna¢imo (n + m)-torku h € (AU B)"*™
definisanu sa h(i) = s(i), za i = 1,n, i h(i) =t(i —n) zai=n+ 1,n +m.

C := R? oznacava skup kompleksnih brojeva. Za z € R pisemo & =
(x,0). i:=(0,1) tako da je (z,y) =2 +i-yig-i=(0,y) za z,y € R.

Indeksirane familije su funkcije:
F=(F@G):iel)={GF@1) : i€l},

gde je I = dom(F'). Pisemo ravnopravno F; = F(i). Takode koristimo i
standardne oznake

UE={Fr6) « ie1y=|Jran(F)

el

(VF=({F@) :iel}=(\ran(F).

el

Familija A je pokrivac skupa A ako vazi A C |J.A; govorimo podjednako
i familija A pokriva skup A. Za indeksiranu familiju (A4; : i € I) kazemo
da pokriva skup A ako {A; : i € I} pokriva skup A.

Za skup A kazemo da je prebrojiv ukoliko postoji bar jedno preslikavanje
f N — A na skup A; u tom slucaju je A = {f, : n € N}. Za beskonacan
i prebrojiv skup kazemo da je prebrojivo beskonacan. Za skup A kazemo da
je moci kontinuum ukoliko postoji bar jedna bijekcija f: A — R.

Akoje (1,...,x,) € dom(f) C A", onda pisemo skrac¢eno f(z1,...,x,) =

f(xy, ... xp)).



4 DEO 1. UVOD

Descartes-ov proizvod familije skupova (X; : ¢ € I), u oznaci HX“

iel
je skup svih onih funkcija f : I — UXZ» takvih da je f(i) € X; za svako
iel
e I
Proizvod familije preslikavangja f; : X; — Y;, i € I, u oznaci

R Li=Qfi - ie

iel
je preslikavanje

T:[[x—]]v
iel iel
definisano sa
T(x) = (fi(x(i)) : i €l) zasvako z € HXZ"
iel

Za konacan broj preslikavanja f1, ..., f, koristimo i oznaku f; ® --- ® f,.

Dijagonalni proizvod familije preslikavanja f; - X — Y;, i« € I, u oznaci
Nierfi=AO(fi + 1€1)
je preslikavanje
T:X - [[v
iel
definisano sa
T(x)=(fi(x) : i€l)zasvakoz € X .

Za konacan broj preslikavanja fi, ..., f, koristimo i oznaku fi/AA--- Af,.

Ako je X = UX“ onda familiju preslikavanja f; : X; — Y;, i € [
el
nazivamo kompatibilnom ako za svako i,7 € I i svako x € X; N X, vazi
fi(xz) = f;(z). Primetimo da je u tom slucaju relacija U fi funkcija i to

il
Ufi : UXz‘—>UY;

iel i€l iel
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i pritom za svako iy € [ i x € X;, vazi (U f2> () = fi, ().

el

Indeksirana familija (F; : i € I) je centrirana ako je sz #+ @
ieT

za svaki konacan T" C I, a celularna ako vazi 1 # j = F; N fEWj = o 7a
svako i,j € I. Za (neindeksiranu) familiju A kazemo da je centrirana,
odnosno celularna ako je takva indeksirana familija (G; : @ € J) gde
je J = A1 G4 = A zasvako A € A. Primetimo da je prema ovakvim
nasim definicijama moguce da familija {F; : i € I} bude celularna, a da
indeksirana familija (F; : i € I) ne bude takva.

Podskup =< skupa X? (tj. binarna relacija na skupu X) je parcijalno
uredenje na skupu X ako za svako z,y,z € X vazi
x =X z (relacija je refleksivna),
r2yAy =3 x=x=y (relacija je antisimetricna),
r2yAy =z =z =3z (relacija je tranzitivna),

gde r =< y znadi (z,y) €=. I inace, ako je R C X x X proizvoljna
relacija na skupu X, onda ¢e za x,y € X zapis x Ry, kao sto je to i
uobicajeno, znaciti (x,y) € R.

Ako je < parcijalno uredenje na skupu X i Y C X onda:

-za x € X kazemo da je majoranta skupa Y (preciznije <-majoranta skupa
Y) ako vazi y < z za svako y € Y; Y je odozgo ogranicen ukoliko postoji
neka majoranta skupa Y;

-za z € X kazemo da je minoranta skupa Y ako vazi x < y za svako y € Y
Y je odozdo ogranicen ukoliko postoji neka minoranta skupa Y;

- za a € X kazemo da je najveci element skupa Y akovazia € Y iy < a
za svako y € Y; primetimo da on, ukoliko postoji, mora biti jedinstven;

- za a € X kazemo da je najmangi element skupa Y akovaziae Y ia <y
za svako y € Y; primetimo da on, ukoliko postoji, mora biti jedinstven;
-za a € X kazemo da je supremum skupa Y ako je skup M majoranti skupa
Y neprazan i a je njegov najmanji element; ako postoji, ovakav element
skupa X je jedinstven i oznacavamo ga sa sup Y;

- za a € X kazemo da je infimum skupa Y ako je skup M minoranti skupa
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Y neprazan i a je njegov najveci element; ako postoji ovakav element skupa
X je jedinstven i oznacavamo ga sa inf Y;

- Y je lanac ako za svako x,y € Y vazi x 2 y Vy =< x; za X kazemo da je
linearno uredenje na skupu X ako je sam skup X lanac.

Podskup < skupa X? je strogo uredenje na skupu X ako za svako
vy, € Xvazizr <y=yArvizx<yAy<z =z <z Jasno, <C X? je
parcijalno uredenje na skupu X ako i samo ako je <:= {(u,v) € X? : u =<
v A u # v} strogo uredenje na skupu X; za < u tom slucaju kazemo da je
strogo uredenje pridruZeno parcijalnom uredenju <.

<C X? je strogo uredenje na skupu X ako i samo ako je
<={(u,v) € X* : u<vVu=v}

parcijalno uredenje na skupu X. U tom slucaju za < kazemo da je parcijalno
uredenje pridruzeno strogom uredenju <, a ako je Y C X pod <-majorantom
(respektivno <-minorantom, <-najveéim elementom, <-najmanjim eleme-
ntom, <-supremumom, <-infimumom) skupa Y podrazumeva¢emo <-majo-
rantu (respektivno <-minorantu, <-najveci element, <-najmanji element,
=-supremum, =-infimum) skupa Y, a za Y ¢éemo govoriti da je <-odozgo
ogranicen (respektivno <-odozdo ogranicen, <-lanac) ako je Y =<-odozgo
ogranicen (respektivno <-odozdo ogranicen, <-lanac). Takode za < kazemo
da je strogo linearno uredenje na skupu X ako je =< linearno uredenje na
skupu X.

Ako je < strogo linearno uredenje na skupu X (i < njemu pridruzeno

parcijalno uredenje) onda za x,y € X definiSemo skupove
Sy ={reX 222 <y}
-z =)={ze X  x <Lz}
-(ylc={ze X : x<z=<y};
-(ylk={ze X 2=y}
-lryls i ={zeX 22 =<y}
-(my)ci={z€X : x<z<y};
(=) ={z€eX  x <z}
-y ={ze X : 2=y}

Sa < uvek oznacavamo uobic¢ajeno uredenje skupa R. Za z,y € R
umesto [z;y]<, [r;y)< isl. pisa¢emo ukratko [z;y], [z;y) itd. Sliéno u ovom
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slucaju pisSemo supY i inf Y umesto sup_ Y iinf_ Y, respektivno. Prime-
timo da se u skladu sa nasom notacijom oznaka (z,y) odnosi isklju¢ivo na
uredene parove, dok odgovarajuéi otvoreni interval realne prave oznacavamo
sa (z;y). Takode, oznake (—oo;z),[z;+00) i sl., gde je z € R, imaju
uobicajeno znacenje. Napomenimo da ¢emo termin otvoren interval realne
prave koristiti da oznacimo podskupove skupa R koji su nekog od oblika
(x;y), (—oo;z) ili (x;+00) za neke realne brojeve x < y.

Neka je < strogo uredenje na nepraznom skupu X. Sledeca tri uslova
su ekvivalentna:
- X ima nagmangi element i svaki neprazan podskup od X ima supremum;
- X ima najveéi element i svaki neprazan podskup od X ima infimum;
svaki neprazan poskup od X ima i supremum i infimum.

Sliéno, naredna dva uslova su ekvivalentna:
svaki neprazan odozgo ogranicen podskup od X ima supremum;
svaki neprazan odozdo ogranicen podskup od X ima infimum.

Najzad lako se proverava da je uslov:

ako je @ #Y C X takav da vazi

Vee X\YVyeY (z<y),

onda skup X\Y ima supremum, Y ima infimum i pritom vazisup_(X\Y) =
inf_Y

ekvivalentan konjunkciji uslova (a) i (b) gde je
(a) Va,b € X (a <b=3c€ X (a < c=<b)) (tj. ne postoje dva uzastopna
elementa ili kako se to obicno kaze strogo uredenje < je uredajno gqusto (u
sebi))
i
(b) svaki neprazan <-odozgo ogranicen podskup od X ima supremum.
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Neka je X neprazan skup. Za familiju A kazemo da je particija skupa
X ako vazi
—ako su P,Q € A tako da je P # ), onda vazi PN Q = g,
“UA=X.

Za binarnu relaciju B C X? kazemo da je relacija ekvivalencije na
skupu X ako za svako x,y,z € X vazi:
- xRx,
— ako vazi z Ry, onda mora da vazi i yRx (relacija je simetriéna),
—ako vazi xRy i yRz, onda mora da vazi i xRz.

U tom slucaju za svako z € X sa

[z]r :={y € X : 2Ry}

oznacavamo klasu ekvivalencije elementa x u odnosu na relaciju ekvivale-
ncije R.

§

Ako je € proizvoljna particija nepraznog skupa X tako da o ¢ £, onda
je
E:={(z,y) € X*: 3A€ & ({z,y} C A)}
relacija ekvivalencije na skupu X i za nju kazemo da je relacija ekvivalencije
imdukovana particijom &.

Neka je fiksirana relacija ekvivalencije £ na nepraznom skupu
X.

Skup X/p = {[z]g : € X} nazivamo faktor skup skupa X po relaciji
E ili particija skupa X indukovana relacijom ekvivalencije E. Primetimo
da @ ¢ X,p i da je relacija ekvivalencije indukovana particijom X, upravo
E; takode, ako je A Z @ proizvoljna particija skupa X, a A C X? relacija
ekvivalencije na skupu X indukovana particijom A, onda je X,y = A.

Preslikavanje projp : X — X,p definisano sa projp(z) = [z]g, za
x € X, nazivamo prirodna projekcija indukovana relacijom ekvivalencije E.
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Za A C X kazemo da je pravilan skup za (relaciju) E ako za svako
r € X vazi:
za svako x € A vazi [x]p C A.

tj. ako za svako z,y € X vazi:

ako jex € AixFy, onda mora bitiiy € A.
Primetimo da je preslikavanje

T:P(X/p) > {AC X : Aje pravilan za E}

definisano sa
T(N) = UN za svako N C X/p

bijektivno kao i da je njemu inverzno dato sa
T71(A) = (projy) A= {[als : = € A}

za svaki pravilan za E skup A C X. Za ovu bijekciju T kazemo da je
kanonska korespondencija koja odgovara relaciji ekvivalencije E.

§

Neka je fiksirano preslikavanje g : X — Y, gde su X i Y
neprazni.

Relaciju ker(g) := {(u,v) € X? : g(u) = g(v)} nazivamo jezgro pres-
likavangja g. Jasno je da je ker(g) relacija ekvivalencije na skupu X.

Preslikavanju ¢ pridruzujemo bijektivno preslikavanje
o - X/ker(g) — g_\X

definisano sa
{9.(C)} =g C

za svako C' € X ker(g). OVO g, je naravno ono jedinstveno preslikavanje

f : {[:C]ker(g) X e X} —Y
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za koje vazi [ ([2]xer(g)) = f(2)-
Ako je my © X — Xjke(g) prirodna projekcija indukovana sa ker(g),
onda jasno vazi

g = 0go 0Ty

§

Ako jedato g : X — Y, gdesu X iY neprazniiako je m: X — X ier(g)
prirodna projekcija indukovana sa ker(g), onda ocigledno vazi ker(g) =
ker (7). Ako je jos Xy C X neprazan, onda je jasno da vazi ker (g | Xo) =
ker ((7) | Xo).

Ako je E relacija ekvivalencije na skupu X # @, a 7 : X — X/p
prirodna projekcija indukovana sa E, onda oc¢igledno vazi ker(rg) = F i
(TE)o = idx .

Neka je @ # Xy C X, F relacija ekvivalencije na skupu X, Fy := E N
(X0)? restrikcija relacije E na skup X, i 7 prirodna projekcija indukovana
sa F. Jednostavno je videti da postoji jedinstveno preslikavanje

f : Xo/EO —)WAXO

odnosno
f Azl v €e Xo} = {[z]p : v € Xo}

za koje vazi
[ ([z]g,) = [z]g za svako = € X

Ovo preslikavanje je bijektivno. Naravno f = (7 | Xj),.

Za n € N podrazumevamo da je na R" zadata standardna linearna
struktura nad poljem R, tj. ako su

u=(u(l),...,u(n), v=(v(1),...,v(n)) ER"ia,feR
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pisa¢emo « - u+ 3 - v =w gde je w(i) = au(i) + Bv(i), za svako i = 1,n.
Uslucajun =2zat € Rimamo t-i=t-i= (0,t) € R? = C.

Zane€Niu= (u(l),...,u(n)), v=(v(1),...,v(n)) € R" definisimo
hyy :R—R" sa

hyo(t) =1 —t)-u+t-v

kao i

Seglu, v] = hy'y[0; 1], Seg(u,v] = i, (05 1], Seglu, v) = by, [051)

Seg(u,v) := h,,(0;1).

Za u # v skup h, R je lako prepoznati kao pravu u R" odredenu tackama
uiv,ah,,[0;1] kao (zatvorenu) duz u R" sa krajevima u i v.

Za A C R" kazemo da je konveksan ako za svako u,v € A vazi
Seg[u,v] C A.

Neka jen € Nib= (by,...,b,) € (R?)". Definisemo

n—1

PG(b) = PG(by, ..., by) := U Seg|[bi, biy1]
i=0

Za b kazemo da definise izlomljenu liniju ako vazi by # b, i b; # b;y1 za
i =0,n — 1; u tom slucaju za PG(b) kazemo da je izlomljena linija odredena
sa b iza nju kazemo da spaja by ¢ b,. Za b € (R2)n kazemo da ne dozvoljava
samopreseke ako b definiSe izlomljenu liniju i ako vaze sledeca dva uslova:

- Seg|b;, biy1] N Seg[bj, bj11] = @ kad god je {i,5} C {0,...,n}ii<y;

- ako je n > 1 onda Seg[b;, bir1] N Seg[bit1, bira] = {bita} za svako i =
0,n—2.

Neka su p i ¢ funkcije tako da je dom(p) = dom(q) = [0; 1] i p(1) = ¢(0).

Za funkciju p* ¢, ¢iji je domen [0; 1], a definisana je sa (p*q)(t) = p(2t) ako
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0 <t<1/2, odnosno (px*q)(t) = q(2t — 1) ako 1/2 <t < 1, redi ¢emo da
nastaje nastavljanjem q na p.

Ukoliko ¢italac nije upoznat sa pojmom (spoljne) Lebesgue-ove mere
na skupu R i njenim osnovnim osobinama, upucuje se na [6].

1.2 Osnovni pojmovi opste topologije

Pod topologijom podrazumevamo svaku familiju skupova 7 za koju vazi:
-gET,
—zasvako A, B €1 vazi ANB € 71— zasvako AC 7 vazi|JA € 7.

U tom slucaju za familiju 7 kazemo da je topologija na skupu (J7.
Ekvivalentno, familija 7 je topologija na skupu X ako je 7 topologija,
7 C P(X)iX € 7. Uredeni par (X,7), gde je X neprazan skup a 7
topologija na skupu X, nazivamo topoloski prostor. Drugim recima, (X, 1)
je topoloski prostor ako vazi 7 C P(X), 7 je topologijai o # X € 7. Za
skup X kazemo da je nosaé, a za njegove elemente da su tacke (topoloskog)
prostora (X, 7) ; ¢lanove topologije 7 je uobic¢ajeno nazivati 7-otvorenim
skupovima ili otvorenim skupovima topologije T (prostora (X, 7)), dok se
za njihove relativne komplemente u odnosu na X kaze da su 7-zatvoreni
skupovi ili zatvoreni skupovi topologije T (prostora (X, 7)). Govori¢emo i
jednostavno otvoren skup i zatvoren skup ukoliko je iz konteksta jasno na
koju se topologiju 7 misli. Za skup koji je istovremeno i otvoren i zatvoren
kazemo da je otvoreno-zatvoren.

Familiju P(X) nazivamo diskretna topologija na skupu X. Ako je X #
@ onda prostor (X ,P(X )) nazivamo diskretan topoloski prostor, a prostor
(X Ao, X }) nazivamo antidiskretan topoloski prostor.

Cesto ¢emo pod prostor X zapravo podrazumevati par (X, 1), dok ¢e
se oznaka Ty odnositi na tu podrazumevanu topologiju 7.
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Lako je videti da je presek proizvoljne neprazne kolekcije topologija i
sam topologija. Usto ako su sve familije iz te kolekcije topologije na jednom
te istom skupu X, onda je i presek te kolekcije topologija na skupu X.

Za topologiju 11 kazemo da je finija (ili jaca) od topologije 5, odnosno
za To da je grublja (ili slabija) od topologije T, ako vazi 7 C 7.

Neka je B proizvoljna neprazna familija skupova i X := | J B. Definisemo
Top(B) := ﬂ{T e P(P(X)) : BC T, 7 je topologija na skupu X} .

Top(B) je topologija na skupu X i za nju kazemo da je generisana sa B.

Ako je 7 topologija za B C 7 kazemo da je (topoloska) baza topologije
7 (ili 7-baza, baza za T) ako za svako U € T postoji neko U C B tako da je
U = JU. Familija A C 7 je predbaza (subbaza) topologije 7 (ili 7-subbaza,
subbaza za T) ako je familija

{ﬂf : F C A je neprazan konacan skup}

baza za 7. Lako je videti da je A C 7 je subbaza topologije 7 ako i samo
ako vazi Top(A) = 7.

Za prostor (X, 7) kazemo da zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti
ako postoji neka prebrojiva baza za 7.

Za familiju A kazemo da je (topoloska) mreza prostora (X, 1) (ili topolo-
gije 7) ako je A C P(X) i ako za svako U € 7 postoji neko U C A tako da
jeU=UU.

Ako je x € X i 7 topologija na X, onda pod lokalnom bazom topologije
7 (kazemo i 7-lokalna baza, lokalna baza prostora (X,T)) w tacki x po-
drazumevamo svaku familiju B C 7 takvu da za svaki otvoren skup U € 7
takav da je x € U postoji neko V € B sa osobinom da je x € V C U.
Pritom ne zahtevamo da za svako U € B vazi x € U - u ovom specija-
Inom slucaju re¢icemo da je B 7-lokalna baza u strogom smislu u tacki x.
Za (X, 7) kazemo da zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti ako za svaku
tacku prostora postoji neka prebrojiva lokalna baza za 7 u toj tacki.
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§

Za familiju A podskupova topoloskog prostora (X, 7) kazemo da je 7-
lokalno konacna ako za svako x € X postoji U € 7 tako da je x € U i
tako da je skup {A € A : UN A # o} konacan. Za indeksiranu familiju
(A; : i € I) kazemo da je T-lokalno konacna ako za svako z € X postoji
U € ttakodajex € Uitakodajeskup {i € [ : UNA; # o} konac¢an. Ako
je indeksirana familija (A; : ¢ € I) lokalno konac¢na (a ovako ¢emo govoriti
umesto 7-lokalno konacna kad god je jasno o kojoj topologiji 7 se radi),
onda je i (neindeksirana) familija {A; : ¢ € I} lokalno konac¢na. Obrat ne
mora da vazi.

§

Neka je (X, 7) fiksiran topoloski prostor.

Definisemo operatore int,, cl, : P(X) — P(X) saint, (A) = J{U C A :
Uerttic(A)={F2A : X\F e 7}. Usvojicemo konvenciju da
ukoliko je u datom razmatranju - kao $to je to upravo sada slucaj - fiksiran
neki prostor X iako je M C X, onda pod M¢ zapravo podrazumevamo skup
X\ M. int, (A) icl,(A) su unutrasnjost i zatvorenje (ili atherencija), respe-
ktivno, skupa A (u odnosu na topologiju 7). Pisa¢emo samo int i cl ukoliko
je jasno o o kojoj je topologiji re¢ i tada ¢emo takode kratko oznacavati
A= cl(A). bd,(A) = cl(A) Necl(A°) (ili samo bd(A)) je rub skupa A C X.
Za z € cl(A) kazemo da je atherentna (preciznije T-atherentna) tacka skupa
A ili da je tacka blizu skupa A (u odnosu na topologiju T); za = € int(A)
kazemo da je unutrasnja (preciznije T-unutrasnja) tacka skupa A; za x €
bd(A) kazemo da je rubna (preciznije 7-rubna) tacka skupa A. Za tacku x
kazemo da je izolovana tacka skupa A C X ako postoji U € 7 tako da je
UNA={z}; ako je A = X govorimo o izolovanim tackama prostora (X, 7)
(ili topologije T). Za tacku koja nije izolovana tacka skupa A kazemo da je
tacka nagomilavanja skupa A (u odnosu na topologiju T); skup svih tacaka
nagomilavanja od A oznacavamo sa acc,(A) (ili samo acc(A) odnosno A') i
nazivamo izvodnim skupom (preciznije T-izvodnim skupom) skupa A.
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Akoje A C X ix € int(A) za A kazemo da je okolina tacke x. Otvorena
okolina tacke je otvoren skup koji sadrzi tu tacku.

§

AkojeY C X onda je rely (7) topologija na skupu Y. Za ovu topologiju
kazemo da je topologija na skupu Y koja je nasledena od 7 a, pod uslovom
da je Y # o, za (Y,rely (7)) da je potprostor prostora (X, 7). Za A C X
kazemo da je 7-diskretan podskup od X ako je (A,rel4(7)) diskretan prostor.
Ovo je ekvivalentno ¢injenici da je svaka tacka skupa A izolovana tacka tog
skupa.

Za A C X kazemo da je Gs skup prostora (X, 1) (ili topologije 7) ako za
svako n € N postoji otvoren skup U, C X tako da je A = ﬂ U,. Sliéno za

neN
A C X kazemo da je F, skup prostora (X, 7) (ili topologije T) ako za svako

n € N postoji zatvoren skup F,, C X tako da je A = U F,.
neN

Za podskup A C X kazemo da je gust (u prostoru X) ako je cl(A) = X,
a da je kogust ako je A° gust skup. Prostor je separabilan ukoliko postoji bar
jedan njegov prebrojiv podskup koji je gust. Za podskup A C X kazemo
da je
- nigde gqust ako cl(int(A)) = o,
- I kategorije ako je A = |J{B, : n € N} za neke nigde guste B,, C X,
- IT kategorije ako nije I kategorije,
- rezidualan ako je A¢ 1 kategorije.

Za (X,7) kazemo da je Baire-ov prostor ukoliko je svaki rezidualan
skup tog prostora gust.

§

Neka je M neprazan skup i neka je svako ¢ € M familija 7; topologija
na skupu X;. Za j € M sa 7 : HXi — X; oznacimo projekciju na
ieM



16 DEO 1. UVOD

X, definisanu sa m;(z) = x(j). Pod (Tychonoff-skim) proizvodom fami-
lije topologija (7; : @ € M), u oznaci [[;.,, 7:, podrazumevamo topologiju
generisanu familijom {r; U : i € M, U € 1;}. Naglasimo da iako je u li-
teraturi uobic¢ajena praksa da se Tychonoff-ski proizvod familije topologija
(s © i € M) oznacava jednostavno sa [],.,, i, mi ¢emo kao Sto je to
ve¢ receno koristiti zapis H;e a Ti no kako bi smo razlikovali Decartes-ov
proizvod doti¢ne familije od njenog Tychonoff-skog proizvoda (koji je po
svojoj prirodi jedna topologija). H;eM 7; je topologija na skupu H X;. Za
ieM

topoloski prostor (T T, Xi, [T,eas 7) kazemo da je (Tychonof£-ski) proizvod
familije prostora ((X;,7;) i € M).

Lako je videti da je familija ngM 7; ona jedinstvena topologija na
skupu H X, za koju je familija

ieM

{m;U :ieM, Uer}

jedna predbaza. Stoga je familija

{ﬂ 7, U; : T C M je neprazan konacan, U; € 7; za i € T}
i€T
jedna baza ove topologije.

Ukoliko je M = {1,...,n} konacan skup umesto H;e{l,...,n} 7; piSemo i
H;:L—HT,- im x' - x'7,. Ako je (X;,7;) = (Y, \) za svako i € M (tada je
H X; =YY) za [[cpy 7 = [Lieas A kazZemo da je M-stepen topologije A, a
ieM
za (MY, ngM /\) da je M-stepen prostora (Y, ).

§

Ako je < strogo linearno uredenje na skupu X, onda definisemo

lot(<) := Top (BU{X})
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gde je
B:={(+,z) :ze X}U{(x,—) : v € X}.

Familija lot(<) je dakle topologija na skupu X. Takode je jasno da je
lot(<) = Top(B) ukoliko X ima bar dva elementa.

§

Topologiju ug := lot(<), gde je < standardno uredenje na skupu R
nazivamo uobicajena topologija realne prave.

Ako je A C R onda ¢emo sa p4 oznacavati topologiju na skupu A
nasledenu od uobicajene topologije realne prave.

§

Ako su dati topoloski prostori (X, 7x) i (Y, 7y), preslikavanje f : X —

Y, EC Xiqge X, ondazar €Y kazemo da je (7x, 7y )-grani¢na vrednost

funkcije f u tacki q po skupu E, i to zapisujemo sa (Ty, Ty)—lﬂig% flz)=r,ili
rzeEE

samo Lig{} f(z) = r, ako za svaki 7y-otvoren podskup V' 3 r od Y postoji 7x-

zeE
otvoren podskup U 3 g od X tako da je f~[(UNE)\ {¢q}] C V. Naglasimo
da mi ne pretpostavljamo da je ¢ € acc,, (E) kako je to ¢esto obicaj u
literaturi. Lako je videti da u slucaju da je ¢ ¢ accr, (E) vazi lim f(z) =r
z€E
za bilo koje r € Y (8to zapravo sledi iz f~ o = 2).

§

Za niz tacaka (z,, : n € N) prostora (X, 7) kazemo da konvergira ka
tackr y € X u odnosu na topologiju T, ako

za svako U € 7 tako da je y € U postoji n € N sa osobinom da vazi
rm € U kad god je m € N takvodan <m.

Govorimo i da je tacka y granicna vrednost (u odnosu na topologiju 7)
niza (x, : n € N). Ukoliko postoji bar jedna grani¢na vrednost (u odnosu
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na topologiju 7) niza (z, : n € N) za doti¢ni niz se kaze da je konvergentan
(preciznije T-konvergentan).

§

Neka su dati preslikavanje f : X — Y i topologije 7 na X i 75 na Y
iz e X. Za f kazemo da je (71, 2)-neprekidno preslikavanje u tacki x ako
za svako V € 1, takvo da je f(x) € V postoji U € 7 tako da je x € U i
U CV. fje (m,m)-neprekidno ako je (71, 72)-neprekidno u svakoj tacki
r € X (8to je ekvivalentno sa tim da je f~W € 7 kad god je W € m,
ili sa tim da je f(a) € cl, (fAA) kad god sua € X i A C X takvi da je
a € cl, (A)).

9

AkojeY C Ronda “f jer-neprekidno” znaci “f je (11, py )-neprekidno” .
Za [ kazemo da je (7, 72)-otvoreno [(11,72)-zatvoreno| preslikavanje ako
je skup f~ A m-otvoren [m-zatvoren| kad god je A C X m-otvoren [7-
zatvoren| skup.

Za topoloske prostore (X, 7x) i (Y, 7y) sa
. (X>TX) — (KTY)

¢emo skraceno oznacavati ¢injenicu da je f : X — Y (7x, 7y )-neprekidno
preslikavanje. Pri tom umesto (X, 7x ), odnosno (Y, 7y), ovde moze da stoji,
tim redom, samo X odnosno Y, kad god je jasno o kojim topologijama 7x
odnosno 7y je rec. Specijalno, ako je X C R odnosno Y C R i ako je oznaka
za topologiju izostavljena, onda se podrazumeva da je re¢ o topologiji px
odnosno fy.

Jednostavno je videti da
fo(Xmx) = Y,v)Ag: (Yiry) = (Z,72) = gof : (X, 7x) — (Z,72).

Bijektivno preslikavanje f : (X, 7x) — (Y, 7y) takvodaje f~': (Y, 7y) -
(X, 7x) nazivamo (7x, 7y )-homeomorfizam. Za prostore (X, 7x) i (Y, 7y)
kazemo da su homeomorfni ako postoji neki (7x, 7y )-homeomorfizam.

Za topoloski prostor (X, 7) kazemo da je homogen ako za svako x,y € X
postoji neki (7, 7)-homeomorfizam h : X — X tako da je h(x) = y.
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Za A C X kazemo da je nul skup (ili funkcionalno zatvoren skup)
topologkog prostora (X, 7) ako postoji neko f : (X,7) — [0;1] tako da je
A= f7{0}. Za A C X kazemo da je konul skup (ili funkcionalno otvoren
skup) topoloskog prostora (X, 7) ako postoji neko f : (X, 7) — [0; 1] tako
daje A= f~(0;1].

Ako je A C X i 7 topologija na X, onda se za preslikavanje f :
(X,7) == (A, rely(7)) kaze da je retrakcija na skup A ako je f(z) = =
za svako € A; u tom slucaju se za (pod)prostor (A,rels(7)) kaze da je
retrakt prostora (X, 7).

Neka su dati preslikavanje f : X — Y i topologije 71 na X i 75 na Y.
Za preslikavanje f kazemo da je (11, T2)-nizovno neprekidno ako kad god niz
(r, : n € N) tacaka prostora (X, 7;) konvergira ka nekoj tacki z € X u
odnosu na topologiju 71, onda niz (f(z,) : n € N) tacaka prostora (Y, 1)
konvergira ka tacki f(z) € Y u odnosu na topologiju 7.

§

Za topoloski prostor (X, 7) kazemo da je:

— Tq prostor ako kad god su tacke x,y € X takve da je x # y, postoji
otvoren skup U C X tako da je U N {x,y} jednoclan skup;

— Ty prostor ako kad god su tacke z,y € X takve da je x # y, postoje
otvoreni skupovi U,V C X takodajex e U ZyiyeV F x;

— T ili Hausdorff-ov prostor ako kad god su tacke z,y € X takve da
je x # y, postoje otvoreni skupovi U,V C X takodajex € Uy € V i
UnNnv = g;

— reqularan prostor ako kad god su tacka z € X i zatvoren skup F' C X
takvi da je = ¢ F, postoje otvoreni skupovi U,V C X tako da je x € U,
FCviUuUnV =g
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— potpuno regqularan prostor ako kad god su tacka x € X i zatvoren skup
F C X takvi da je 2 ¢ F, postoji neko preslikavanje f : (X,7) — [0;1]
takvo da je f(z) =01 f(z) = 1 za svako z € F}

— normalan prostor ako kad god su zatvoreni skupovi G, F' C X takvi
da je G N F = @, postoje otvoreni skupovi U,V C X tako da je G C U,
FCViUNV =g

— savrseno normalan prostor ako je on normalan prostor takav da je
svaki zatvoren skup Gs skup.

Za regularan T4 prostor kazemo da je T3 prostor. Potpuno regularan T
prostor nazivamo T3% prostor, Tychonoff-ski prostorili prostor Tychonoff-
a.

§

Neka su X iY neprazni, f : X — Y i7 topologija na skupu X. Familija
Intop(r, f,Y) :={B CY : f~B € 7} je (o¢igledno) topologija na skupu Y’
i za nju kazemo da je topologija na Y indukovana topologijom T preslikava-
njem f ili topologija koju topologija T indukuje na skupu Y preslikavanjem

f.

Prema samoj definiciji pojma neprekidnosti funkcije za proizvoljnu
topologiju n na skupu Y vazi:

f(X,7) == (Y,n) <= nClIntop(r, f,Y).
Odavde specijalno imamo f : (X, 7) — (Y, Intop(7, f,Y)), a Intop(r, f,Y)

je najfinija topologija na skupu Y u odnosu na koju je preslikavanje f
neprekidno.

§

Ako su (X, 7x) i (Y, 7y) topoloski prostori, onda za preslikavanje ¢ :
X — Y kazemo da je (7x, 7y )-predkolicnicko (ili (tx, Ty )-predfaktorno) ako
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se topologija 7y poklapa sa topologijom na skupu Y koja je indukovana
topologijom Tx putem ¢, drugim re¢ima ako za svako B C Y vazi

Ben <— quETX

Ovu éinjenicu ¢emo kratko zapisivati sa ¢ : (X, 7x) — (Y, 7y).

Ako su (X, 7x) i (Y, 7y) topoloski prostori, onda za preslikavanje ¢ :
X — Y kazemo da je (7x,7y)-kolicnicko (ili (7x,1y)-faktorno) ako je q
preslikavanje na skup Y i ako je ¢ (7x, 7y)-predkoli¢nicko; ovu ¢injenicu
¢emo kratko zapisivati sa ¢ : (X, 7x) — (Y, 7y ).

Jasno, svaki (7x, 7y )-homeomorfizam mora biti (7x, 7y )-koli¢ni¢ko pre-
slikavanje, i svako (7x, 7y )-predkoli¢nicko preslikavanje mora biti (7x, 7y )-
neprekidno. Svako injektivno (7x, 7y )-koli¢nicko preslikavanje je (7x, 7y )-
homeomorfizam. (7x,7y)-neprekidno preslikavanje f : X — Y na skup
Y koje je bilo (7x, 7y )-otvoreno bilo (7x, 7y )-zatvoreno mora biti (7x, 7y )-
koli¢nicko.

Jednostavno je videti da
ako je f: (X, 7x) SN Yry)ig: (Y,7y) LN (Z,72),

ondajeigo f: (X, 1y) ~= (Z,77).

§

Neka je E relacija ekvivalencije, a 7 topologija na nepraznom skupu X,
ineka je m: X — X,p prirodna projekcija indukovana sa E. Topologiju na
skupu X, koju indukuje 7 preslikavanjem 7 nazivamo faktor (ili kolicnik)
topologija topologije T po (relaciji ekvivalencije) E i oznacavamo je sa

Factor(r, E) := {N € X/g UN € T}

Jasno, preslikavanje 7 je (7, Factor(r, F))-koli¢nicko. Ako je

T:P(X/p) = {ACX : Ajepravilan za E}
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kanonska korespondencija koja odgovara relaciji ekvivalencije F, onda je
T | Factor(r, E) : Factor(r, E) - {A C X : A je pravilan za E i T otvoren}

bijekcija.

Neka je data familija ((Xi,ﬂ') NS [) po parovima disjunktnih
topoloskih prostora, tj. takva da za svako i,j € I vazi

Stavimo S := UXi' Familija
iel
A={ACY : UNX, €1, zasvakoi € I}

je topologija na skupu S. Za topoloski prostor (S, A) kazemo da je disjunkina
suma familije ((Xi,Ti) RS ]) 1 oznacavamo ga sa

I_l(XZ’ Ti) .

iel

Ako je I = {1,...,n} za neko n € N umesto |_|(Xi,7'i) pisemo i
i€l

(XlaTl) L--- 1 (XnaTn)'

Neka je data proizvoljna familija ((X;,7;) : ¢ € I) topoloskih pro-
stora. Za svako ¢ € [ familija

NE{UX (i} Uer)
je topologija na skupu X; x {i}, i to takva da je preslikavanje

SlXZ%XZX{Z}
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definisano sa
si(x) 4 (z,i), zasvakoz € X;,

(7i, A;)-homeomorfizam.

Za disjunktnu sumu |_|<XZ x {i}, )\i> familije ((XZ x {i}, )\Z-) L€ I>
el
kazemo da je topoloska suma familije ((Xi,Ti) NS I) 1 ova] prostor

oznacavamo sa
@(XZ, Ti) .

i€l

Ako je I ={1,...,n} za neko n € N umesto @(Xi,ﬂ') pisemo i

i€l

(XlaTl) - (XnaTn) .

§

Neka je (X, 7) topoloski prostor. Za familiju A kazemo da je T-otvoren
[T-zatvoren] ili jednostavno otvoren [zatvoren| pokrivac skupa A C X ako
vazi
— elementi familije A su otvoreni [zatvoreni| skupovi i

- ACUA, tj. A je pokrivac skupa A.

Za otvoren [zatvoren| pokrivac¢ skupa X kazemo da je otvoren |zatvoren
pokrivac prostora (X, T).

Za (X, 1) kazemo da je Lindeldf-ov prostor ako za svaki otvoren pokri-
vac A skupa X postoji prebrojiv B C A tako da je B = X. Za (X,7)
kazemo da je kompaktan prostor, a za T da je kompaktna topologija, ako
za svaki otvoren pokriva¢ A skupa X postoji konacan B C A tako da je
B = X, odnosno, kako se to obi¢no kaze, ako svaki otvoren pokriva¢ sadrzi
konacan podpokrivac. Za skup A C X tacaka prostora (X, 7) kazemo da je
kompaktan skup datog prostora ako je podprostor (A, rel A(T)) kompaktan;
lako je videti da je ovo ekvivalentno cinjenici da svaki otvoren pokrivac
skupa A sadrzi konacan podpokriva¢ skupa A.
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Za prostor (X, 7) kazemo da je nizovno kompaktan (ili sekvencijalno
kompaktan) ako svaki niz tacaka tog prostora ima konvergentan podniz.

Neka je (X, 7) proizvoljan, (Y,\) kompaktan prostor, f : X — Y
preslikavanje takvo da je Xg := f~X A-gust podskup od Y, i neka je
10 = relx, (A). Ako je f: X — Xy (7,79)-homeomorfizam za uredeni par

((Y, A), f> kazemo da je kompaktifikacija prostora (X, 7), a za podprostor
(Y \ Xo, rely\XO()\)) prostora (Y, \) da je narast prostora (X, 7) u dotiénoj
kompaktifikaciji.

Za (X, 7) kazemo da je o-kompaktan prostor ako postoji niz K,, : n €

N) kompaktnih podskupova tog prostora tako da je X = U K,.
neN

Za prostor (X, 7) kazemo da je lokalno kompaktan ako za svaku tacku
x € X postoji neki otvoren skup U > z takav da je skup cl(U) kompaktan.

§

Za prostor (X, 7) kazemo da je povezan ako ne postoje neprazni, otvoreni
skupovi U,V C X takvidajeUNV =giUUV = X. Zaskup A C X
kazemo da je povezan skup prostora (X, 7) ako je podprostor (A,relA(T))
povezan; lako je videti da je ovo ekvivalentno sa ¢injenicom da kad god su
U,V C X otvoreni skupovi takvi da je ANUNV =21 ACUUYV, onda

ANU+#o = ACU

Za x € X skup
U{A CX :xzeAiAjepovezan}

nazivamo komponenta povezanosti tacke x u prostoru X, a skup
m{A C X :2e€ Ai A je otvoreno-zatvoren}

kvazikomponenta povezanosti tacke x w prostoru X. Za skup kazemo da
je komponenta [kvazikomponenta] povezanosti prostora X ako je on kompo-
nenta [kvazikomponenta] povezanosti neke tacke u prostoru X.
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Za prostor (X, 7) kazemo da je nuldimenzionalan ako postoji baza ¢iji
su elementi otvoreno-zatvoreni skupovi tog prostora.

Za prostor (X, 7) kazemo da je lokalno povezan ako za svaku tacku
x € X iotvoren skup U > x postoji neki povezan otvoren skup V' takav da
jexeV CU.

Preslikavanje f : [a;b] — (X,7), gde su a < b realni brojevi, nazivamo
put u prostoru (X, 7). Za prostor (X, 7) kazemo da je put povezan ako za
svako u,v € X postoji neki put f : [0;1] — (X, 7) takav da je f(0) = u i
f(1) = v. Za skup A C X kazemo da je put povezan skup prostora (X, T)
ako je podprostor (A, relA(T)) put povezan.

§

Neka je X #2id: X XX — [0;400). Zaz € X ie € (0;4+00)
definisimo

Ky[z;e) ={ye X : d(z,y) <e} 1 Kyz;e]l:={yeX :d(x,y) <e}

(I) Definisemo Top,,(d) :=={A C X : Vo € AJe € (0;4+00) (Kylz;e) C A)}.
Vazi:

(i) 7 := Top,,(d) je topologija na skupu X;

(ii) akosu b, € Bzan € Nia € X tako da vazi lim d(a,b,) =0, onda je

n—-+00
a € cl (B).

(IT) Za A, B € P(X) \ {2} definisemo

Hy(A, B) := max {sup inf d(a,b),sup inf d(b, a)}

Moze biti da je Hy(A, B) = 400 za neke neprazne A, B C X. Dakle
Hy(A, B) : (P(X)\ {2}) x (P(X)\ {}) — [0;+o0]

Funkciju Hy nazivamo d-Hausdorff-ovo rastojanje.
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Za neprazne A, B C X ie € (0;+00) definisemo

A, B, ]y <% (VaeAHbe Bd(a,b)<e A Vbe Blac Adb,a) <5)

(a) Lako je videti da za proizvoljne A, B € P(X) \ {2} i¢e € (0; +00) vazi

Hy(A, B) < e <= Jeg € (0;¢) [A, B, &ola

(b) Za proizvoljne A, B € P(X) \ {2} vazi

Hy(A, B) < 400 <= e € (0;+00) [A4, B, ¢4
i u tom slucaju je Hy(A, B) = inf {¢ € (0;4+00) : [4, B, &4}
(III) Formulisemo osobine

(TR) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) za svako x,y, z € X.
(Mp) d(x,z) =0 za svako x € X.

(SIM) d(z,y) = d(y, ) za svako z,y € X.

(My)  #y = d(x,y) > 0 za svako z,y € X.

Za d kazemo da je pseudometrika na skupu X ako zadovoljava uslove (TR),
(Mp) i (SIM); u tom slucaju za par (X,d) kazemo da je pseudometricki
prostor. Za d kazemo da je metrika na skupu X ako zadovoljava uslove
(TR), (Mp), (SIM) i (M;); u tom slucaju za par (X, d) kazemo da je metricki
prostor.

Ako d zadovoljava uslov (M) onda je x € Ky[z;¢) 1 z € Kylz; €], za
svako x € X i e € (0;+00).

Ako d zadovoljava uslove (TR) i (SIM) onda vazi |d(z,y) — d(x, z)| <
d(y, z) za svako z,y,z € X.

(IV) Neke veze izmedu ovih osobina i topologije 7 date su kako sledi.

(iii) Ako d zadovoljava (TR) i (M) onda
— za svako x € X familija {Kg4[z;¢€) : € € (0;400)} je 7-lokalna baza u
strogom smislu u tacki z;
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—zasvako a € X i B C X vazi a € cl,(B) ako i samo ako za svako
n € N postoji neko b, € B tako da je lim d(a,b,) = 0.

n—-+o0o

(iv) Ako je 7 je Ty topologija onda d mora da zadovoljava uslov (My).
(v) Ako je d pseudometrika na skupu X onda su sledeé¢i uslovi ekvivalentni:
7 je Ty topologija;
7 je Ty topologija;
7 je Ty topologija;
d zadovoljava uslov (M, );
d je metrika na skupu X.

(V) U nastavku dajemo neke veze izmedu ovih osobina i funkcije Hy.

(c) Ako je Hy(A,C) < +00 1 Hy(C, B) < 400, onda je i Hy(A, B) < +00; u
tom slucaju, ako d zadovoljava uslov (TR), onda vazi

Hd(A7 B) < Hd<A7 C) + Hd(07 B)

(d) Ha(A, B) = Ha(B, A).

(e) Ako su A i B neprazni 7-zatvoreni skupovi, onda Hy(A,B) =0 = A=
B.

(f) Ako d zadovoljava uslov (My) onda je Hy(A, A) = 0.

(g) Ako d zadovoljava uslove (TR), (Mp) i (SIM), tj. ako je d pseudometrika
na skupu X, i ako su A i B neprazni 7-kompaktni podskupovi od X, onda
je Hy(A, B) < +o0.

Neka su Fy i Ky familija svih nepraznih 7-zatvorenih i familija svih
nepraznih 7-kompaktnih podskupova od X, tim redom, i neka je Cy :=
Fo N K.

(VI) Pretpostavimo da postoji neko M € (0;+o0) tako da je d(z,y) < M
za svako x,y € X, tj. neka je d ogranicena funkcija. Tada je jasno i Hy
ogranic¢ena funkcija.

Ako d zadovoljava uslov (TR) onda i H; zadovoljava uslov (TR).

Ako d zadovoljava uslov (M) onda i Hy zadovoljava uslov M.

Dakle ako je d ograni¢ena funkcija i zadovoljava uslove (Mg) i (TR),
onda je Hy pseudometrika na skupu P(X) \ {@} a, zbog (e), restrikcija
Hz, 4 := (Hq) I (Fo)? je metrika na skupu .
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(VII) Ako funkcija d zadovoljava uslove (M) i (TR), onda iako nije nuzno
ogranicena ona indukuje na skupu JFq bar dve metrike na sasvim prirodan
nacin kako sledi.

Definisimo d' : X? — [0;1] sa d'(z,y) := min{d(z,y),1} za svako
z,y € X. d je ograni¢ena funkcija. Ako d zadovoljava uslov (TR), onda i d’
zadovoljava uslov (TR). Ako d zadovoljava uslov (M), onda i d’ zadovoljava
uslov M.

Ako d zadovoljava uslove (Mp) i (TR), onda je dakle Hz, » metrika na
skupu Fyp.

DefiniSimo i
Ga: (B(X)\ {2}) x (B(X)\ {2}) — [051]
sa G4(A, B) := min{H4(A, B),1}. Koristedi (c), (e) i (f) jednostavno je

pokazati da ako d zadovoljava uslove (M) i (TR), onda je G4 pseudometrika
na skupu P(X) \ {2}, a Gz 4 := (Ga) I (Fo)? metrika na skupu Fy.

(VIII) Ako je d pseudometrika na skupu X (ne nuzno ogranicena), onda
je (zbog (e) i (g)) restrikcija He,q := (Hg) 1 (Co)? metrika na skupu Cy
(nezavisno od toga da li je d ogranicena ili ne).

(IX) Zaneprazne A, B C X definisemo Disty(A, B) := inf{d(a,b) : (a,b) €
A x B} i diamg(A) = sup{d(u,v) : wu,v € A} € [0;+0o0]; po definiciji
uzimamo da je diamg(@) = 0. Ukoliko je jasno o kojoj je funkciji d u
konkretnom razmatranju re¢, u ovim zapisima oznaku d u donjem indeksu
mozemo i izostaviti. Takode, za A C X mozemo pisati jednostavno cl(A)
[int(A) i sl.] umesto clo, (a)(A) [introp, (4)(A) i sl] ukoliko je Top,,(d)
jedina topologija koja se u datom razmatranju javlja.

§
Neka je (Y, d) metricki prostor i A := Top,,(d).
Lako je videti da niz (y, : n € N) tacaka prostora Y konvergira ka
tacki z € Y ako i samo ako vazi

lim d(y,,z)=0

n—-+o0o
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Za niz (y, : n € N) tacaka metrickog prostora (Y, d) kazemo da je Cauchy-
jev (preciznije d-Cauchy-jev) ako za svaki realan broj e > 0 postoji neko
no € N tako da vazi

Vm,k € N (m,ano = d(Ym, Yr) <€)

Za metricki prostor (Y, d) kazemo da je kompletan , a za samu metriku d da
je kompletna, ako je svaki Cauchy-jev niz konvergentan.

§

Akosu (Y1, dq) 1 (Ys, ds) metricki prostorii f : Y7 — Y5, onda kazemo da
je preslikavanje f (dy, dy)-ravnomerno neprekidno ako za svako € € (0; +00)
postoji € (0;400) tako da vazi da(f(u), f(v)) < € kad god su u,v € V;
takvi da je di(u,v) <.

§

Za prostor (X, 1) kazemo da je metrizabilan ako postoji neka metrika
d na skupu X takva da je 7 = Top,,(d). Za proizvoljnu takvu metriku se
kaze da je kompatibilna sa topologijom 7.

Za prostor (X, 7) kazemo da je kompletno metrizabilan ako postoji neka
kompletna metrika d na skupu X takva da je 7 = Top,,(d).

§

Zan € R pod euklidskom normom na R™ podrazumevamo preslikavanje
n

| - || : R™ — R definisano sa ||z|| := Z:(az:z)2 zax = (x1,...,2,) € R™
i=1
Ako je A C R"™ pod euklidskom metrikom na A podrazumevamo pre-
slikavanje d,, : A x A — R definisano sa d(z,y) := ||z — y|| za x,y € A,
gde je || - || euklidska norma na R™; topologiju g~ := Top,,(d,) nazivamo
uobicajena topologija na skupu R™.
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Za A C R™ sa pua oznacavamo topologiju na skupu A nasledenu od
uobicajene topologije na skupu R", tj. topologiju rels(pgn).

Ukoliko drugacije nije naglaseno podrazumevamo da su skupovi "N,
Rza S # oiACR"uvek sa topologijama [ .y P(N), [T cg tr i fa,
respektivno.

§

Neka je (Y, d) metricki prostor. Za niz funkcija f,, € 4Y, n € N, kazemo
da uniformno (ravnomerno) konvergira ka funkciji ¢ € Y u odnosu na
d ako za svako ¢ € (0;400) postoji n € N tako da za svako z € A i
svaki prirodan broj m > n vazi d(fm(x),g(a:)) < e. Ako je specijalno

Y = Rid(x,y) = | — y|, poznata je ¢injenica da ukoliko postoji niz
+oo

(r, : n€N)eN0;+00) tako da je brojni red ZT” konvergentan i tako
n=1

da vazi

vz € Avn €N (|fa() < 70),

+oo
onda je za svako x € A red Z fu(x) konvergentan sa sumom

n=1

g Z il

n
i niz funkcija E fi ravnomerno konvergira ka funkciji s.
i=1

§

Neka je (X, 7) proizvoljan topoloski prostor. Za zatvoren skup F C X
i kona¢nu familiju & C 7 definiSemo

Missx (F):={Ae€P(X) : ANF = o}

Hitx(U) = {A € P(X) : ANU # @ za svako U € U}
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Dakle Hitx(2) = P(X) i Missx (o) = P(X). Stavimo

B:= {Missx(F) : X\ Fer}U{Hitx(Ud) : U C 7 je konacna familija}

Ako je o # A C P(X), onda za (A, A4), gde je Ax = rely (Top(B)),
kazemo da je A-hiperprostor nad prostorom (X, 7). Lako je videti da je
familija {BN.A : B € B} baza za (A, Aa).

(P(X), Top(B)) je P(X)-hiperprostor nad prostorom (X, 7). (A, A1) je
podprostor prostora (P(X), Top(B)) za svako o # A C P(X).

Specijalno ako je A = {A C X : X je T—zatvoren}, za (A, A4) kazemo
da je hiperprostor zatvorenih skupova prostora (X, 7). Ako je A = {A C
X : X je neprazan, T — kompaktan} za (A, A4) kazemo da je hiperprostor
nepraznih, kompaktnih skupova prostora (X, 7). Ovakvu konvencju ¢emo
koristiti i kad se radi o familiji 7-povezanih skupova, familiji skupova koji
su istovremeno 7-zatvoreni i 7-kompaktni i sl.

§

Topoloska grupa je svaka uredena trojka (G, -, 7), gde je (G, T) topoloski
prostor, a (G, -) (algebarska) grupa, kod koje je funkcija f : G* — G defi-
nisana sa f(z,y) = = -y (7 X' 7,7)-neprekidna, a funkcija g : G — G
definisana sa g(x) = 7! (ovo je inverz elementa x u grupi (G,-)) (7, 7)-
neprekidna.

(Normalna) podgrupa, jedinic¢ni element i centar topoloske grupe G =
(G,-, 7) znaciée respektivno (normalna) podgrupa, jedini¢ni element i ce-
ntar grupe (G,-). Gust, zatvoren, otvoren, diskretan, povezan podskup (i
sl.) topoloske grupe (G,-,T) znaci¢e respektivno gust, zatvoren, otvoren,
diskretan, povezan podskup topoloskog prostora (G, 7).

§

Neka je X # 2. Zarz € X 1 A C X x X definisemo

Blz;A) ={ye X : v Ay}.
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Ako je A refleksivna relacija to je jasno x € Blz; A). Za nepraznu familiju
R C P(X x X) formulisemo sledeée osobine:

(FB) ako je {A, B} C R onda postoji C' € R tako da je C C AN B.
(F1) {A,B}CR = ANBEeR;

(F2)R2ACBCXxX = BeTR,;

(U1) za svako A € R postoji neko B € R tako da je B® C A4;

(U2) za svako A € R postoji neko B € R tako da je B C A,

1 definiSemo

Ry={MCXxX:dNeR(NCM)}

Top,(R) ={UC X : Vx e UJA€ R (Blz; A) CU)} .

Jasno je da R C Ry, (VR =Ry, Top,(Ry) = Top,(R), kao i da ako R
zadovoljava uslov (FB), onda je Top,(R) topologija na skupu X.

Za nepraznu familiju U C P(X x X) refleksivnih relacija na skupu X
koja zadovoljava uslove (F1), (F2), (U1) i (U2) (Sto je ekvivalentno sa tim
da zadovoljava uslove (FB), (F2), (Ul) i (U2)) kazemo da je uniformnost
na skupu X, a za uredeni par (X,U) u tom slucaju kazemo da je uniforman
prostor. Ako je jos (U = Ay, onda za U kazemo da je Hausdorff-ova
uniformnost. Za familiju V kazemo da je baza uniformnosti U ako vaze
slede¢a dva uslova:

-VCui
— za svako A € U postoji neko B € V tako da je B C A.

Za nepraznu familiju R C P(X x X) refleksivnih relacija na skupu
X koja ima osobine (FB), (Ul) i (U2) kazemo da je u-baza na skupu X.
Istaknimo (iako oc¢iglednu) ¢injenicu da je svaka uniformnost na skupu X
istovremeno i u-baza na skupu X. Za proizvoljnu familiju R i X # o
jednostavno je videti da vazi:

R je u-baza na skupu X ako i samo ako je R, uniformnost na skupu X.
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Ocigledno, R, je Hausdorff-ova uniformnost ako i samo ako je R u-baza
takva da (1R = Ax.

Za X # o i proizvoljne familije U i R sledeca dva uslova su ekviva-
lentna:
— U je uniformnost na skupu X i R je baza uniformnosti U;
— R je u-baza na skupu X i Y = R,.

Ako je R je u-baza na skupu X # @, onda za familiju Top,(R) kazemo
da je topologija na skupu X indukovana u-bazom R.

§8

Kako bismo izbegli nepotrebno ponavljanje sledi kratak popis nekoliko
konkretnih topoloskih prostora ili konkretnih konstrukcija topoloskih pro-
stora polaze¢i od nekih datih, na koje ¢emo se na vise mesta pozivati u
zadacima.

P1X:=N, 7:={[k+00)NN : ke N}U{z}.

P 2 Kofinitna topologija na skupu X. X je proizvoljan beskonacan skup i
T:={ACX : X\ A jekonacan} U {o}.

P 3 X je proizvoljan beskonacan skup i 7 := {A C X : X\ A je
prebrojiv} U {o}.

P 4 (24) X je proizvoljan beskonacan skup, xo € X fiksirana tacka i 7 :=
{ACX : zp¢ Aili X\ A je konacan}.

P 5 X je proizvoljan neprebrojiv skup, o € X fiksirana tacka i 7:= {A C
X : xp¢ Aili X \ A je prebrojiv}.
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P 6 X :=Nir7:=Top(B), gde B:={kN : k e N}

P7X:={neN : n>2}ir:=Top(B),gde B:={Dy : ke X}i
Dy :={m € X : k € mN} je skup svih delioca broja k razli¢itih od 1.

P8 X:=Zirt:=Top(B), gde B:={l+kZ : k,l€Z; k+#0}.

P9 X :=Nir:=Top(B), gde B:={(l+kZ)NN : k,i € N; NZD(l, k) =
1}.

P 10 X :=Nir7:=Top(B), gde
B:={(l+pZ)NN : 1 €N; pje prost broj koji ne deli [}

P 11 Sorgenfrey-eva prava. X := R i 7 := Top(B), gde B := {[z;y)
r,y € R; x <y}

P 12 X je proizvoljan neprazan podskup od 4B, gde su A i B neprazni. Za
keN, ay,...,a € Aiby,..., b € B definisemo Vl]ay,...,aglby, ..., b] =
{feX: flam)="b, 1<i<k}. 7:=Top(B) gde je

B:={Vl]ay,...,aglb1,...,bx] : k€N, ay,...,a, € A, by,...,b, € B}
P 13 Prostor C,(R). Zan €N, zy,...,2, € RiUy,..., U, € ug stavimo
Olay, ..., zn|Us,..., U] i={f €*R : f:R - Rif(x;) €Uizal <i<n}
i
B :={O[xy,...,z,|Us,...,Up] : neN, xy,...,2, €R, Uy,..., U, € ug}
X:={fe®R : f:R-R}ir:=TopB).

P 14 Prostor C,[0,1]. X := {f € BUR . f:[0;1] = R}. Za f,g € X
definisimo dsup(f,g) = sup |f(t) — g(t)]. dsup je metrika na X. 7 :=

te[0;1]
Toprn (dsup) °
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P 15 Ellentuck topologija. X := {S € P(N) : S je beskonacan}. Za
A, B C N definisimo El(A,B) :={Se€ X : ACSC AUB} it :=Top(B),
gde je B:={El(A,B) : A€ P(N)\ X; B € X; maxA < minB}.

P 16 (48) Leksikografsko uredenje na [0;1] x [0;1]. X := [0;1] x [0;1] i
7 :=lot(<), gde je < strogo uredenje na skupu X definisano sa

(z,y) < (u,v)
ako 1 samo ako

(x<u)V(z=uhy<v).
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Zadaci

2.1 Primeri topoloskih prostora

Zadatak 1. Proveriti da li je familija
m:={2,{1,2,3,4,5},{1,2,3},{2,3,4},{2,3},{1,2,3,4},{2,3,5},{2,3,4,5} }
topologija na skupu X :={1,2,3,4,5}.

Zadatak 2. Da li je familija T topologija na skupu X := R ako je

(1) 7:={(—o00,r) : T R}U{o,R};

(2) 7:={(—o0,7) : T€Q}U{z,Q}.

Zadatak 3. Dati su skupovi X @Y tako da je X 2Y 1 topologija 79 na
skupu Y. Dokazati da je T := {X} U1y topologija na skupu X.

Zadatak 4. Dat je niz (A; : i € N) nepraznih skupova tako da vazi

A; C Aj kad god sui,j € N takvi da je 1 < j. Ako je X = U A;, dokazati
ieN

da je familija 7= {A; : i € N} U{@, X} topologija na skupu X.

Zadatak 5. Dokazati da je w P 1-P 5 familija T zaista topologija na skupu
X.

37
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2.2 Predbaza. Baza

Zadatak 6. Ako je B # @ dokazati da je Top(B) = B ako i samo ako je B
topologija.

Zadatak 7. Ako je o #U CV dokazati da je

Top(U) € Top(V)

Zadatak 8. Ako je o # B; C A; C Top(B;), i € I, dokazati da je

Top (LJ BZ) = Top (9 AZ-) :

Zadatak 9. Dokazati da za proizvoljnu nepraznu familiju skupova B vazi
Top(B) = {| JA : ACPr(B)}

gde je Pr(B) == {N\F : F C B je neprazan konacan skup}. (Drugim
re¢ima Pr(B) je baza topologije Top(B))

Zadatak 10. Dokazati sledeca tvrdenja:

(1) Neka je X topologija na skupu X i S C X. Dokazati jednakost
Top(AU{S})={AUB : Ae\XiBecrels())}.

(2) Neka je B = {Aq,..., A} 1 X = UAZ" Definisimo Ao := {X, 2} i

=1

Air1:=Top (N U{Ai11}), zai=0,n—1. Dokazati da je Top(B) = \,.

Zadatak 11. Naéi Top(B) ako je B :={{1,2,3},{2,3,4},{2,3,5}}.
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Zadatak 12. Dokazati da je T = P(X) ako je:
(1) X =R i7="Top({[z;y] : z,y €R, z<y});
(2) X skup svih pravih neke ravni R, a T = Top(B), gde je

B={s(A,B) : A#B, A, B¢€ R}

za s(A,B) := {p € X : p ima neprazan presek sa otvorenom duZi sa
krajevima A 1 B}.

Zadatak 13. UP6-P 9, P 11, P 12 ¢ P 15 dokazati da je data familija
B baza topoloskog prostora (X, ).

Zadatak 14. U P 10 dokazati da familija B nije baza topoloskog prostora
(X, 7), a da familija

B ={(l+kZ)NN : I,k eN; NZD(l, k) = 1;

ne postoji prost broj p tako da pQ\k}

to jeste.

Zadatak 15. Dokazati da ako je T konacna topologija na nekom skupu X,
onda je i {A° : A€ T} topologija na X.

Zadatak 16. Neka je By konacna baza neke topologije T sa najmangim
mogucim brojem elemenata, a B proizvoljna baza topologije 7. Dokazati

da je By C B.

Zadatak 17. Dokazati da Sorgenfrey-eva prava iz P 11 nema prebrojivu
mrezu.

Zadatak 18. Neka je X # @ proizvoljan skup i neka je za svako x € X
zadata familija N, C P(X) tako da je (N, 2 {x}. Pretpostavimo da vaZe
uslovi:

(1) Vo € XVU,V e N,3W e N, (W CUNV);
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(2) Vz € XVU e NpVy e UV e N, (V C U).

Dokazati da postoji jedinstvena topologija T na skupu X takva da joj je za
svako x € X familija N, lokalna baza u tacki x. Takode dokazati da je
T={ACX: Vze AU e N,(U C A)}.

Zadatak 19. Ako je X nuldimenzionalan prostor koji zadovoljava drugu
aksiomu prebrojivosti, tada za svaka dva zatvorena, disjunktna skupa A, B C
X postoji neki otvoreno-zatvoren C C X tako da je A C C i CNB = 0.
Dokazati.

Zadatak 20. Dokazati da Q nije Gs skup prostora R.

Zadatak 21. Neka su 7 © 75 dve topologije na istom skupu X 1 7 =
Top(m UTy). Dokazati sledeéa tvrdenja:

(1) Familija B:={UNV : U € By, V € By} je baza topologije T kad god
je By baza topologije T i By baza topologije To;

(2) Ako jex € X proizvoljna tacka, onda je B :={UNV : U € By, V € By}
lokalna baza topologije T u tacki x kad god su By i By lokalne baze u tacki x
topologija 11 1 o, tim redom.

Zadatak 22. Neka je X skup svih beskonacnih podskupova od N. Za konacan
B C Nin € N tako da je maxB < n definisemo Tp, = {T € X

T N[l;n] = B}. Za beskonacan A C N definisemo Sy = {S € X

S N [min A;4+00) € A}, Neka je T = {Tp, : B € P(N)\ X, n €
N, maxB < n}, S :={Sa : A€ X} im = Top(T), 7 := Top(S).
Dokazati sledeca tvrdenja:

(1) Familije T i@ S su baze topologija T i T2, respektivno;

(2) Ako je T topologija iz P 15, onda je T = Top(m U T2).

Zadatak 23. Dokazati da prostor iz P 15 ne zadovoljava drugu aksiomu
prebrojivosti.
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Zadatak 24. Neka je < strogo linearno uredenje na mnekom nepraznom
skupu A i neka je B = {(x,y)x : x,y € A, x < y}. Dokazati da je
Top(BU{A}) C lot(<). Ako ne postoji ni najveci ni najmangi element skupa
A u odnosu na uredenje <, dokazati da onda vazi Top(B U {A}) = lot(=<).

Zadatak 25. Ako su X, < i1 =lot(<) kao u P 16, naci bar jednu celu-
larnu familiju U C 7\ {@} moéi kontinuum.

2.3 Unutrasnjost i zatvorenje

Zadatak 26. Opisati cl(A) za proizvoljan podskup A C X, ako je (X, T)
(1) prostor iz zadatka 2. pod (1);
(2) prostor iz P 1.

Zadatak 27. Za prostore izP 2 - P 5 opisati cl(A) za proizvoljan podskup
ACX.

Zadatak 28. Ako je (X, 7) prostor iz P 6
(1) naéi sve tacke x € X za koje je cl({z}) = {z};
(2) naéi skup cl(P), gde je P skup svih prostih brojeva.

Zadatak 29. Ako je (X, 1) prostor iz P T dokazati:
(1) podskup od X je gust ako i samo ako sadrzi sve proste brojeve;

(2) za svako k € X wvazi cl({k}) = kN.

Zadatak 30. (1) Ako su (X,7) i B iz P 8 i U € B proizvoljan skup,
dokazati da je acc(U) = U.

(2) Ako je (X, 1) prostor iz P 9 i ako su l,k € N, dokazati da je {mk :
meN}NNCcl((l+kZ)NN).

Zadatak 31. Neka su U otvoren, S gust 1 A proizvoljan podskup prostora
X. Dokazati da vaZe sledeca tvrdenja:

(1) UN A # o ako i samo ako U Ncl(A) # o;
(2) (UNS) =cl(U);
(3) Ako jex € cl(A) iz € U, onda x € cl(U N A).
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Zadatak 32. Neka je (X, 1) prostor iz P 12, gde je A= B =R, a X skup
svih polinomskih funkcija iz R v R. Dokazati da je, za n € Ny, skup Pol,
svih polinomskih funkcija stepena ne veceg od n, T-zatvoren skup.

Zadatak 33. Dokazati da za prostor (X, 1) izP 12, gde je A= B =R a
X skup svih polinomskih funkcija iz R u R, vazi:

(1) postoji celularna familija A C 7\ {2} moéi kontinuum;

(2) prostor nije separabilan;

(3) za svaku tacku x prostora postoji niz otvorenih skupova (U, : n € N)
tako da je {x} = m Un;

neN
(4) prostor ne zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti.

Zadatak 34. Nadi sve petoélane topologije na skupu X := {1,2,3,4,5} za
koje vazi:

(1) int({2,3,4) = {2,3),

(2) 1€ cl({5}) i

(3) 5 ¢ cl({1}).

Zadatak 35. Neka jen € N, X = {1,...,2n}, S := {1,...,n}. Ko-
liko ima topologija na skupu X takvih da su istovremeno zadovoljeni sledeci
uslovi: skupovi S i X \ S su gusti dok nijedan skup T C S nije gust? Za
n = 3 naéi sve takve topologije za koje usto vaziil € c1({6}), 2 ¢ c1({5,6}).

Zadatak 36. Neka je (A @ s € S) lokalno konacna indeksirana familija
podskupova nekog topoloskog prostora. Dokazati sledeca tvrdenja:

(1) cl (U A8> = Ja(4,);
ses seS
(2) Ako je Ay zatvoren skup za svako s € S, onda je U Ay takode zatvoren.
ses

Zadatak 37. Neka su U,V C X otvoreni, disjunktni podskupovi topoloskog
prostora (X, 7), i neka je F C X zatvoren skup takav da je F C U UV.
Dokazati da je skup F'NU zatvoren.



2.3. UNUTRASNJOST I ZATVORENJE 43

Zadatak 38. Ako je cpl : P(X) — P(X) operator komplementiranja, tj.
cpl(A) := X \ A, dokazati jednakosti int = clocplocl i cl = int o cplo
int. Dokazati da je {int(A),bd(A),int(A°)} particija skupa X za proizvoljan
skup A C X.

Zadatak 39. Dokazati jednakosti (int ocl)?> = intocl i (cloint)? = cloint.

Zadatak 40. Neka je (X, 1) topoloski prostor i neka je

S(7) = {A CX : AC Cl(int(A))}

M) ={ACX : VUeS(r) (ACU=cl(U)CU)}.
Dokazati da je familija {A CX : X\Ae )\(7‘)} topologija na skupu X .

Zadatak 41. Neka je X separabilan prostor koji zadovoljava prou aksiomu
prebrojivosti 1 S C X gust podskup. Dokazati da postoji neki prebrojiv, gust
u X skup D C S.

Zadatak 42. Ako je A proizvoljan podskup prostora X dokazati sledeca
turdenja:

(1) Skup A° je gust ako i samo ako vaziint(A) = o;

(2) Vaziint(cl(A)) = @ (tj. skup A je nigde gust) ako i samo ako za svaki
otvoren, neprazan skup U C X postoji neki otvoren, neprazan skup V C U
tako da je ANV = @.

Ako je skup U C X otvoren, onda je bd(U) nigde gust.

Zadatak 43. Dokazati da su za proizvoljan podskup U C X prostora X
sledeci uslovi ekvivalentni:

(1) U =int(cl(A)) za neko A C X;

(2) U =int(F) za neki zatvoren F C X;

(3) U =int(cl(V)).
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Zadatak 44. Dokazati da su za proizvoljan podskup F' C X prostora X
sledeci uslovi ekvivalentni:

(1) F =cl(int(A)) za neko A C X;

(2) F =cl(U) za neki otvoren U C X;

(3) F = cl(int(F)).

Zadatak 45. Podskup A C X prostora X je I kategorije ako i samo ako
je A C U{F" : n € N} za neke zatvorene F,, C X, prazne unutrasnjosti.
Skup A° je I kategorije (tj. A je rezidualan) ako i samo ako je A D ﬂ{Un :
n € N} za neke otvorene guste U, C X. Dokazati.

Zadatak 46. Dokazali da su za proizvoljan topoloski prostor X sledeci
uslovi ekvivalentni:

(1) X je Baire-ov prostor;

(2) Svaki neprazan, otvoren skup je 11 kategorije;

(3) Ako su U, C X, n € N, otvoreni, gusti skupovi, onda je skup ﬂ U,

neN
qust;

(4) Ako su F,, C X, n € N, zatvoreni prazne unutrasnjosti, onda je skup

U E, prazne unutrasnjosti.
neN

Zadatak 47. Dokazati da je R Baire-ov prostor.

Zadatak 48. Naéi rezidualan podskup prostora R koji je Lebesgue-ove
mere 0. Naci zatvoren, nigde gust podskup prostora R koji je 1 kategorije
koji je beskonacne Lebesgue-ove mere.

2.4 Neprekidnost preslikavanja

Zadatak 49. Opisati sva preslikavanja f : X — Y koja su (1, 7y )-neprekidna,
ako je (X, T) prostor izP 2, a (Y, 1y) je

(1) prostor (R, pr);
(2) prostor iz P 6 u slucaju kada je skup X neprebrojiv.
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Zadatak 50. Ako su fi,...,f, : X — R neprekidne funkcije, onda je
neprekidan 1+ njihov maksimum 1 minimum. Preciznije, neprekidne su 1
funkcije foaz, fmin @ X — R definisane sa fia:(2) = max{fi(z) : 1 <
i <n} i foin(z) =min{fi(z) : 1<i<n}, z € X. Dokazati.

Zadatak 51. Neka je F lokalno konacna [proizvoljnal familija zatvorenih
[otvorenih| podskupova topoloskog prostora (X, T) tako da je|JF = X. Neka
je (Y, \) topoloski prostor i neka je za svako S € F dato preslikavanje
gs : (S,relg(1)) == (Y, \) tako da za svako S,T € F wvazi gs | (SNT) =
gr 1 (SNT). Tada je sa

{9(2)} ={gs(x) : z€S5SeF}

korektno definisano preslikavanje g : X — Y. Dokazati da je g (7, )\)-
neprekidno preslikavange.

Zadatak 52. Ako je T topologija 1z P 11 i preslikavanje f : R — R defi-
nisano sa f(x) := [z], gde je

[z] =max{k € Z : k <z}

ceo deo od x, dokazati da je f (7, T)-neprekidno preslikavange.

Zadatak 53. Ako je (X,T) prostor iz P 3, gde je specijalno X = R,
dokazati sledeca tvrdenja:

(1) Niz (a, : n € N) tacaka datog prostora konvergira ka nekoj tacki b € R
u odnosu na topologiju T ako i samo ako je on stacionaran;

(2) Preslikavanje idg : R — R nije (7, ur)-neprekidno ali jeste (7, ug)-
nizovno neprekidno.

Zadatak 54. Neka f: X — Y. Dokazati da su sledeci uslovi ekvivalentna:
(1) f je zatvoreno [otvoreno| preslikavanje;
(2) Za proizvoljan skup A C'Y i svaki Tx-otvoren [Tx-zatvoren| skup U

takav da U D f~ A, postoji neki Ty -otvoren |1y -zatvoren| skup V-2 A tako
da je f"AC f7V CU.
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Zadatak 55. Neka f: X — Y. Dokazati da su sledeci uslovi ekvivalentni:
(1) f je zatvoreno preslikavanje;

(2) Za proizvoljnu tacku y € Y i proizvoljan Tx-otvoren skup U takav da
U D f~{y}, postoji neki ty-otvoren skup V' 3 y tako da je f~{y} C [~V C
U.

Zadatak 56. Nekaje f: X — R za svako f € L # @ tako da vaze uslovi:
(1) za svako x € X skup {f(x) : f € L} je ogranicen ogozgo;

(2) za svako s € R indeksirana familija (f~(s,+00) : f € L) je Tx-
lokalno konacna.

Dokazati da je funkcija g : X — R definisana sa g(z) :=sup{f(x) : f € L}
neprekidna.

Zadatak 57. Dati su X = {1,2,3,4}, Y = {a,b,c,d}, 7x = {X,0,{1,2},
{17 2, 4}}’ Ty = {Y’ 0, {a}’ {b7 C}7 {a’v b, C}} i f= {<17 CL), <47 C>}

(1) Dokazati da se preslikavange f ne moze dodefinisati do neprekidnog pre-
slikavanja na ceo skup X.

(2) Prosiriti Tx jednim skupom do topologije u odnosu na koju preslikavangje
f ima neprekidnu ekstenziju i naci je.

Zadatak 58. Dati su funkcija f : X — R, skup E C X 11 kategorije i skup
S C E° gust u X tako da za svako q € S vaZi lim f(z) = 0. Dokazati da je

zeE

i skup Ey :={x € E: f(x)=0}II kategorije.

2.5 Metricki prostori

Zadatak 59. Neka je (X, d) proizvoljan pseudometricki prostor. Dokazati
sledeca tvrdenja:

(1) Za proizvoljan skup A C X wazi diam(A) = diam(cl(A));
(2) Za proizvoljne tacke u,v € X i skup A C X vazi

‘Dist({u}, A) — Dist({v},A)) < d(u,v).
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Zadatak 60. Neka je d pseudometrika na skupu X takva da za svako a,b, c €
X wazi d(a,b) < max{d(a,c),d(c,b)}. Dokazati da za svako € € (0;+00) i
z,y € X vazi

y € Klrie) = Kalz;e) = Kaly;e) .

Zadatak 61. Neka su skup X @ metrika ds,, iz P 14. Pokazati da nijedan
konacan skup S C X nema osobinu da za svaku funkciju f € X postoji neka

1
funkcija g € S tako da vaZi dgy(f, g) < 3

Zadatak 62. Neka je (X, d) proizvoljan pseudometricki prostor i neka je
E:={(a,b) € X* : d(a,b) = 0}. Dokazati sledeca tvrdenja:

(1) Za svako a,b € X wvazi

a Eb ako i samo ako za svako ¢ € X wazi d(a,c) = d(b,c);

(2) E je relacija ekvivalencije;

(3) Funkcija p : X5 x X5 — [0;+00) definisana sa p([z]/g, [y]/E) =
d(z,y) je metrika na skupu X,g. Pritom za svako x € X i € (0;400) vaz

.

K, |[e)gie) = {blye : v € Kalaie) |

Zadatak 63. Neka je (Y, d) metricki prostor i f, : (X,7) — (Y, Top,,(d))
za n € N. Dokazati da ako niz (f, : n € N) uniformno konvergira ka
funkciji g € XY (u odnosu na d), onda vazi g : (X,7) — (Y, Top,,(d)).

Zadatak 64. Neka je d euklidska metrika v R?. Naéi Hy(K, L) ako je

(1) K = Seg[A, B] i L = Seg|C, D], gde A= (—1,0), B=(3,0), C =(0,2),
D = (0,—4);

(2) K = {(r.5) € B2 : 2 +4? =4} i L = {(2,) € B® : (2 — 0+ = 9};
(3) K = {(z,y) € R x [0;400) : 2> +y* =4} i L = Seg[D,C|, gde C =
(2,3), D =(-1,3);

(4) K kruznica upisana u trougao L = Seg|A, B] U Seg[B, C] U Seg|C, A],
gde su A, B,C € R? tako da d(A, B) = d(B,C) = d(C, A) = 2/3.
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Zadatak 65. Neka je X # @ i neka funkcija d : X x X — [0;+00) zado-
voljava uslove (My) i (TR). Definisimo d' : X* — [0;1] sa d'(z,y) =
min{d(z,y), 1} 1

Gas (LX) \ {2}) x (B(X)\ {2}) = [0:1]
sa G4(A, B) := min {H4(A, B),1}. Dokazati da je Top,,(Ha') = Top,, (Gq).

Zadatak 66. Neka je (X,d) pseudometricki prostor i neka su nizovi (z,, :
neN), (y, : n€N)eVX iece (0;+00) takvi da je d(zn,y,) > ¢
za svako n € N. Dokazati da postoji beskonacan skup R C N takav da je
d(zp, Ym) > g za svako n,m € R.

2.6 Podprostor

Zadatak 67. Neka je o # X1 C Xy C X ¢ 7 topologija na skupu X .

(1) Dokazati da vaZi rely, (relx, (7)) = relx, (7).

(2) Dokazati da ako je X rely,(7)-otvoren [rely, (T)-zatvoren] i Xy T-otvoren
[T-zatvoren], onda je Xy T-otvoren [T-zatvoren|.

(3) Ako je{z} UX; C Xy C X, ondax € cl (X)) < z € clrelXQ(T)(Xl).

Zadatak 68. Neka su (X, 7x) i (Y, 7y) topoloski prostori, o # Xy C X,
YoCY if:X =Y tako da je f— X CYy. Dokazati sledeca tvrdenja:

(1) Ako je f (7x,7y)-neprekidno preslikavanje, onda je restrikcija f | X
(relx, (7x), Ty )-neprekidno preslikavangje;

(2) Preslikavange f je (Tx, Ty )-neprekidno ako i samo ako je ono (Tx,rely, (1y))-
neprekidno.

Zadatak 69. Neka je ((X;,7;) : i € I) familija topoloskih prostora i X =
X

i€l

(1) Dokazati da je familija T := {L C X|Vie I (LNX; €1)} topologija
na skupu X.
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(2) Ako su dati preslikavanje f : X — Y i topologija 7v na skupu Y,
dokazati da je f (1,7x)-neprekidno preslikavangje ako i samo ako je f | X; :
X; =Y (1, 17v)-neprekidno preslikavangje za svako i € 1.

(3) Ako je Tx topologija na skupu X tako da je za svako i € I T; upravo
topologija na skupu X; nasledena od topologije Tx. Dokazati da je Tx C T.

(4) Dokazati da je relx, (1) C 7; za svako i € I;

(5) Pretpostavimo da se za svako i,j € I topologija na skupu X; N X;
nasledena od 1; poklapa sa onom nasledenom od 7;. Ako je dodatno, bilo za
svako i,7 € I skup X; N X; istovremeno 7;-zatvoren i 7;-zatvoren, bilo za
svako i, 5 € I skup X; N X, istovremeno 7;-otvoren i Tj-otvoren, dokazati da
onda za svako i € I vazirelx,(7) = 7;; dokazati jos da je u prvom slucaju
za svako v € I skup X; T-zatvoren, a u drugom za svako v € I skup X;
T-otvoren.

Zadatak 70. Neka je B baza topoloskog prostora (X, T) i
Xo:=X\|J{U\U :UeB}.

Dokazati da je (X, relx, (7)) nuldimenzionalan prostor. Sta je skup Xy ako

je (X,7)=(R,ugr) i B={(a;0) : a,b € Q}?

Zadatak 71. Ako je prostor X Baire-ov, onda je i svaki neprazan otvoren
podprostor Baire-ov. Dokazati.

Zadatak 72. Dokazati da je svaki podprostor Sorgenfrey-eve prave iz P
11 separabilan.

Zadatak 73. Neka je < strogo linearno uredenje na nekom skupu X # @
iY CX,Y #a. Stawwimo <y:= < NY?={(u,v) €Y? : u=<v}.

(1) Dokazati lot(<y) C rely (lot(<)).

(2) Neka su specijalno X, < i 7 = lot(<) iz P 16, a Y := [0;1] x {1}.
Dokazati da vaZi stroga inkluzija lot(<p) C relg(lot(=<)).
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2.7 Proizvod topoloskih prostora

Zadatak 74. Neka je (N, 1) prostor iz P 6 i stavimo X\ := 7 x'P(N). Naéi
bdy(R) ako je

R:= {(m, n) € X?| brojn je deljiv brojem m} )

Zadatak 75. Neka je (N, ) prostor iz P 6 i 75 N-stepen topologije \, gde
je (N, X) prostor iz P 1.

Ako je
S::{xENN:EImEN‘v’nGN (an:x(n)zl)},

dokazati da su topoloski prostori (N, 1) i (S,relg(72)) homeomorfni.

Zadatak 76. Dokazati (1 x' T, 7)-neprekidnost preslikavanja f : N> — N
definisanog sa f(x,y) := xy, gde je T topologija iz P 6.

Zadatak 77. Za n € N neka je I, := [—5=; 5] i neka je X := H]” i
neN
T = H;eN iy, . Dokazati da je preslikavanje f : X — R definisano sa
“+oo
f(z) = Zx(n) T-neprekidno.
n=1

Zadatak 78. Neka je (X, 1) prostor iz P 15, A N-stepen diskretne topologije
P({0,1}) i preslikavanje f : X — N{0,1} definisano sa f(A)(i) = 1 ako
i€ A, odnosno f(A)(i) =0 akoi ¢ A, za i € N i beskonacan A C N. Ako
je Ao = rely—~x (), dokazati da je f (1, \o)-neprekidna injekcija koja nije
(T, Xo)-otvoreno preslikavange.

Zadatak 79. Neka je 7 := {0, R}U{(a; +o0)|a € R} i neka je preslikavanje
T : BN — (R, 7) definisano sa

1) = $2 2RO VS n)

2n

n=1

za svako f € YUN. Dokazati da je T (A, 7)-neprekidno preslikavange, gde je
A [0; 1]-stepen diskretne topologije P(N).
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Zadatak 80. Ako f: (X,7x) — (Y,7y), onda je preslikavanje g : X — f
definisano sa g(x) = (x, f(x)) homeomorfizam izmedu prostora (X, Tx) i
(f,rely(rx X' 7v)). Dokazati.

Zadatak 81. Neka su metrika ds.p, @ prostor (X, 1) iz P 14. Definisimo
preslikavanje T : X x [0;1] — R sa T(g,7) = g¢g(r). Dokazati da je T
(Topm(d) x/ ,u[g;l],,uR) -neprekidno preslikavanje.

Zadatak 82. Neka je (U, : n € N) niz otvoreno-zatvorenih skupova pro-
stora X. Definisimo funkciju f : X — "N sa f(z) = (a;(z) : i € N)
gde je a;(x) =1 ako x € U; i a;(x) = 0 ako x ¢ U;. Dokazati da je f
(7x, [T,en P(N))-neprekidna funkcija.

Zadatak 83. Ako je (X,d) proizvoljan pseudometricki prostor, dokazati da
je d: X* — [0;+00) funkcija koja je (Topy,(d) X’ Topy,(d)) — neprekidna.

Zadatak 84. Neka je (X, d) pseudometricki prostor i T proizvoljna topologija
na skupu X. Dokazati da su sledeci uslovi ekvivalentni:

(1) Top,,(d) € 7;

(2) idy : (X, 7) — (X, Top,,(d));

(3) d: (X%, 7x'7) 5 R.

Zadatak 85. Neka je za svako i € N d; pseudometrika na skupu X; takva
da je d;(a,b) <1 za svako a,b € X;. Stavimo 1; :== Top,,(d), za i € N d;,
X = HXi 1T = Hi’eN 7;. Definisimo preslikavanje D : X x X = R sa

zaa=(a; :i€N)eX, b= (b : i €N) e X.
Tada je D metrika na skupu X i to takva da je Top,, (D) = 7. Dokazati.

Zadatak 86. Dokazati da za svako n € N vaZi pign = pg X'+ ¥ jig.

~
n puta
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2.8 Suma prostora

Zadatak 87. Neka je X; := [0;1) i Xy := [1;2] i (S, ) := (Xy, pux,) U
(X, px,). Dokazati da vazi pug C .

Zadatak 88. Za svakot € [0,1] neka je X; otvorena duz uR? éiji su krajevi

tacke (0,0) i e" i neka je 7 := px,. Neka je (S, ) := |_| (Xi, 7). Dokazati
te[0;1]

da vazi ug C .

Zadatak 89. Neka je (S, \) = @(Xi, 7;) topoloska suma familije prostora
iel

{(Xi,7) : i € I}. Neka je, za svakoi € I,Y; := X; x {i}, N := {U x {i} :

U € 7}, i neka je preslikavanje k; : X; — S definisano sa k;(x) := (x,17),

x € X;. Dokazati sledeca tvrdenja:

(1) Ai = rely,(A);

(2) Ako je (Z,v) proizvoljan topoloski prostor i f : S — Z, onda je f (A, v)-

neprekidno preslikavanje ako i samo ako je za svako i € I kompozicija fok;

(13, v)-neprekidno preslikavanje.

Zadatak 90. Naci topoloski prostor (Y,v) homeomorfan sumi @(Xi, i),
ieN
gde je (X;,1;) = (Y,v), za svako i € N.

Zadatak 91. Neka je (X, 1) topoloski prostor i A C X podskup tako da je

{A A} eT.

(1) Dokazati da su za proizvoljan skup S C X sledeéi uslovi ekvivalentni:
(a) S ey
(b) SN A €rela(r) i SN A® € relye(7);
(c) Postoje U € rela(7) i V € relye(r) tako da je S =UUV.

)
(2) Dokazati jednakost (X,7) = (A,rela(7)) U (A, relse(7)).
Zadatak 92. Neka je (X, 1) prostor iz P 2, gde je X =N, a ¢ X i

(S, ) == ({a}, {@, {a}}) (X, 7).
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Dokazati da vazi:
(1) Ako je D C P(S) proizvoljna neprazna familija A-gustih skupova onda
je D # 2;
(2) Postoji niz (U,, : n € N) otvorenih, gustih skupova prostora (S, \) takav
da ﬂ U, nije gust skup tog prostora.

neN

Zadatak 93. Neka je (S,\) = @(Xi,ﬂ'), gde je (Xi,1) = (R, ur), za
ieN

svako i € N, i neka je F = {(0,4) : i € N}. Ako su skupovi U, € \, n € N,

proizvolyni tako da je F C ﬂ U,, dokazati da postoji neki \-otvoren skup

neN
V 2O F takav da ne vazi U, CV ni za jedno n € N.

2.9 Koli¢énik prostor

Zadatak 94. Neka je E relacija ekvivalencije, a T topologija na nepraznom
skupu X
(1) Dokazati da je A C X otvoren i pravilan za E ako i samo ako vazi

Vie AVye X (¢Ey = U e7 (ye U C A))

(2) Neka su (A, : n € N) i (U, : n € N) nizovi podskupova skupa X.
Pretpostavimo da za svako n € N wvazi A, C U, € 7 1 U [z]p C Anyq.
zeU,
Dokazati da je skup U A, otvoren i pravilan za FE.
neN
(3) Neka su (A, : n € N) ¢ (U, : n €N) nizovi podskupova skupa X tako
da za svako n € N vazi U [z]p = Apy1 kao 1 U, = U W(z,n), gde je

x€Un TEAR
x € W(x,n) za svako x € A,. Dokazati da za svako n € N vazi: b € U,

ako i samo ako postoje tacke x; € A; i y; € W(xy,i) za i = 1,n tako da je
Yo =0, 1 akon > 1, onda y;_1 F x; za svako i = 2,n.
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(4) Neka je L C 7 baza za 7 i C € X g proizvoljno. Dokazati da familija

svih skupova oblika {[ac]E DX € U An}, gde su (A, :neN)i (U, : né€
neN

N) nizovi sa svojstvom navedenim pod (3), pri éemu je Ay = C' i W(x,n) €

L za svako v € A, predstavlja Factor(r, E)-lokalnu bazu u strogom smislu

u tacki C.

Zadatak 95. Neka je (X,7) = ([0;1], go,1)) @ neka je E relacija ekvivale-
ncije definisana na X sa: xEy ako i samo ako |x —y| € Q, za x,y € [0;1].
(1) Dokazati da je prirodna projekcija p : X — X,p odredena sa E

(1, Factor(7, E))-otvoreno preslikavanje, a da E nije T X' T-otvoren podskup
od X x X.

(2) Dokazati da je (X g, Factor(r, E)) antidiskretan prostor.

Zadatak 96. Neka je funkcija g : R — R U {N} definisana sa

(z) = r ako x€R\N,
IV =N ako z€N

Ako je E = ker(g), dokazati da prostor (R, g, Factor(ug, E)) ne zadovoljava
prou akstomu prebrojivosti.

Zadatak 97. (1) Neka su f: (X,7x) — (Y,7y), h: (X, 7x) ~= (Z,72)
ig: (Y, 7v) = (Z,72) preslikavanja za koja vaZi h = g o f. Dokazati da
mora biti g - (Y, 7v) ~— (Z,77).
(2) Neka f: (X, 7x) ~— (Y,7y). Dokazati da za svaki prostor (Z,77) i
svako preslikavange g : Y — Z vazi:

ako je go f (tx,7z) — neprekidno preslikavanje,

onda je g (Ty,Tz) — neprekidno preslikavange.

(3) Neka f: X — Y, neka su 7x i 7y topologije na X 1Y, respektivno, i
neka je A := Factor (7x,ker(f)). Dokazati da ako je f (tx,Ty)-neprekidno
preslikavange, onda je f, (N, 7y)-neprekidno preslikavange.
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Zadatak 98. Neka je f : X = Y, a 7x i 7v topologije na X Y, respe-
ktivno. Stavimo Yy := f~X i 1y, := rely, (1y). Dokazati da su sledeé¢a dva
uslova ekvivalentna:

(1) f:(X,7x) = (Y, 1v);

(2) f:(X,7x) LN (Yo, 7v,), oba skupa Yy i Y \ Yy su 1y -otvorena i Y \ Yy
je Ty -diskretan podskup od'Y .

Zadatak 99. Neka je f : X — Y, a 7x @ 7y topologije na X Y, re-
spektivno, i neka je A = Factor (7x,ker(f)). Dokazati da je f (7x,7y)-
kolicnicko ako i samo ako je preslikavange f, (A, v )-homeomorfizam.

Zadatak 100. Neka f : X — Y, i neka su 7x i 7y topologije na X 1Y,
respektivno. Dokazati da su sledeci uslovi ekvivalentni:

(1) f je (7x,7y)-kolicnicko;

(2) f je (rx,7y)-neprekidno preslikavanje na skup Y i za svaki prostor
(Z,77) i svako preslikavanje g 1 Y — Z vazi:

ako je go f (1x,Tz) — neprekidno, onda je g (1y,Tz) — neprekidno.

Zadatak 101. Neka je f : X — Y, i neka su 7x © 7y topologije na X 1Y,
respektivno. Dokazati da su sledeci uslovi ekvivalentni:

(1) f je (7x,7v)-predkolicnicko;

(2) f je (1x, 7y )-neprekidno preslikavange i za svaki prostor (Z,7z) i svako
preslikavange g : Y — Z wvazi:

ako je go f (1x,Tz) — neprekidno, onda je g (Ty,Tz) — neprekidno.

Zadatak 102. Neka su date relacije ekvivalencije Ey i Fy na skupu X tako
da je By C Es, T topologija na X i neka je preslikavanje f : X,p, — X/p,
definisano sa f ([x|g,) = [z|g,. Dokazati da je f (Factor(r, E), Factor(r, Ey))-
kolicnicko preslikavanje.

Zadatak 103. (1) Neka su dati topoloski prostori (X, ) i (Y, 72). Dalje
neka je X = UX,- 1 neka je data kompatibilna familija preslikavanja f; -
iel
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X; =Y, i €1 tako da je f := Ufl (X, ) LN (Y, 7). Za i € I stavimo
icl

T = relx, (1), Yi = fi7 Xi i o :=rely,(1a). Neka je J C I tako da je f; :

(Xi, 714) 9, (Y, m2.) za svako i € J. Dokazati da je f: (X, 1) (Y, )

ako vazi bilo koji od naredna dva uslova:

(1) familija {Y; : i € J} je mo-otvoren pokrivac skupa Y;

(2) familija {Y; : i € J} je mo-zatvoren pokrivaé skupa Y i indeksirana

familija (Y; : i € J) je mo-lokalno konacna.

(2) Neka f : (X, 1) — (Y, ) i neka je Xg C X takvo da je f | Xy :

(Xo, relx, (1)) —= (Y, 7). Dokazati da je tada f: (X, 7)) —= (Y, 7).

Zadatak 104. Neka je f: (X, 1) —= (Y1), o # Yy C Y, Xy := [ Y,
710 = relx,(7) @ Too := rely,(m2). Dokazati da ako vazi bilo koji od
sledecih uslova

(1) Yo je bilo mo-otvoren, bilo To-zatvoren skup;

(2) f je bilo (71, 12)-otvoreno bilo (11, T2)-zatvoreno zatvoreno preslikavanje,

onda mora biti f | Xo : (Xo, T1,0) SN (Yo, 72,0)-

Zadatak 105. Neka je X := (0,1/2]U{1+1/n : n € N} U{1}, 7 := pux,
E relacija ekvivalencije na skupu X definisana sa xEy ako i samo ako
(x =y V |z —y| =1)ineka je Xo := [(0,1/2] \ {1/n : n € N}] U{1}.
Ako je A := Factor(r, E) i ¢ : X — X, prirodna projekcija indukovana sa
E dokazati da q | Xy nije (relx, (1), rely—x,(A))-kolicnicko preslikavange.

Zadatak 106. Neka je q: (X,7) —= (Y,0) i & # Xo C X. Neka je
Yo :=q~ Xo, 10 :=relx, (1), Oy :=rely, (0), qo :=q | Xo: Xo — Yo,
E :=ker(q), A := Factor(r, E),
7 : X — X/ prirodna projekcija indukovana sa E, \g = rel—x,(X),

Ey := EN(Xy)?, v := Factor(ry, Ep)
i neka je preslikavanje f : Xo/g, — 7~ Xo definisano sa f ([7]g,) = 7], za
svako x € Xj.
(1) Dokazati da je f: Xo/g, — 7 Xo (o, Xo)-neprekidna bijekcija.
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(2) Dokazati da je f : Xo/p, — 7 Xo (10, Ao)-homeomorfizam ako i samo
CL]CO qo : (Xo,To) i) (Yvo,eo)

Zadatak 107. Neka je (Z,7z) proizvoljan topoloski prostor, F neka relacija
ekvivalencije na skupu Z i @ # Zy C Zy C Z. Dalje neka je, za i = 1,2,
77, = rely (17), F; := FN(Z;)?, n; := Factor (1z,, F;) i neka je preslikavanje
9 Zvyr, — Zaym, definisano sa g ([2]p,) = [2]r, 2a svako z € Z1. Dokazati
da je preslikavanje g (01, n2)-neprekidno.

Zadatak 108. Za proizvoljan topoloski prostor (X, 7x), Xo C X i relaciju
ekvivalenciye E na skupu X neka je

A = Factor(rx, F), m : X — X,g prirodna projekcija indukovana sa
E, X\ :=rel—x, (),

Tx, :=relx, (7x), Eo := E N (Xo)?, vy := Factor (7x,, Eo) i f : X/g, —
7= Xo preslikavanje definisano sa f([z|g,) = [¢]g. Dokazati da f nije
(vo, Ao)-homeomorfizam (iako na osnovu zadatka 106. f mora biti (v, Ao)-
neprekidna bijekcija) ako je
(1) X =[0;4], 7x = ppouy, Xo =1[0;1) U (1;2) U (3;4], E = Ax U{0,1,4}%
(2) X =1[0;1], 7x = pyoa), Xo = [0;1]\ Q, E = ker(p) gde jep : X —
XoU{1} definisano sa p(x) = x za x € Xo odnosno p(x) =1 za x € X \ Xo;
(3) X =R? 7x = pge, Xo = {(z,z+1) : z € [0;+00)} U{(z,2 — 1) :
r € (—00;0)}, E = ker(p) gde je p: R* = R definisano sa p(z,y) = = za
z,y € R.

Zadatak 109. Neka je ((X;, ;) : i € I) familija topoloskih prostora, X :=
UXz- iT:={LCX: Viel (LNX,;emn)} (videti zadatak 69.). Neka
iel
je (S,1s) = @(Xi,n) topoloska suma date familije prostora. Na skupu
iel
S = U (X; x {i}) definisimo relaciju ekvivalencije E sa
iel

(a,i)E(b,j) <= a=0D.

Dokazati da je prostor (S/E, Factor(7g, E)) homeomorfan sa prostorom (X, 7).
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Zadatak 110. Nekaje X := {p € "R : p je polinomska funkcija}, 1,1, €
X definisani sa l(t) == 1+t* i l1(t) :=t —1 za t € [0;1], E i E; relacije
ekvivalencije na X definisane sa

pEq < IreX (p—q=r-l)

pEiq < IreX p—qg=r-h)

zap,q € X, d: X x X — [0;400) metrika na X definisana sa d(p,q) =
sup |p(t) — q(t)| za p,q € X i 7 := Top,,(d).

te(0;1]

(1) Dokazati da je (X5, (Factor(r, E)) antidiskretan prostor.

(2) Dokazati da je (X, (Factor(r, Ey)) homeomorfan sa ([0;1], po;1)-

2.10 Aksiome separacije

Zadatak 111. Dokazati sledeca tvrdenja:

(1) Ako je X Ty prostor, onda x € X nije izolovana tacka prostora ako i
samo ako je svaka okolina tacke x beskonacna;

(2) Ako je X konacan prostor, onda je X je Ty prostor ako i samo ako je
X je diskretan prostor.

Zadatak 112. Dokazati sledeca tvrdenja:

(1) Topoloski prostor (X, Tx) je Hausdorff-ov ako i samo ako je Ax Tx X'
Tx -zatvoren podskup skupa X?;

(2) Ako f,g : X — Y i dko je Y Hausdorff-ov prostor, onda je S :=
{r e X : f(x)=g(x)} Tx-zatvoren skup;

(3) Ako se dve funkcije f,g : X =Y, gde je Y Hausdorff-ov prostor,
poklapaju na nekom gustom skupu tacaka, onda je f = g.

Zadatak 113. (1) Dokazati da je prostor iz P 7 Ty prostor koji nije T
prostor i nije reqularan.
(2) Dokazati da su prostori iz P9 ¢ P 10 Ty prostori koji nisu regularni.
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Zadatak 114. Ako je X beskonacan Hausdorff-ov prostor dokazati da
postoji niz nepraznih po parovima disjunktnih otvorenih skupova.

Zadatak 115. Ako je A beskonacan podskup Hausdorff-ovog prostora X
pokazati da postoji diskretan podskup {x, : n € N} C A prostora X takav
da vaZi n #m = T, F# Tp,.

Zadatak 116. Neka je X Hausdorff-ov prostori A C X zatvoren beskona-
¢an diskretan podprostor. Dokazati da postoji otvoren pokriva¢ U takav da
ni za jedan konacan skup S C X newvazi | J{U €U : UNS # o} = X.

Zadatak 117. Neka je X Hausdorff-ov prostor i A C X njegov retrakt.
Dokazati da je A zatvoren skup.

Zadatak 118. Neka je X regularan i F = {x,, : n € N} diskretan po-
dprostor gde i # j = x; # x;. Dokazati da postoji niz (U, : n € N)
otvorenih skupova tako da x,, € U, i U;NU; =0 <=1 # j.

Zadatak 119. Dati su f : X — Y, gde je Y reqularan prostor, i Tx-qust
S C X tako da za svako x € X waZi f, : (Sy,relg, (7x)) — (Y, 7y), gde je
Sy :=SU{x} i f, = f 1Sy Dokazati da je f (Tx, 7y )-neprekidno.

Zadatak 120. Dokazati sledeca tvrdenja:

(1) Ako su A, B C X neprazni nul podskupovi prostora X takvi da je ANB =
@, onda postoji neko f: X —= R tako da A= f~{0} i B= f—{1};

(2) Ako je za svako n € N skup F,, C X nul skup prostora X, onda je i
ﬂ F, nul skup prostora X.

neN

Zadatak 121. Dokazati da su za proizvoljan podskup A C X sledeci uslovi
ekvivalentna:

(1) A je nul skup;

(2) A je oblika f~F za neki zatvoren skup F C [0;1] i neko preslikavanje
f:X =5 0:1);
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(3) A je oblika f~{0} za neko f: X —— R;

(4) A je oblika f~F za neki zatvoren F C R i neko f: X — R;

(5) Postoje savrseno normalan prostorY , neki zatvoren skup F' CY i neko
preslikavanje f: X — Y tako da je A= f“F.

Zadatak 122. Neka je (X, 1) proizvoljan prostor,
Bi:={fU:f:X =5 [0;1], U € 1) }

By = {f;U - f: X R i f~X jeogranicen podkup od R, U € MR}
1

By:={fU:f:X—>R, UEpu}
Dokazati da vazi Top(B;) = Top(By) = Top(Bs) C 7.

Zadatak 123. Dokazati da su za proizvoljan prostor (X, 1) sledeéi uslovi
ekvivalentni:
(1) (X, 1) je potpuno regularan prostor;

(2) T:Top({f;U . feF, UGMR}) za neko F C XR;

(3) 7 = Top({f“U  feF, U e ,LLR}) za neku familiju F C *R
ogranicenih funkcija;

(4) T:Top({f;U . fEF, UGM[0;11}> za neko F C *[0;1];

(5)T—Top({f‘_U . fEeF, Ueu[m]}) za F={feX0;1 : f:
X = [0;1]}.

Zadatak 124. Ako je X normalan prostor i F C X zatvoren Gs skup, onda
je F' nul skup. Dokazati.

Zadatak 125. Neka je Y := {(z,y) € R*: y >0}, L:={(x,0): z € R},
p:=(0,—-1) i X =Y U{p}.
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Ako je z = (2,0) € L definisimo skupove U, := {(x,t) : 0 <t < 2},
V. ={(z+tt): 0<t<2}ifamiliju N, = {{z} U[(U.UV,)\ T] :
T je konacan skup}.

Ako je z € Y \ L definisimo N, := {{z}}.

Zan € Ny definisimo skupove W,, := {p}U{(z,y) e R?: =z >n, y >0}
i familiju N, := {W, : n € Ny}.

Jednostavno se proverava da familija {NZ Pz € X} zadovoljava uslove
(1) i (2) iz zadatka 18. Oznacéimo sa Tx onu jedinstvenu topologiju T na
skupu X takvu da joj je za svako v € X familija N, lokalna baza u tacki x.
Stavimo 1y := rely (TX).
(1) Dokazati da je svaki element familije N, Tx-zatvoren skup, za svako
z € Y. Dokazati da je (Y, Ty) potpuno regularan prostor.
(2) Neka su f : (Y,7v) — R i z € L takvi da je f(z) = 0. Dokazati da
postoji prebrojiv S C U, UV, tako da je f(z) =0 za svako x € (U,UV,)\S.
(3) Neka su f: (Y, 7v) —= R, z€ L iS CU,UV, takvi da je S beskonacan
i f(x) =0 za svako x € S. Dokazati da je f(z) = 0.
(4) Neka su f : (Y,7y) — R, r € R i B C (r;r + 1) x {0} beskonacan
skup takvi da je f(z) = 0 za svako z € B'. Dokazati da postoji beskonacan
skup B" C (r+ 1;r+2) x {0} tako da je f(z) =0 za svako z € B".
(5) Dokazati da vazi cl,, (Wyi2) C W, za svako n € Ny.
(6) Dokazati da je (X,7x) regularan prostor koji nije potpuno regularan.
Dokazati da (Y, Ty) nije normalan prostor.

Zadatak 126. Neka je X normalan prostor i {Uy,...,U,} otvoren pokrivac
od X. Dokazati da postoje zatvoreni skupovi F; C U;, 1 <1 < n, tako da je

X:Oﬂ
=1

Zadatak 127. Neka je X :=R? i1 := 7 x' 1, gde je 7, topologija iz P11.
Dokazati da (X, T) nije normalan prostor.

Zadatak 128. Svaki nuldimenzionalan prostor je potpuno reqularan. Doka-
zati.
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Zadatak 129. Neka je X potpuno regularan i ima bazu sacinjenu od pre-
brojivih skupova. Dokazati da je X nuldimenzionalan.

Zadatak 130. Dokazati da je prostor iz P 8 metrizabilan nuldimenzio-
nalan prostor.

2.11 Pokrivacka svojstva

Zadatak 131. Neka je B baza za (X, 7). Dokazati da je (X, 7) Lindeldf-
ov ako i samo ako za svako A C B za koje je | J A = X postoji prebrojiv
A C A tako da je | JA = X.

Zadatak 132. Neka je B baza za (X, 7). Dokazati da su sledeéi uslovi
ekvivalentni:

(1) Za svako Y C X podprostor (Y,rely(7x)) je Lindeldf-ou;

(2) Za svaki otvoren Y C X podprostor (Y,rely(7x)) je Lindeldf-ov;

(3) Za svako A C B postoji prebrojiva podfamilija A" C A tako da je

UAd=UA.

Zadatak 133. Svaki Lindeldf-ov, reqularan prostor mora biti normalan.
Dokazati.

Zadatak 134. Neka je X regqularan, Lindeldf-ov prostor il otvoren pokri-
vac. Dokazati da postoji otvoren, lokalno konacan pokrivac V takav da za
svaki A € V postoji neki B € U tako da vazi A C B.

Zadatak 135. Svaki podprostor Sorgenfrey-eve prave iz P 11 je Lindelof-
ov. Dokazati.

Zadatak 136. Sorgenfrey-eva prava iz P 11 je primer normalnog pro-
stora ¢igi kvadrat nije normalan. Dokazati.

Zadatak 137. Ako je (R,7) Sorgenfrey-eva prava iz P 11, dokazati da
ne postoji nijedno strogo linearno uredenje < mna skupu R tako da vazi
T = lot(=).
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Zadatak 138. Dokazati da je svaki kompaktan podskup Sorgenfrey-eve
prave iz P 11 prebrojiv.

Zadatak 139. Kompaktni podskupovi prostora "N imaju praznu unutrasnjost.
Dokazati.

Zadatak 140. Definisimo, za A C NN, skup
Dr(A):={z1{l,...,n} : neN, z€ A} U{0}
i, za M C N<¥, skup
Gr(M):={ze"N : VvneN (z 1 {1,...,n} € M)}

Za skup M C N<¥ kaZemo da se konacno grana pri s € N<“ ako je skup
{k eN : s (k)€ M} konacan; skup M se konacno grana ako se konacno

grana pri svakom s € M 1 ako je skup {k eN : (k) e M} konacan.

(1) Dokazati da za proizvoljan skup A C "N vazi Gr(Dr(A)) = A.

(2) Ako je K C NN zatvoren skup, dokazati da je K kompaktan ako i samo
ako se skup Dr(K) konacno grana.

Zadatak 141. Dokazati da prostor "N nije o-kompaktan.

Zadatak 142. Neka je (X, d) pseudometricki prostor, T := Top,,(d) i K C
X T-kompaktan skup.

(1) Ako je a € K¢ dokazati da postoji neko b € K tako da je d(a,b) =
Dist({a}, K).

(2) Ako je F' C X T-zatvoren skup tako da vazi K N F = @ dokazati da je
Dist(K, F) > 0.

Zadatak 143. Ako je (X,d) metricki prostor, T := Top,,(d) i dy euklidska
metrika na R dokazati da (1)=(2)=-(3) ako:

(1) (X, 7) je kompaktan prostor;

(2) Svaka (7, ugr)-neprekidna funkcija f : X — R je (d,dy)-ravnomerno
neprekidna;

(3) (X,d) je kompletan metricki prostor.
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Zadatak 144. Neka je (X1, dy) pseudometricki prostor takav da je topologija
7 := Top,,(d) kompaktna. Dokazati sledeéa tvrdenja:

(1) Za proizvoljan otvoren pokriva¢ U C 1 skupa X postoji realan broje > 0
takav da za svako x € X postoji neko U € U tako da vazi Ky [x;e) CU;
(2) Ako je (Xa,dy) proizvoljan pseudometricki prostor i o := Top,,(ds),
onda svaka (11, T9)-neprekidna funkcija mora biti (dy, dg)-ravnomerno nepre-
kidna.

Zadatak 145. Neka su Fy C X, s € S, zatvoreni podskupouvi topoloskog

prostora (X, T) takvi da postoji neko sy € S za koje je Fy, kompaktan skup.

Ako je U C X otvoren skup takav da je U 2O ﬂ F, onda postoji neprazan
seS

konacan skup P C S tako da je U D ﬂ F.. Dokazati.
sEP

Zadatak 146. Neka je (X, 7) Hausdorff-ov kompaktan prostor i F C X
zatvoren Gy skup. Dokazati da postoji neka prebrojiva familija V otvorenih

skupova sa osobinom da za svaki otvoren skup U O F postoji neko V€V
tako da je F CV CU.

Zadatak 147. Neka su K; C X, za i = 1,n, neprazni, zatvoreni, kompa-
ktni, po parovima disjunktni podskupovi potpuno regularnog prostora (X, T) i
neka je (r1,...,rn) € R*. Dokazati da postoji preslikavange f : (X, 7) — R
tako da vazi f~K; = {r;} za svako i = 1,n.

Zadatak 148. Opisati sve kompaktne podskupove prostora iz P 6.

Zadatak 149. Dokazati sledeca tvrdenja:

(1) Ako za tacku x € X prostora (X, 7) postoji neki otvoren skup V > x
tako da je podprostor (V, relV(T)) potpuno reqularan, onda za svaki zatvoren
skup F' % x postoji preslikavanje f : (X, 7) —= [0;1] tako da vaZi f(x) =0
i fTF S {1}

(2) Svaki Hausdorff-ov lokalno kompaktan prostor je Tychonoff-ski;
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(3) Ako je (X, 1) Hausdorff-ov lokalno kompaktan prostor i x € U € T,

onda postoji neko V € T tako da je V' kompaktan i pritom je x € V € V C
U.

Zadatak 150. (1) Dokazati da su za proizvoljan topoloski prostor (X, T)
sledeca dva uslova ekvivalentna:
(a) Prostor je lokalno kompaktan, o-kompaktan;

(b) Postoje otvoreni skupovi U,, za n € N, tako da je U, kompaktan
skup za svakon € N, ¢ tako da vazi X = U U,.
neN
(2) Neka je (X, 1) reqularan prostor koji zadovoljava prvu aksiomu prebro-
jJivosti i pretpostavimo da postoji niz (K, : n € N) kompaktnih skupova sa
osobinom da za svaki kompaktan skup A C X postoji m € N tako da je
A C K,,. Dokazati da je prostor lokalno kompaktan, o-kompaktan.

Zadatak 151. Dokazati da nijedan od prostora "N i Q nije lokalno kompa-
ktan.

Zadatak 152. Dokazati da nijedan od prostora iz P 7 - P 10 nije lokalno
kompaktan.

Zadatak 153. Neka je f : X — Y (7x,7y)-zatvoreno preslikavanje tako
da je skup f~{y} kompaktan za svako y € Y. Dokazati da je tada i f~K
kompaktan skup za svaki kompaktan skup K CY.

Zadatak 154. Neka je (X, 1) kompaktan, a (X, 2) Hausdorff-ov prostor
tako da je 7o C 11. Dokazati da je 7o = Ty.

Zadatak 155. Ako su X, < i 7 = lot(=<) kao u P 16 dokazati da je (X, T)
Hausdorff-ov kompaktan prostor koji nije metrizabilan.

Zadatak 156. Neka je (X, 7) prostor iz P 14 i

t€[0;1]

K = {xEX : sup |z(t)] gl} :

Dokazati da K nije kompaktan podskup prostora (X, ).
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Zadatak 157. Dokazati da prostor iz P 13 nije lokalno kompaktan.

Zadatak 158. Dokazati da A := {x € *R : z : R = R} nije kompaktan
podskup prostora ®R.

Zadatak 159. Konstruisati kompaktifikaciju realne prave u kojoj je njen
narast homeomorfan sa [0;1]%.

Zadatak 160. Neka je S := {(z,y) € R* : z? +y* = 1}. Dokazati da
je prostor (X/E,Factor(TX,E)) homeomorfan sa prostorom (Y, ry) ako je
X =[0;1]%, 7x = px

(1) relacija E C X? je definisana sa

(x1,y2)E(z1,92) ako i samo ako x1 =29 N (Y1 =vy2 V {y1,42} € {0,1})

Y = [O, 1] xS Ty = Hjo;1) x/ Hus;

(2) E C X? je ona jedinstvena relacija ekvivalencije na X koja ima tacéno
jednu cetvoroclanu klasu — {0,1}2, dvoélane klase — {(u,0), (u,1)} za u €
(0;1) 7 {(0,v), (1,v)} za v € (0;1) i jednoclane klase — {(u,v)} za (u,v) €
(0;1)%, Y =S xS ity :=pus %' us;

(3) relacija E C X? je definisana kao u (2); Y C R? je skup koji se dobija
rotiranjem jedinicne kruznice

K={(z,y,2) eR’ : y=0, (z—2)° +2* =1}
oko z-ose {(z,y,2) €R® : =0,y =0} (uobicajeno je da se za skup Y

koristi termin torus) i Ty = py .

Zadatak 161. Neka je S = {(z,y) € R? : 2?2 +¢* = 1}, X = [0;1] 4
TX ‘= Ux-

(1) Ako je B := Ax U{0,1}? dokazati da je prostor (X g, Factor(rx, E))
homeomorfan sa prostorom (S, pg).

(2) Neka je F relacija ekvivalencije na skupu S definisana sa

(o1, Faa,y) == ((20,00) = (22,92) V (02,90) = (=22, ~2))

Dokazati da je prostor (S,g, Factor(us, F')) homeomorfan sa prostorom (S, jis).
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2.12 Povezanost

Zadatak 162. Neka je (X,d) povezan metricki prostor, tj. takav da je
(X, Top,,(d)) povezan topoloski prostor. Ako su a,b € X ie € (0;+00)
proizvoljni dokazati da postoje n € N i g, ..., x, € X tako da je a = x,
b=w, id(x;i1,7) <ezai=1n.

Zadatak 163. Neka je (X, ) proizvoljan topoloski prostor.

(1) Neka su A; C X, zai € I, povezani skupovi takvi da postoji neko ig € I
sa osobinom da za svako © € I mora biti A;, N A, # @il A_ZO NA # a.
Dokazati da skup U A; tada mora biti povezan.

iel
(2) Ako je A C X povezan skup i B C X skup takav da je A C B C A,
onda je 1 skup B povezan. Dokazati.

Zadatak 164. Neka je (X, T) proizvoljan prostor. Za x,y € X definisemo
da je x ~ y ako postoji neki povezan podskup S C X takav da vazi {z,y} C
S. Dokazati sledeca tvrdenja:

(1) Ovako definisana relacija ~ na skupu X je relacija ekvivalencije;

(2) Za svako © € X klasa ekvivalencije [x]. je komponenta povezanosti
tacke x u prostoru X. Skup [x]. je maksimalan povezan podskup prostora
X, tj. ako je M C X povezan skup takav da je [x]. C M, onda mora biti
M = [x].;

(3) Ako je S maksimalan povezan podskup od X, onda mora biti S = [z].
za svako x € S;

(4) Skup [z]~ je zatvoren za svako x € X.

Zadatak 165. Neka je (X,7) proizvoljan prostor i neka je C C X ko-
mponenta povezanosti prostora (X, 7). Dokazati da tada za proizvoljnu
tacku x € X vazi: x € C ako i samo je C' komponenta povezanosti tacke x
u prostoru (X, 7).



68 DEO 2. ZADACI

Zadatak 166. Neka je (X, 1) proizvoljan prostor. Dokazati da je za proizvo-
linu tacku prostora, komponenta povezanosti te tacke podskup kvazikompo-
nente povezanoste te tacke. Dokazati da je familija svih kvazikomponenti
povezanosti tacaka datog prostora particija skupa X .

Zadatak 167. Ako je (X,7) kompaktan Hausdorff-ov topoloski prostor
dokazati da se za proizvolynu tacku prostora komponenta povezanosti te tacke
1 kvazikomponenta povezanosti te tacke poklapaju.

Zadatak 168. Neka je (X,7) prostor iz P 7, P 9 ili P 10. Ako f :
(X,7) = R dokazati da je f konstantna funkcija. Dokazati da je (X,T)
povezan prostor.

Zadatak 169. Ako je (X, T) proizvoljan topoloski prostor dokazati sledecéa
turdenja:

(1) Ako su A, B C X zatvoreni skupovi takvi da je it AUB i AN B povezan
skup, onda skupovi A i B moraju biti povezani;

(2) Ako je (X, T) povezan prostor i G C X otvoren skup takav da je skup
bd(G) povezan, onda je skup X \ G povezan.

Zadatak 170. Neka je (X,T) povezan topoloski prostor i Y proizvoljan
skup. Pretpostavimo da je f : X — Y lokalno konstantno preslikavanje,
tj. takvo da za svaku tacku x € X postoji neki otvoren skup U € 1x tako da
jex € U 1 tako da je skup f~U jednoclan. Dokazati da je preslikavanje f
konstantno.

Zadatak 171. Neka je dato nekonstantno preslikavanje f = (X, 7x) —
(Y, 1y), i neka je (X, Tx) povezan prostor. Dokazati da skup f~X ne moze
biti diskretan podskup prostora (Y,1y). Ako je jos i (Y,7y) Ty prostor,
dokazati da je onda skup f— X beskonacan i gust u sebi (tj. skup bez izolo-
vanih tacaka,).

Zadatak 172. Neka je n € N tako da je n > 1.
(1) Dokazati da ne postoji nijedno injektivno preslikavanje f : R* — R.
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(2) Dokazati da ni za jedno strogo linearno uredenje < na skupu R™ ne
moze da vazi pgn = lot(=<).

Zadatak 173. Ako su X, < i 7 =lot(=<) kao u P 16 dokazati da je (X, T)
povezan prostor koji nije put-povezan.

Zadatak 174. (1) Dokazati da je skup A C R povezan ako i samo ako za
svako x,y € A vazi (z;y) C A.

(2) Dokazati da je skup A C R povezan ako i samo ako postoje x,y € R
tako da je x <y i

A=[z;y) ili A= [x;400) ili A= (z;y] ili A= (—o0;y| ili A= [x;y] ili
A= (z;y) ili A= (z;400) ili A= (—00;y).

Zadatak 175. Dokazati da su za proizvoljan prostor (X, 1) sledeci uslovi
ekvivalentni:

(1) (X, 7) je lokalno povezan prostor;

(2) Za svaku tacku x € X 1 svaku otvorenu okolinu U € T tacke x postoji
neki povezan skup P C X takav da je x € int(P) C P C U,

(3) Komponente povezanosti otvorenih podprostora prostora (X, ) su otvore-
ni skupovi.

Zadatak 176. (1) Dokazati da su prostori iz P 7 i P 10 lokalno povezani.
(2) Dokazati da prostori iz P 8 i P 9 nisu lokalno povezani.

Zadatak 177. Dokazati da je svaki retrakt lokalno povezanog prostora 1
sam lokalno povezan.

Zadatak 178. Dokazati da za svaki neprazan otvoren skup U C R postoji
prebrojiva familija T po parovima disjunktnih otvorenih intervala takva da
je U =Z.

Zadatak 179. Ako su f i g putevi u prostoru (X, 7) takvi da je f(1) = ¢g(0),
onda je i f * g put u prostoru (X, 7). Dokazati.
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Zadatak 180. Pretpostavimo da je (X, T) povezan prostor takav da za svaku
tacku x € X postoji otvoren skup U > x sa osobinom da za svaku tacku
z € U postoji neki put f:[0;1] — (X, 7) takav da je f(0) =z i f(1) = z.
Dokazati da je (X, T) put povezan prostor.

Zadatak 181. Dokazati da su za otvoren skup U C R? sledeéi uslovi ekvi-
valentni:

(1) Za svako u,v € U tako da je u # v postojin € N i b = (by,...,by)
(R )n koje ne dozvoljava samopreseke tako da je by = u, b, = v i PG(b)
U:

(2) Za svako u,v € U tako da je u # v postojin € N i b = (by,...,b,) €
(Rz)n koje definise izlomljenu liniju tako da je by = u, b, = v i PG(b) C U;
(3) U je put povezan skup;

(4) U je povezan skup.

(M m

Zadatak 182. Ako jen € N dokazati da je

Sp = {b € (RQ)n : b ne dozvoljava samopreseke}
otvoren podskup od (R?)".

Zadatak 183. Ako je U C R? otvoren, povezan, n € N ib € (R?)" koje ne
dozvoljava samopreseke tako da je PG(b) C U, dokazati da je i U \ PG(b)

povezan.

Zadatak 184. Nadéi primer povezanog podskupa od R? koji se moze prikazati

kao unija niza nepraznih po parovima disjunktnih zatvorenih podskupova od
R2.

Zadatak 185. Neka je A :

=(0,0), B:=(0,1), H :=[0;1] x {0} i za svako
n € N neka je L, :=={1/n} x [0;1

0

[0;1]. Neka je
C:={ByUHU| L,
neN

1 neka je T := pe topologija koju skup C' nasleduje od uobicajene topologije
na skupu R%. Dokazati da je (C,T) povezan prostor koji nije put povezan.
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Zadatak 186. Dokazati da za svako preslikavange f : [0;1] — [0; 1] postoji
neki broj t € [0;1] takav da je f(t) =t.

Zadatak 187. Neka je preslikavanje f : R — R takvo da ni za jedno
z € R newazi f(z) = x. Dokazati da ni za jedno x € R ne vazi f(f(x)) = x.

Zadatak 188. Neka je X := R?*\ Q? i 7 := px. Dokazati da je prostor
(X, 7) put povezan.

Zadatak 189. Dokazati da je prostor C,[0;1] iz P 14 put povezan.

Zadatak 190. Neka jer € R i C := {x € "R : limz(n) = r}. Dokazati

da je C' povezan skup prostora "R.

Zadatak 191. (1) Neka q : (X,7x) —= (Y,7y) i neka je ¢~ {y} 7x-
povezan skup za svako y € Y. Ako je B C Y bilo my-otvoren bilo Ty -
zatvoren skup takav da je ¢~ B Tx-povezan skup, dokazati da onda B mora
bitt Ty -povezan.

(2) Dat je prostor (X, ) i relacija ekvivalencije E na skupu X definisana
sa

By <= 3CC X ({z,y} CC A C jeT povezan)

Dokazati da su komponente povezanosti prostora (X/E, Factor(r, E)) jedno-
elementni skupouvi.

2.13 Hiperprostori podskupova

Zadatak 192. Neka je o # A C P(X) i (A, \) A-hiperprostor nad (X, ).
(1) Ako je A = {{z} : x € X} dokazati da je preslikavanje f : X — A
definisano sa f(x) = {x} (1, \)-homeomorfizam.

(2) Dokazati da je preslikavanje u : A* — A definisano sa u(A, B) := AUB
(A X" X\, X\)-neprekidno.
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Zadatak 193. Neka je (F,\) hiperprostor zatvorenih skupova prostora
(X, 7).

(1) Neka je relacija R C X x F definisana sa (x, K) € R ako i samo ako
x € K. Dokazati da ako je T regularna topologija, onda je ova relacija
T X" X\-zatvoren skup.

(2) Neka je relacija R C F x F definisana sa (K,L) € R ako i samo ako
K C L. Dokazati da ako je T regularna topologija, onda je ova relacija
A X" X\-zatvoren skup.

(3) Neka je T normalna topologija i relacija R C F x F definisana sa
(K,L) € R ako i samo ako K N L # @. Dokazati da je relacija R A X' \-
zatvoren skup.

Zadatak 194. Neka je (KC;, \;) hiperprostor kompaktnih skupova prostora

(X, ), za i = 1,2. Neka je (K,\) hiperprostor kompaktnih skupova pro-

stora (X1 X Xo, 71 X' 13).

(1) Ako je f: (X1,71) — (Xo, 72) dokazati da je preslikavanje g : Ky — Ko

definisano sa g(K) := f~ K (A, Ao)-neprekidno.

(2) Dokazati da je preslikavanje m : Ky x Ko — K definisano sa m(Ky, Ky) :=
Ky x Ky (A X" g, X)-neprekidno.

Zadatak 195. Neka je X := {A CN : A je beskonacan}, Y :=P(N)\ X,
(X, A1) X -hiperprostor nad (N,P(N)) i (Y, A2) Y -hiperprostor nad (N, P(N)).

(1) Dokazati da je \y = 7, gde je T topologija iz P 15.
(2) Dokazati da je Ny diskretna topologija.

Zadatak 196. Neka je (X1, 1) hiperprostor nepraznih kompaktnih skupova
prostora (X, 1), a (Xa, ) hiperprostor nepraznih kompaktnih skupova pro-
stora (X1, 71).

(1) Ako je L € X5 dokazati da je |JL € X;.

(2) Dokazati da je preslikavanje f : Xo — Xy definisano sa f(L) :=JL
(79, T1)-neprekidno.

Zadatak 197. Neka je o # A C P(X) i (A, \) A-hiperprostor nad pro-
storom (X, 7).
(1) Ako je 7 Tq topologija i U € 1 dokazati da je skup {A € A : AN
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U je beskonacan} Gs skup prostora (A, \).
(2) Ako je T Tj topologija koja zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti
dokazati da je skup {A € A : A nema izolovanih tacaka} Gs skup prostora

(A, N).

Zadatak 198. Neka je d euklidska metrika na R? i neka je (Fo, \) hiper-
prostor nepraznih zatvorenih podskupova prostora (R?, ug2). Neka je funkcija
p: Fo X Fo— [0;1] definisana sa

p(A, B) ;== min{H,(A, B), 1}
Dokazati da je X\ Top,,(p) # @ # Top,,(p) \ \.

Zadatak 199. Neka je (X,d) pseudometricki prostor, T := Top,,(d) i (Cy, A)
hiperprostor nepraznih, kompaktnih, zatvorenih skupova prostora (X, 7). Do-
kazati da je Top,, (Hco,d) =\

Zadatak 200. Neka je (X, 1) hiperprostor nepraznih kompaktnih podskupo-
va prostora (R? ug2) i d euklidska metrika na R2.
(1) Ako je A zatvorena d-kugla i F # @ konacan skup zatvorenih d-kugli
u R? tako da je |JF C A, dokazati da postoji (ppay, 7)-neprekidno pres-
likavange ha,r : [0;1] — X tako da je har(0) = A, har(l) = UF i
o # har(t) C A za svako t € [0;1].
(2) Neka je (Y, )\) proizvoljan topoloski prostor, y € Y, L lokalna baza u
strogom smislu u tacki y i m; € R za 1 € N tako da je mg =0, m; < m;y4q
i supm; = 1. Neka su dalje za i € N r; : [mj;miq] — Y A-neprekidna

ieN
preslikavangja tako da je r;(miy1) = riz1(misq) @ tako da za svako U € L
postoji ig € N tako da je (r;)~ [mi;mip1] C U za svako i > iy. Dokazati da
je preslikavanje T : [0;1] — X, gde T := {(1,y)} U U ri, A-neprekidno.

ieN

(3) Dokazati da je prostor (X, T) put-povezan.

2.14 Uniformni prostori

Zadatak 201. Dokazati da postoje skup X # @ i neprazna familija re-
fleksivnih relacija na skupu X koja ne zadovoljava uslov (FB) takva da je
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familija Top,(R) topologija na skupu X .

Zadatak 202. Neka je X # @, U u-baza na skupu X i 7 := Top,(U).

(1) Akoje S C X dokazati da jeint,(S) ={zx € S : JA e U (Blx;A) C 9)}.
(2) Dokazati da za svako x € X i A € U vazi x € int, (B[z; A)), kao i da
je familija {int, (Blz; A)) : ©z € X, A € U} baza topologije T.

Zadatak 203. Neka je (X,U) uniforman prostor, 7 := Top,(U) i A =
T x'T.

(1) Dokazati da ako je M € U, onda je i int\(M) €U icl\(M) e U.

(2) Dokazati da je familija V = {A eU : Aje\— otvoren i A= A(*l}
baza uniformnosti U.

(3) Dokazati da je familija V = {A eU : Aje\— zatvoren i A = A(_l}
baza uniformnosti U.

Zadatak 204. Dokazati sledeca tvrdenja:

(1) Ako je U uniformnost na skupu X # @ tako da je Ax € U, onda je
U = {Ax}, i TopyU) = B(X);

(2) Ako su Vy i Vs u-baze na skupu X # @ tako da vazi

VA, € Vi3A, €V, (A C Ay,

tada je Top, (V1) C Top,(Va);

(3) Ako je (X,U) uniforman prostor, onda je U Hausdorff-ova uniformnost
ako i samo ako je Top,(U) Hausdorff-ova topologija,

(4) Akojeo # Ax CEC XXX, ondajelp :={ACXxX : ECA}=
{E}. uniformnost na skupu X ako i samo ako je E relacija ekvivalencije

na skupu X. U tom slucaju je S € Top,(Ug) ako i samo ako je S rpravilan
za E podskup od X .

Zadatak 205. Proveriti da li je V, u-baza na skupu X ako je:
(1) X=RiV={R. : € € (0;4+00)}, gde je za ¢ € (0; +0o0)

Re:={(z,y) eR* : Q3 |z —y| <e};
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(2) X=RiV={D, : a e R} gde je zaa € R
D, =Ar U{(z,y) : x> a,y > a};

(83) X =R iV ={FE}, gde je E .= Ax U{(z,—x) : v € R},
(4) X =1[0;1] i V = {E}, gde je E := Ax UBd,,, ([0;1]%).

Zadatak 206. (1) Ako su skup X i familija V iz zadatka 205. pod (2),
dokazati da je Top, (V) diskretna topologija na skupu X .

(2) Ako su skup X i familija V iz zadatka 205. pod (3), dokazati da je
[0; +00) Top, (V)-diskretan i Top,(V)-gust skup.

Zadatak 207. Neka je d : X x X — [0;+00) pseudometrika na skupu
X # @ 1 neka je
D, :={(a,b) € X* : d(a,b) < e}

za svako € € (0;+00). Familija Vy := {D. : € € (0;+00)} je u-baza na
skupu X, i to takva da je Top,(V4) = Top,,(d). Pritom je V4 C Top,,(d) x’
Top,,(d). Pseudometrika d je metrika ako i samo ako je (V4), Hausdorff-
ova uniformnost. Dokazati.

Zadatak 208. Ako su skup X i familija V iz zadatka 205. pod (1), dokazati

da je ug C Top,(V), kao i da postoji neka neprebrojiva celularna familija

Zadatak 209. Neka je X :=[0;1], 7 := pjoy, @
O={ACXxX:AxCAerx'1}.

Dokazati da je O u-baza na skupu X i to takva da je Top,(O) = 7.

Zadatak 210. Nekaje X :={f € BR : f:R — R}. Za kompaktan skup
K CRi¢e € (0;+00) neka je

Do = {<f, ) € X7 supl7(e) — g(0)] < }
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StavimoV := {Dg. : K CR je kompaktan i € € (0;+00)}. Dokazati sledeca
turdenja:

(1) Familija V je u-baza na skupu X;

(2) Za svaki kompaktan skup K C R, svako ¢ € (0;+00) i f € X, skup
B[f; Dk.) je Top,(V)-otvoren;

(3) Zak €Nia;b; €R iU € pg, i = 1,k, definisimo

Mlay, by, ..., ap, be|Ur, ... .U :i={f € X : f"[a;;b]) C U; za svako i =1,k} .

Familija B svih skupova ovog oblika predstavlja bazu topologije Top, (V).

Zadatak 211. Nekaje X # @ i Ax CV; C X? zai € Ny, gde Vo = X x X,
tako da je za svako i € Ny vazi (Viy1)® CV;. Takode neka je f € N(0; +00)
tako da za svako i € N vazi f(i)/2 < f(i + 1) < f(i). Definisimo funkciju
d: X x X —[0;+00) sa

d(a,b) =

k
inf{Zf(si) . k €N je takvo da postoje xqg, ...,z € X i 81,...,8; € Ny
i=1

tako da vo = a, v, = b i 2,21 Vs, x; za svako i = I,_k}

Zbog Vo = X x X ovako definisano d zaista jeste funkcija ¢iji je domen
X x X.

(1) Dokazati da za svako a,b,c € X vazi d(a,c) < d(a,b) +d(b,c).
(2) Dokazati da za svako i € Ny vazi

{(a,b) € X* : d(a,b) < f(i)} CVi C {(a,b) € X* : d(a,b) < f(i)}

(3) Ako za svako i € Ny wvazi (V;)™' = V;, onda za svako a,b € X vazi
d(a,b) = d(b,a). Ako je ﬂ V. = Ax, onda za svako a,b € X wvazi

1€Np

d(a,b) =0=a=0b.
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Dokazata.
(4) Ako je ,liin f(i) =0, dokazati da je d(a,a) =0 za svako a € X.
1—>1+00

(5) Neka je U uniformnost na skupu X tako da je V; € U za svako i € N.
Ako je (V;)=' =V, za svako i € N i ako je lli+m f(i) =0, dokazati da je d
1—+00

Top, (U) x' Top,(U)-neprekidna funkcija.

Zadatak 212. Dokazati da je svaka topologija koja je indukovana nekom
uniformnoscéu potpuno regqularna.

Zadatak 213. Neka je (X, 7) proizvoljan topoloski prostor i neka su za
e € (0;400), ke Ni fi: (X,7) == R, i = 1,k, definisane refleksivne
relacije

=1,k

Divosei= { (@0) € X x X max|f(a) = )] <<}
Dokazati da je
F(r):= {Df1 77777 fe 1 €€ (0;400),keNG f: (X, 7) — R zaizl,_k}

u-baza na skupu X i to takva da je Top,(F(1)) C 7. Ako je (X, T) potpuno
reqularan prostor dokazati da je Top (F(7)) = 7.

Zadatak 214. Neka je (X,U) uniforman prostor takav da je T := Top,(U)
kompaktna topologija. Dokazati da za proizvoljan T-otvoren pokrivaé A
skupa X postoji R € U tako da za svako (a,b) € R wvazi {a,b} C A za
neko A € A.

2.15 Topoloske grupe

U zadacima 215.-225. G := (G, -, 7) je proizvoljna topoloska grupa i ¢ njen
jedini¢ni element.
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Zadatak 215. Dokazati sledeca tvrdenja:

(1) Za svako x € G preslikavanja l, : G — G i d, : G — G definisana sa
l,(2) =22z 1d,(2) = zx za z € G su (7, T)-homeomorfizmi;

(2) Za svako A C G iz,y € G vazi

(A)D = (ACD) i int(zAy) =z - int(A) - y;

(3) Za svako v,y € Guazi{A et :ve A} ={ay'B :ye BerT};
(4) Za svako U € 1, gde ¢ € U, i svako n € N postoji neko V' € 1 tako da
jeV=vVEDjecVCV®CU.

Zadatak 216. Neka je B lokalna baza u strogom smislu u tacki e 1 A C G.
Dokazati da vazi A = ({AU : U e B} =(\{UA : U € B}.

Zadatak 217. Dokazati sledeca tvrdenja:
(1) (G, 1) je regularan prostor (ne obavezno Ts);
(2) Ako je A € T tako da je A® C A, onda je A zatvoren skup.

Zadatak 218. Neka je (G,T) povezan prostor i ¢ € int(A) za neki skup
“+o0o
A C G takav da je A = A"V . Dokazati da je G = U AM.

n=1

Zadatak 219. Dokazati da su sledeci uslovi ekvivalentni:
(1) (G,7) je Ty prostor;
(2) (G, 1) je Ty prostor;
(3) (G, 1) je Ty prostor;
(4) (G, 7) je Ty prostor;

(5) (U €r]ec U} = {e}.

Zadatak 220. Dokazati sledeca tvrdenja:

(1) Ako je (H,-) podgrupa grupe G, onda je i (H,-) podgrupa grupe G;
(2) Ako je (H,-) normalna podgrupa grupe G, onda je i (H,-) normalna
podgrupa grupe G.

Zadatak 221. Ako je C' C G komponenta povezanosti tacke ¢, onda je
(C, ) normalna podgrupa grupe G.
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Zadatak 222. Neka je (G,7) Tq prostor.

(1) Dokazati da je centar grupe G zatvoren skup.

(2) Pretpostavimo da postoji qust skup S C G takav da za svako a,b € S
vazi ab = ba. Dokazati da je (G,-) Abelova grupa.

Zadatak 223. Neka je (H,-) podgrupa grupe G i neka skup H ima bar
jednu izolovanu tacku. Dokazati da je H diskretan skup prostora (G, ).

Zadatak 224. Neka je (G,T) povezan Ty prostor i H C G diskretan po-
dskup tako da je (H,-) normalna podgrupa grupe G. Dokazati da je H
podskup centra grupe G.

Zadatak 225. Neka je 7 T topologija i D C G diskretan podskup tako da
je (D, ) podgrupa grupe G. Dokazati da je D zatvoren skup.

Zadatak 226. Neka su Gy := (Gy,-,11) i Gy = (Ga,®,T2) proizvoljne
topoloske grupe, ¢ jedinicni element grupe Gy i f : G1 :— Gy proizvo-
ljan homomorfizam grupa (Gy,-) i (Ga, ®). Dokazati da su sledeéa turdenja
ekvivalentna:

(1) Preslikavanje f je (11, T2)-neprekidno u tacki ei;

(2) Preslikavanje f je (11, T2)-neprekidno u bar jednoj tacki;

(3) Preslikavanje f je (11, T2)-neprekidno.

Zadatak 227. (1) Ako je (X,7) prostor iz P 8 i x xy =z + vy, za svako
z,y € X, dokazati da je (X, *,7) topoloska grupa;

(2) Ako je (X,7) prostor iz P 11 i x xy := x + vy, za svako x,y € X,
dokazati da (X, *,T) nije topoloska grupa.

Zadatak 228. Dokazati da ne postoji operacija * na skupu X tako da je
(X, *,7) topoloska grupa ako je

(1) (X, 7) prostor iz P 2;

(2) X ={0}u{l/n : neN} iT:=pux.
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Zadatak 229. Neka je X = P(N) i neka je za svakon € N i S C N
definisano V(n,S) :={A € X : An[l;n]=SnN[L;n]}. Ako je

7:=Top({V(n,S) : ne N, S CN})

1 AAB, za A, B € X, simetricna razlika skupova A i B, dokazati da je
(X, A\, 7) kompaktna Hausdorff-ova topoloska grupa.

Zadatak 230. Nacéi sve zatvorene, neprazne, netrivijalne podgrupe topolo-
ske grupe (R, 4+, ur).

Zadatak 231. Nekaje S := {(z,y) € R* : 2* + y* = 1} jedinicna kruznica
u R? i T := (S,-,1us) grupa kompleksnih brojeva jedinicnog modula sa
klasi¢nim mnozZenjem kompleksnih brojeva i topologijom koju S nasleduje od
uobicajene topologije na R Ako je (H,-) beskonacna podgrupa topoloske
grupe T, dokazati da je H pg-gust skup.

Zadatak 232. (1) Neka je G = (G, -, T) kompaktna topoloska grupa (tj. T
je kompaktna topologija) i f : G — R T-neprekidan homomorfizam grupa G
i (R, ur). Dokazati da f mora biti trivijalan homomorfizam (tj. f(x) =0
za svako x € G).

(2) Neka je G := (G, -, 1) Ty topoloska grupa (tj. T je Ty topologija) tako da
je svako x € G konacnog reda (tj. " = ¢ za neko n, € N, gde je ¢ jedinicni
element grupe G), i neka je T := (S, -, ug) topoloska grupa iz zadatka 231.
Ako je f S — G (us, 7)-neprekidan homomorfizam grupa T 1 G dokazati
da f mora biti trivijalan homomorfizam.

Zadatak 233. Nekaje (X, 7) izP 12, gde je A = B proizvoljan beskonacan
skup, a X skup svih bijekcija iz A u A, i stavimo G := (X,0,7) gde je, za
frge X, fog: A— A klasicna kompozicija funkcija g 1 f definisana sa
(fog)(a) = f(g(a)) zaa € A.

(1) Dokazati da je G topoloska grupa.

(2) Dokazati da svaka netrivijalna normalna podgrupa grupe (X, o) mora
biti gust skup.
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Zadatak 234. Neka je H := (H,-) normalna podgrupa grupe G = (G, -, T),
~g:={(x,zh) : v € X, h € H} kongruencija na G odredena sa H, \ :=
Factor(r,~g) i m : G = G/, kanonski epimorfizam odreden sa H, tj.
m(x) =2H za z € G.

(1) Dokazati da je m (1, X)-otvoreno i (T, \)-neprekidno preslikavange.

(2) Dokazati da je (G/NH, ~,)\) topoloska grupa.

Zadatak 235. Neka su (S, -, ug) topoloska grupa iz zadatka 231. i (R, +, ugr)
aditivna grupa realnih brojeva sa uobicajenom topologijom. Ako je ~ ko-
ngruencija odredena (normalnom) podgrupom (Z,+) grupe (R, +) dokazati
da postoji neki (Factor(ug, ~), pus)-topoloski izomorfizam grupa (R/N, +) i
(S,-).

w o

tnih matrica nad R reda n, uobicajeno mnoZenje matrica i T topologija
koju M nasleduge od TT. ny2 HR-

(1) Dokazati da je (M,-,T) topoloska grupa.

(2) Neka je H .= {A € M : det,(A) = 1} i ~y kongruencija na (X, )
odredena podgrupom (H,-) dokazati da je topoloska grupa

(M/NH, -, Factor(r, NH))

topoloski izomorfna sa topoloskom grupom (R \ {0}, -, ur\{0})-

Zadatak 237. Neka je (G,-,T) topoloska grupa. Dokazati da je (G, T) po-
tpuno reqularan topoloski prostor.

Zadatak 238. Neka je (X,7) prostor iz P 13 i neka je za svako t € R

preslikavange p, : X — R definisano sa p(f) = f(t) za f € X. Pre-

tpostavimo da je v : X — R (7, ur)-neprekidno preslikavanje za koje vazi

via-f+6-9) =av(f)+ Br(g) za svako f,g € X i o, € R. Dokazati da
k

postoje k € N i ty,... ty,aq,...,a; € R tako dajel/:Zai-pti.
i=1
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Deo 3
Resenja

1. Familija 7 nije topologija jer vazi {1,2,3} U{2,3,5} = {1,2,3,5} ¢ 7
iako je {1,2,3),{2,3,5} € 7. 0

2. (1) Zar,s € Rje (—oo,7) N (—00,s) = (—oo,min{r, s}). Ako jeT CR
neprazan ograni¢en odozgo i r := sup7 € R, onda je [J{(—o0,z) : z €
T} = (—oo,7). Ako je T neogani¢en odozgo, onda je | J{(—o0,z) : x €
T} =R.

(2) Ako je (¢, : n € N) bilo koji rastuci niz racionalnih brojeva koji
konvergira ka v/2, onda imamo (—o0,q,) € 7, n € N, dok U (—00, qn) =
neN

(—oo, \/§> ¢ 7. Dakle 7 nije topologija. 0

3. Imamo @ € 19 C 7. Neka je A C 7 proizvoljna familija. Ako je A C 7
onda, kako je 7 topologija, mora biti |JA € 70 C 7. Ako je A € 79 onda
mora biti X € A pa, obzirom da je A CY C X zasvako A € ANy, imamo

UA=xuJAnn) =X

Neka su sada U,V € 7. Ako je X € {U,V}ondajeUNV € {U,V} C .
Ako je X ¢ {U,V} onda je U,V € 7y pa, kako je 7y topologija, mora biti
UnverncCr. O

83
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4. Ako su 7,5 € N tako da je 1 < j, onda imamo A; N A; = A; € 7. Neka
je M C N proizvoljan neprazan skup. Ako je M beskonacan, onda vazi
U A; = X € 7. Ako je M konacan i k := max M, onda je U A=A eT.
s ieM

5. Neka je (X, 7) iz P 1. Imamo [k; +00)N[l; +00) NN = [max{k, [}; +00) N
N za svako k,I € N. Ako je M C N proizvoljan neprazan skup, onda je
U [n; +00) = [min{k, 1}; +00).

neM

Neka je (X, 7) iz P 4. Neka je U,V € 7. Ako xy ¢ U ili zy ¢ V, onda
jeixg ¢ UNV € 7. U suprotnom su skupovi X \ U i X \ V konacni. Zato
jeiskup X\ (UNV)=(X\U)U (X \V) konacan pajeUNV € 7.

Neka je A C 7. Ako vazi xg ¢ A za svako A € A, onda je xy ¢ | J A pa
je UA € 7. Ako postoji neko Ay € A tako da je xy € A, onda je X \ A
konacan skup. Otduda je i skup X \ |JA C X \ Ay konacan, te je |JA € 7.

Da je uredeni par (X, 7) iz P 5 topoloski prostor dokazuje se na slican
nacin ako u prethodnom slucaju, a isto vazi i za uredene parove (X, 7) iz P
2iP 3. O

6. A C Top(A) vazi po definiciji za proizvoljnu nepraznu familiju A. Neka
je najpre B # @ topologija. Tada je B zapravo topologija na skupu | J B pa
je po definiciji Top(B) C B, tj. Top(B) = B. Ako je Top(B) = B onda je B
topologija jer Top(.A) to jeste za proizvoljnu nepraznu familiju .A. O

7. Stavimo U := JU i V := V. Podsetimo se najpre da su Top(U) =
({7 : 7 je topologija na skupu U iU C 7} i Top(V) = ({7 : 7 je
topologija na skupu V' 1V C 7} topologije na skupovima U i V, respektivno.
Primetimo da iz U C V C Top(V) sledi da je U € Top(V) kaoida U C V.

Kako je U C V to je rely (Top(V)) = {UNA : AeTop(V)} = A
topologijana U. AizU CV CTop(V)iizAelU = UNA= Asledi jos

idajel C A\ Zbog toga na osnovu definicije zakljué¢ujemo Top(U) C A.
U € Top(V) povlaci A C Top(V) te najzad i Top(U) C Top(V). 0
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8. Oznac¢imo A = UA iB = UB Jasno B C A pa na osnovu za-

datka 7. vazi Top(B) C Top(A). Za svako i € I imamo B; C B pa je
i A; C Top(B;) C Top(B). Zato je A C Top(B) odakle sledi Top(A) C
Top (Top(B)) = Top(B), obzirom da je Top(B) topologija. O

9. Nek je X =B, 7:=Top(B) i \:={JA : AC Pr(B)}. Kako je 7
topologija to iz B C 7 najpre sledi Pr(B) C 7, aondai A C 7.

Ako je U € B onda je U = ({U} € Pr(B). Zato je B C Pr(B). Ako
je U € Pr(B) onda je U = |J{U} € \. Zato je Pr(B) C . Obzirom da je
B C X to ¢e 7 C A slediti ukoliko pokazemo da je A topologija na X.

Jasno Pr(B) CP(X)i A CP(X). Iz BC Pr(B)sledi X =B € A
Takode je o = J2 € A.

Ako su Fy, Fy C B konacni skupovi, onda je ((F1) N (N Fz2) = (F1U
F3) 1 F1 U F, je konacan podskup od B. Zato ako je U,V € Pr(B), onda je
1UNU, € PI“(B)

Neka su Uy, Us € A\, Dakle U; = |J A;, @ = 1,2 za neke Ay, Ay C Pr(B).
Imamo U1 NU; = (A1) N (UA2) = UL, gde je L:={A1NA : A €
A, i =1,2}. Ako A; € A; C Pr(B), i = 1,2, onda je A; N Ay € Pr(B).
Zato je LC Pr(B)pajeiUNUy=JL € A

Ako je A C X onda za svako U € L postoji Ay C Pr(B) tako da je U =
UAv. Zatoje UL=U{U : Uel}=U{UAv : UeLl}=UP e\
gde je P:=J{Ay : U € L} CPr(B). O

10. (1) Neka je 7 := Top (AU{S})im:={AUB : A€ AiB €erelg(\)}.
AeXCmiSenpovlaci ANS € 7y. Zatojerelg(\) C 1. AeACny
i B €relg(A\) €1 povlaci AU B € 1. Zato je 75 C 7.
Kako je @ € A1 S € relg(\) (obzirom da je S € X € \) to je S € 7.
Kako je 2 = o2 N S € relg(\) to je A C 7. Sada iz AU {S} C 7 sledi
= Top (AU{S}) C Top(m). Ako pokazemo da je 7o topologija tada
imamo da je Top(m) = 75 te je konaéno 7 = 7.
Primetimo najpre da ako A € A i B € relg()\), onda je AN B € relg(A).
Zaista, imamo B = SN C zaneko C € Apaje ANB=AN(SNC) =
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SN(ANC) erelg(N), jer je ANC € A

Neka je sada U;,Us € 175. Tada je U; = A; U B; za neke A; € A\, B; €
relg()\), 1= ﬁ Imamo UlﬂUQ = (AlﬂAQ)U (AlﬂBg)U(BlﬂAg)U(BlﬂBg)
Jasno M := AjN Ay € \. Kako je AyN By, ByN As, BiN By € relg(A) to je i
N = (AlﬂBQ>U(B1mA2)U(BlmBQ> € I'els()\). Zatoje UlmUQ = MUN € To.

Neka je sada U; € 1o, @ € I. Tada je U; = A; U B; za neke A; € A,

B; € relg(\), i € I. Imamo | JU; = | J(A;UB)) (UA>u<UBi> € 7y,

iel iel iel iel
obzirom da je UAZ' e UBZ' € relg(A).

i€l el

Napomena 1. Ukoliko je A = {A,...,A,} konacéna topologija ovim je
direktno dat algoritam za izlistavanje skupova iz 7 := Top (AU {S}). Da
bi se izbegla neka nepotrebna ponavljanja pri ispisivanju elemenata ove
topologije obi¢no se koristi jednakost 7 = AU 6O Un gde je

0:={A,NS : 1<i<n, 14,NS¢&A =relg(A)\ A

n:={AUB :1<i<n, BefiAUB¢ANUG}.

Proverimo ovu jednakost. 1z 6 C relg(\) sledi n C 7. Kako je A C 7 i
0 Crels(A\) CTtoje AUOUnN C 7. Neka je sada U € 7\ (AUBH). Ukoliko
pokazemo da je U € n direktno bi sledila zeljena jednakost.

Imamo U = A; U B zaneko 1 < i < nineko B € relg(A). Kad bi
bilo B € A, onda bi imali U = A; U B € A, suprotno pretpostavci. Zato je
B € relg(A) \ A = 0. Kako je jasno A;UB =U ¢ AU# to je kona¢no U € n.
(2) Koristedi se zadatkom 8. lako se dokazuje indukcijom po i = 1,n da
vazi A; = Top ({ X, Ay, ..., Ai}). O

11. Top(B) = {,{1,2,3,4,5},{1,2,3},{2,3,4},{2,3},{1,2,3,4},{2,3, 5},
{1,2,3,5},{2,3,4,5}}. O
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12. (1) Ovo sledi iz {z} = [z — 1; 2] N [z;2 + 1].

(2) Akosu A, B,C'i D cetiri razlicite tacke prave p tako da duz sa krajevima
A1 Biduzsakrajevima C'i D imaju prazan presek, onda je {p} = s(A, B)N
s(C, D) € 7. Kako je svaki jednoelementan skup T-otvoren to je 7 diskretna
topologija. a

13. Ako je (X,7) iz P 6 onda tvrdenje sledi iz kZ N IN = NZS(k,[)N i
k € kN. Ako je (X, 7) iz P 7 onda tvrdenje sledi iz DN D; € {@, DNZD(M)}
ike Dy.

Neka je (X, 7) iz P 8 ineka su l;, k; € Z, i = 1,2. Oznacimo V := (I; +
FMiZ)N(lo+keZ). Tada jeiliV =@ ili V. = m+kZ, gde je k := NZS(ky, k2)
i m € V proizvoljno. Zaista, neka je m € V. Tada je m = l; + k;jz;, i = 1,2,
za neke w1, x9 € Z. Ako jea € V onda je a—m € kiZNkoZ, te a—m € kZ,

pa je a € m+ kZ. Ako je a € m + kZ onda je a = m + ky za neko y € Z,
_ k

pajea =1+ kix; + kiziy = l; + ki(x; + zy), 1 = 1,2, gde je z; = T € Z,
dakle a € V. '

Neka je sada (X, 7) iz P 9 ineka su l;, k; € N tako da je NZD(l;, k;) = 1,
i =1,2. Oznacimo V := (I + k17Z) N (I3 + koZ) N N. Na osnovu prethodno
dokazanog, ako nije V' = @ onda je V = (m+kZ)NN, gde je k := NZS(k1, k2)
i m € V proizvoljno. Kako je m = I; + k;x;, i = 1,2, za neke x1, x5 € Z, to
iz NZD(l;, k;) = 1, i = 1,2 sada sledi da je i NZD(m, k;) = 1, i = 1,2, pa je
NZD(m, k) = 1. Zato je V € B.

Sto se tice P 11 primetimo da je p € V[z|p(z)] za svako p € X i svako
x € A kaoida

Viai,...,au|b1,..., 0, N V]d, ... a b}, ..., 0]
=Vliay,...,an,a}, ... a |by,... 00,07, ..., 0]

U P 15, za konacne Ay, Ay C Ni beskonacne By, By C N, gde max A; <
min B;, i = 1,2, stavimo U := El(A;, By) N El(As, By). Neka je S € U.
Primetimo da mora biti A; C A, ili Ay C A;. Zaista, pretpostavimo da
postoje my € A\ As img € Ay \ Ay. Izmy € Ay C S C Ay U By sledi da
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my1 € Bs. Analogno ms € B;. Sada max A; < min By povlaci my < m;.
Ali analogno mora biti i my < ma.

ZaT C Nimamo daje (A CT C A UB))A (A CT C Ay U By)
ekvivalentno sa A; UA; CT C (A; U B;) N (AU By). Ali u nasem slucaju
je

(A1UB)N(A2UBs) = (A1NAs)U(A1NBe)U(B1NA)U(BINBy) = (A1UA)U

(B1 N By)

te je U = El(Al U AQ,Bl N Bg) Iz S\ (Al U Ag) Q Bl N B2 sledi da je
By N By € X. Takode imamo max(A; U A3) = max {max A;,max Ay} <
max{min By, min By} < min(B; N By). Zato je U € B. O

14. Neka je (X, 7) iz P 10, neka su p; # ps dva prosta broja i l;,l; € N
proizvoljni tako da I; ¢ p;N, i = 1,2. Oznacimo V := (I} + p1Z) N (I +
poZ) NN. Uocimo m € V (ovo je moguce jer je NZD(py, p2) = 1). Tvrdimo
da ne postoji nijedno U € B tako da je m € U C V. Zaista, neka su a € N
i prost broj ¢ takvi da je U := (a + ¢Z) "N C V. Na osnovu resenja
zadatka 13. znamo da je V = (m + p1peZ) NN. Iz a € U C V sledi da
je a = m + pipery za neko x; € Z. Aiz a+q € U C V sada sledi da
je m + pipex1 + ¢ = m + p1paxa, za neko x; € Z. No ovo znadi da je
q = p1p2(x2 — x1), 8to protivureci izboru brojeva py,ps i g.

Pokazimo sada da je B’ baza. Najpre indukcijom po n > 2 utvrdujemo
da

akosulj, k; €Z, i=1,n,im¢€ rW(lZ + ki Z)

i=1

onda je [)(li + kiZ) = m + NZS(ky, . .., kn)Z (3.1)

i=1

Za n = 2 ovo nam je ve¢ poznato, a da izvedemo indukcijski korak pret-

postavimo da je m €
n+1 n+1 n+1

=1 =1 =2
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k1Z) N (m —+ NZS(]{Q, cey k’n+1)Z) = m + NZS(kl, NZS(]{Q, Cey k’n+1)>Z =
m + NZS(kl, ]{]2, . ,kn+1)Z.

Da je B’ baza za 7 dokazacemo tako $to ¢emo se uveriti u jednakost
B\ {e}= {ﬂP : P je neprazan konacan podskup od B} \{o} =L

(videti zadatak 9.).

Neka je sada a € N i neka su py,...,p, medusobno razli¢iti prosti
brojevi tako da a ¢ p;Z za i = 1,n. Imamo da je (a+p,Z)NN € B, i = 1,n,

a na osnovu (3.1) vazi (a+py - pZ) NN =NN ﬂ(a +piZ) € L, jerjea €
i=1

(a+p;Z)NN zai=1,n. S druge strane ako su l;, k; € N, i = 1, n, pri cemu

su ki, ..., k, takvi prosti brojevi da k; f[;,1akojem € Nﬂﬂ(li+kiZ), onda

i=1

opet zbog (3.1) imamo da je Nﬂﬂ(li—l—kiZ) = NN(m + NZS(ky, ..., k,)Z) =
i=1

(m+p1-psZ)NN=:U € B', gde su py, . .., p, medusobno razliciti tako da

je {ki, ...k} ={p1,...,ps}. Kakojem = l;+k;x; zaneke z; € Z, 1 = 1,n,

to imajudi u vidu da je NZD(l;, k;) = 1, dobijamo da je NZD(m,p; - - - ps) =
1. Zato je U € B'\ {=}. O

15. Konacna familija A C P(X) je topologija na skupu X ako i samo ako
vazi:

- {@, X} g A)

-PQeA = (PNQe AN PUAcA).

Ako kona¢na familija 7 C P(X) zadovoljava ove uslove, na osnovu De
Morgan-ovih zakona zadovoljava i kona¢na familija {A° : A € 7}. O

16. Neka je U € By proizvoljno. Kako je U otvoren, a B baza, to postoji
A C B tako da je U = |J A. Sli¢no, za svako V' € A postoji neko Ly C By
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takodaje V=JLy. JasnoU =JA=U{ULv : Ve A} =UU{Ly :
Ve A} =JL, gde smo stavili £ := U Ly.

VeA
Ne moze biti U ¢ L jer bi tada By := By \ {U} 2 L bila baza sa
manje elemenata od By. Zaista, ako je W otvoren onda je W = |JF

za neko F C By. Ako ve¢ nije F C Bj, onda mora biti U € F te i
W =UUUFE\{U}) = UL U U@FN{U}) =UKLU(F\{U})) pri
cemu LU (F\{U}) C By.

Dakle U € L pajeU € Ly zaneko V € A. Otuda je U C Ly =
VCUA=U,t. U=V e ACB. O

17. Neka je {4, : n € N} C P(N) proizvoljna familija skupova. Skup
S:={xr€eR : IneN, z=inf A,} je prebrojiv pa postoji neko r € R\ S.
V = [r,r + 1) je neprazan otvoren skup i jos je r € V. Kad bi za neko
n € N bilor € A, C V, onda bi imali r = inf A,, € S, §to nije moguée. O

18. Primetimo da je jedna od pretpostavki zadatka to da za svako x € X i
svako N € N, vazi z € N. Nekaje \:={AC X : Vo€ AIN € N, (N C
A)}. Jasno {g,X} C XA C P(X). Pokazimo da je A topologija (na skupu
X).

Neka su A, Ay € Minekaje z € A;NA, proizvoljno. Za i = 1,2 postoje
N; € N, tako da je N; C A;. Prema uslovu (1) postoji neko N € N, tako
da je N C Ny N N,. Sada imamo x € N C Ny N Ny C A; N Ay. Dakle
ATNAy e N

Neka je sada A; € A za svako i € I. Ako je x € U A; proizvoljno neka

icl
je ip € I takvo da je x € A;,; iz A;, € A sledi da postgji neko N € N, tako
daje N C A, C UAi' Dakle UAZ- € A\
iel icl

Ovim smo dokazali da je A\ topologija na skupu X. Ako je z € X
i A € X tako da je z € A, onda prema definiciji familije A\ postoji neko
N € N, tako da je x € N C A. Odavde bismo mogli da zaklju¢imo da je
N, lokalna baza topologije A u tacki x ukoliko bismo znali da vazi N, C \.
No ovo je samo preformulacija uslova (2).
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Najzad ako je 7 proizvoljna topologija na skupu X takva da je za
svako x € X familija A, 7-lokalna baza topologije 7 u tacki z, onda za
svako A C X vazi

AerT <— VzeAINeN, (xe N CA)

tj. 7= A a

19. Neka je B prebrojiva baza ¢iji su elementi otvoreno-zatvoreni skupovi.
Uocimo familije A :={U € B : ANU#oiUNB=g}iB:={U ¢
B : UnNA = g} iporedajmo ih u nizove: A = {U, : n € N} i
B={V, : neN}

Definisemo C' := {Un \ UV; NS N}.
i=1

Neka je x € A. B je zatvoren pa postoji neko W € B tako da x € W i
W N B = @; ovo povlaci da je W € A, tj. W = U, za neko n. Kako x € A i
n n

AﬂUVizatoxe Un\UV; CC.ZbogCCUAi|JANB = 2 imamo
i=1 i=1
CNB=go.
Neka je ¢ C. Tada je ¢ A pa kako je A zatvoren to postoji neko
WeBtakodaz € WiWNA=g. Imamo dakle W € Bpaje W =V, za

neko j € N. V; je disjunktan sa skupovima U, \ U Vizan > j, pajes tim
i=1
skupovima disjunktan i V; N P, gde je P ona otvorena okolina od z koja je

i=1
(a takva postoji jer je @) zatvoren i x ¢ (). Dakle C je zatvoren. O

k
disjunktna sa zatvorenim skupom @ := J < U \ UV; c1<k<n-— 1}

20. Neka je Q C ﬂ U,, gde su U, otvoreni u R. Pokazimo da postoji neko
neN

rEQ\ﬂUn. Neka je Q = {¢, : n € N}L

neN
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Postoje nizovi (a, : n € N)1i (b, : n €N), a, < b, tako da vazi:
- Gn & [an; bal;
- [an41; but1] C [an; bn] C U

Zaista, ova dva niza moguce je rekurzivno konstruisati na slede¢i nac¢in:
Skup U \ {q:} je otvoren skup pa pOStOJe e,u € R, e > 0, tako da (u —

€
giu+¢e) CU\ {q:}. Stavimo a; :=u — 5 by := u + =. Pretpostavimo da

su a, < b, veé¢ konstruisani tako da vazi [a,;b,| C U,. U1 je otvoren gust
(zbog U, 2 Q), a (an;b,) \ {¢us+1} je neprazan otvoren skup, pa je V' :=
Upi1 N [(an; bn) \ {gns1}] otvoren i neprazan. Zato postoje neki v,0 € R,

4]
d > 0 takvi da je (v—3d;v+6) C V. Uzmimo a, 41 :=v — 2 1byi1 = v—|—§.
Nakon ove konstrukcije uocimo r € ﬂ [a,;b,] # @. Ako je s € Q onda
neN

postoji n € N tako da je s = ¢, ¢ [an;b,] pa zbog r € [an;b,] mora biti
s # r. Ovo dokazuje da je r ¢ Q. S druge strane ako je m € N proizvoljno,
imamo da je 7 € [a,,; bn] C U,,. Otuda je r € ﬂ U,.

neN

Napomena 2. Ova c¢injenica lako sledi iz slede¢a dva poznata tvrdenja:
(1) svaki G5 podprostor kompletno metrizabilnog topoloskog prostora je
kompletno metrizabilnan;
(2) za svaki kompletno metrizabilnan prostor bez izolovanih tacaka postoji
podprostor homeomorfan Cantor-ovom skupu, tj. Tychonoff-skom stepenu
N0, 1} diskretne topologije na {0, 1}.

Zaista kad bi Q bio G5 podprostor realne prave to bi i on poput nje bio
kompletno metrizabilan na osnovu (1). No kako je Q prostor bez izolovanih

tacaka to bi na osnovu (2) on sada morao da sadrzi neki podskup moci
kontinuum, kontradikcija. O

21. Tvrdenje se direktno proverava koriséenjem definicija pojmova koji se
U njemu pominju. O

22. (1) Neka su B;, By, C N kona¢ni i ny,ny € N takvi da je n; >
max B;, i = 1,2 i neka je P € Ty, n, N Tp,n, # 2. Bez gubljenja opstosti
mozemo pretpostaviti da je ng > ny. Pokazimo: T, ,, N Thyny = Thyms-
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NekajeT € Tp,n,. Zbog [1;n1] C [1;no] imamo TN[L;ny] = (TN [1;n2])N
[1;n1] = (BaN[1;ng]) N [L;ng] = (PN [Line])N[1;n] = PN [0y = By, tj.
T e TBl,nl'

Prelazimo na deo tvrdenja koji se tice topologije 5. Nekasu Ay, Ay C N
beskonacni i P € Sy, N Sa,. Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti
da je ny := minA4; < minA; =: ny. Stavimo A := (A; N [ny;ng]) U
(P N [ng; +00)). Pokazimo daje P € Sy C S4,NS4,. Zbog PN[ny;ns € PN
[n1; +00) C Ay imamo PN[min A; +00) C (A1 N [n1;ng))U(P N [ng; +00)) =
A. Dakle P € S4. Dalje imamo P N [ng;+00) € PN [ng;+00) = PN
[min A;;+00) C Ay paje A C A;. Kako je jos i min A = min A;(= ny)
to je jasno da S4 C Su,. Preostaje da pokazemo da je Sy C Sa,. Neka je
S e€Saime SN [minAy;+00) = SN [ng;+00). Ako je m = ny = min A,
onda je jasno m € As. Ako je m > ny onda m ¢ [ni;ns] pa zbog
m € SN[ny;+00) = SN[min A; +00) € A = (A; N [ng;n2])U(P N [ng; +00))
imamo m € P N [ng;+00). Ali P € Sy, pa je PN [ng;+o0) C Ay. Zato je
najzad m € A,.

(2) Neka je B konac¢an, a A beskonac¢an podskup od N tako da je max B <
min A =: n. Pokazimo da je EI(B, A) = Tp,,-1NSa. Neka je P € EI(B, A),
tj. neka BCPCBUA. IzBCPiBC([l;n—1]sledi BC PN[l;n—1].
Dalje PN[1;n—1] 2 (BUA)N[L;n—1] = (BN [Lin—1)U(AN[L;n—1]) =
Bijerje BC [Iin—1]iAN[l;n—1] = 2. Dakle PN [l;n — 1] = B, tj.
PeTpnn.

Imamo P N [min 4;4+00) = P N [n;+o00) C (BUA) N [n;+o00) =
(BN n;+00))U(AN[n;+00)) C Ajer je BN[n;+00) = @. Zato je P € Sy.

Obrnuto, neka su B C N konacan i A C N beskonacan i n € N tako
da je maxB < n ineka je P € Tp, NS4 proizvoljno. Stavimo mg :=
min{i € P : i >n} iU :=El(B, Ay) gde je Ay := P N [mgp;+00). Jasno
mo = min Ay. Kako je PN [l;n] = B to je B C P. Neka je sada ¢ € P.
Ako jei <mondajei € PN[l;n| = B, tj. i € B. Ako je i > n onda po
definiciji broja mgy mora biti my < i te je i € P N [mg;+00) = Ap. Dakle
P C BUAjpaje P eU. Pokazimo sada da je U C T, NS4.

Neka je R € U proizvoljno. Iz B C R C AgU B imamo RN[1;n] 2 BN
[1;n]=BiRN[l;n] C (AN [L;n])U(BN[l;n]) = B jer min Ay = my >n
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povlaci AgN[1;n] = 2. Dakle RN [1;n] = B, tj. R € Tp,. S druge strane
R N [min A; +00) C A vazi zbog PN [min A;+00) CAi RC BUA, C P.
Dakle R € Sy. O

\ X 15,5 € X proizvoljni

23. Primetimo da ako su My, My € P(N)
(n,+00). = @, onda mora biti

i ako postoji n € N tako da S; NSy N
El(Ml, Sl) N EI(MQ, SQ) = J.

Takode primetimo da za proizvoljne Ly, Ly € X postoje L}, L, € X
takvida L) C L;, i=1,2, min Ly <min L} i Ly N L} = 2.

Neka su dati (P, : n € N) e N(P(N)\ X)i (S, : neN)eNX tako
da je max P, < minS,, n € N. Stavimo U, := El(P,, S,). Pokazimo da
{U, : n € N} nije baza za 7. Rekurzivno definisimo A; € X, i € Ny i
B; € X, ie Ntakodaje Ay =Nizaie N

Aip1 €A, Biyn € Sip1, AipitN By =2 1 min A; < min A,

Neka je t, :== minA, i C := {t, : n € N}. Jasno C' € X. Ozna¢imo
W, :=El({t1,...,t,}. 1), gde je T,, .= {t; : j>n}.

Ako su n,m € N proizvoljni i i € T}, takvo da je i > t,,, onda za neko
j>mimamo i =t%; =minA; € A; CA;_; C--- CA,. Ovo znaci da je
T, N (tym, +00) C A,,. Zato je T, N By, N (ty,, +00) C A, N By, = 2. Dakle
vazi @ # El(Py,, Bm) C EW( Py, Si) \ EI({t1, ..., .}, 1) = Uy \ Wi

Ovim smo dokazali ne samo da {U, : n € N} nije baza ve¢ da za
lokalnu bazu {W,, : n € N} u tacki C € X vazi da je int (U, \ W,,) # @
za svako n,m € N. O

24. Neka je By := {(«—,z)<x : z € A}U{(z,—)< : = € A}. Tada je
7 :=lot(<) = Top(By U {A}). Oznacimo 75 := Top(BU {A}).

Neka su z,y € A tako da je x < y. Kako je (z,—)<, (+—,y)< € 1,
(z,y)< = (x,—)< N (+,y)< i kako je 7y topologija, sledi da je (z,y)< € 7.
Time smo dokazali da je B C lot(<) te odatle direktno dobijamo inkluziju
7o C 71.

Pretpostavimo sada da ne postoji ni najveéi ni najmanji element skupa
A u odnosu na <. Neka je y € A proizvoljno. Jasno («—,y)< 2 J{(z,y)< :



95

r € A, x <y} Akoje z € (+,y)< onda, kako z nije najmanji element
skupa A, postojinekot € Atakodajet < z,pajez € (t,y)< C U{(z,y)< :
r € A, x < y}. Zato je (<,y)<x € To. Slicno iz ¢injenice da A nema ni
najvedi element sledi da je (y, =)< € 1. Dakle By C 7 pa imamo da vazi i
obrnuta inkluzija 7 C 7. O

25. Za svako ¢ € [0;1] vazi {(t,r) : r € [0;1]} = ((¢,0); (¢, 1))< €T
Familija ¢ := {((t,0); (¢, 1))< : t € [0;1]} zadovoljava trazene uslove. O

26. (1) Skup B C R je 7-zatvoren ako i samo ako je B = @ ili B =R ili je
B = [z;+00) za neko x € R. Naravno cl(g) = 2.

Neka je dat neprazan A C R. Ako A nije ogranicen odozdo, onda jedini
zatvoren nadskup od A jeste R pa je cl(A) = R. Neka je sada A ograni¢en
odozdo. Oznacimo z := inf A € R. Jasno A C [z;+00). Ako jer € R
i A C [r;+00), onda mora biti r < x. Dakle {FF CR : AC FiF je
T-zatvoren} = {[r;+o0) : r <z} pa je cl(A) = [inf A; 400).

(2) Skupovi koji su T-zatvoreni su @, N i skupovi oblika {1,...,n} zan € N.

Ako je A C N beskonacan, onda jedini zatvoren nadskup od A jeste

N pa je cl(A) = N. Ako je A neprazan konacan ozna¢imo m := max A.
Kakoje {F CN : ACFiF et} ={{l,...,n} : n>m}toje
cl(A) ={1,..., max A}. O

27. Neka je (X, 7) prostor iz P 2 i neka je najpre A C X konacan. Kako je
A° € 7 to je A zatvoren pa je cl(A) = A. Neka je sada A C X beskonacan.
Jedini zatvoren nadskup od A je X pa je cl(A) = X.

Za prostor iz P 3 analognim rezonom se dobija cl(4) = X akoje A C X
neprebrojiv, odnosno cl(A) = A inace.

Neka je (X, 1) prostor iz P 4 B C X je zatvoren ako i samo ako je B
konacan ili je xg € B.

Ako je A C X konacan, onda je A zatvoren pa je cl(A) = A. Neka je
sada A beskonacan. Ako je xp ¢ A onda svaki zatvoren B O A mora biti
beskonacan te mora i sadrzati zo. AU {x¢} je takav dok sam A nije pa je
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cd(A)=({FCX : ACAIiF jezatvoren} = AU {xp}. Ako je s druge
strane xy € A, onda ponovo imamo cl(A) = A = AN{zg}, obzirom da je u
tom slucaju A zatvoren.

Za prostor iz P 5 analognim rezonom se dobija cl(A4) = AU {z} ako
je A C X neprebrojiv, odnosno cl(A) = A inace. O

28. (1) Kako je B baza to imamo da je y € cl ({z}) ako i samo ako za svako
n € Nvaziy € mN=mNnN{z} #2. Izy € mN =y € yN C mN sada
sledi da je y € cl({z}) ako i samo ako yN N {z} # o, tj. x € yN. Dakle
cl({z}) ={y € N : = € yN} je skup svih delilaca broja z.

(2) Akojex ¢ Pix # 1, onda je PNzN = @ i pa je x ¢ cl(P). Dakle
cl(P) C PU{l}. KakoizU € Bil € Usledi U = IN = N, i kako je B baza,
to imamo da je 1 € cl(A) za svaki neprazan A C N. Otuda zakljuc¢ujemo
da je cl(P) = P U {1}. 0

29. (1) Ako je p prost broj onda {p} = D, € 7. Kako svaki gust skup
mora da sadrzi sve izolovane tacke prostora to on mora da sadrzi sve proste
brojeve. Obrat sledi iz ¢injenice da je skup svih prostih brojeva gust: ako
je m € X onda je m € pN za neki prost broj p, tj. p € D,, (setimo se da je
B baza).

(2) Neka je x € X proizvoljna tacka. Ako je y € cl({z}) onda zbog
y € D, € 7sledi da je {z} N D, # 2, tj. y € zN. Sa druge strane, ako
sun € Nik € X proizvoljni tako da xn € Dy, onda iz k € xnN C zN
sledi z € Dy N {z} # @. Obzirom da je B baza ovim smo pokazali da je
zn € cl({z}). O

30. (1) Neka su k, [ € Z proizvoljni pri ¢emu je k # 0. Ako je x ¢ [+ kZ =:
UtadazaV :=x+kZ € tvaziz e ViVNU =g tejex ¢ cl(U) D acc(U).
Ako jex € Uia,b € Z, gde b # 0, tako da z € a + bZ =: V, onda je
UNV = x+NZS(k,b)Z beskonacan skup. Kako je B baza to je x € acc(U).



97

(2) Za I,k € N = X stavimo M(l, k) := (I + kZ) N N. Pokazimo najpre da
ako su ly, lo, k1, ko € N proizvoljni, onda

M(ly, k1) N M(lo, ko) # @ ako i samo ako d| l; — Iy

gde d := NZD(ky, ks). Ako je Iy — ly = md za neko m € Z onda, kako
d = aky + Bky za neke o, f € Z, imamo Iy + (—ma)k; = ls + (mf)ke. Neka
jen € N takvo da je z := Iy + (—ma)ky + nkiko = lo + (mB)ky + nkiks > 0.
Tada je z € M(ly, k1) "M(l, k2). Obrnuto neka je M(ly, k1) "M(lg, ko) # 2.
Tada je Iy + miky = Iy + moko, za neke my,ms € N. Otuda je l; — Iy =

m2k2 — mlk‘l =d- (7712— — ml—).

Neka su sada m, [, k € N. Da pokazemo da je mk € cl (M(l, k)) uo¢imo
proizvoljno r € N tako da je NZD(r,mk) = 1. Tada je i NZD(r, k) = 1 pa
je (prema upravo dokazanom) M(mk,r) N M(l,k) # @. Ovi smo dokazali
da je mk € cl (M(l, k)), obzirom da je zbog

a € M(b,n) <= M(a,n) =M(b,n)

i zadatka 13. familija {M(mk,b) : a,b € N;NZD(mk,b) = 1} lokalna baza

u strogom smislu u tacki mk topologije 7. a

31. (1) Neka je x € UNcl(A). Znamo da je = € cl(A) ekvivalentno sa time
daVV € 7x (1 €V =V NA+#a), pakako je x € U € Tx to mora biti
UNA#a.

(2) Nekajex € cl(U) inekaje V' 5 x otvoren skup. UNV je otvorena okolina
od x pa kako je S gust to postoji nekoy € SN(UNV)=VN(SNU) # 2.
Time je dokazano da je x € cl(SNU).

(3) Neka je V' > z otvoren skup. U NV je okolina tacke = pa iz = € cl(A)
sledi da postoji nekoy € AN(UNV)=VnN(UNA)+# @. Dakle mora biti
zec(UNA). O
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32. Za p ¢ X \ Pol, stepena m > n izaberimo proizvoljno m + 1 razli¢itih
realnih brojeva x1,..., 11 € R i stavimo

W .= V[xl, o, ... 7xm+1|p<x1)u s 7p(xm+1)]

W je otvoren skup koji sadrzi p i za koji vazi W N Pol, = @. Zaista,
pretpostavimo da postoji neko ¢ € W N Pol,. Kako je ¢ stepena ne veceg
od n, an < m, obzirom da p ¢ Pol,, to je p—q polinomska funkcija stepena,
m koja ima m + 1 razlicitih korena x4, ..., x,,41, Sto nije moguce. a

33. (1) A:={V[l]r] : r € R} je jedna takva familija.

(2) Ako je A bilo koja familija iz dela (1) ovog zadatka i S gust skup, onda je
svaki neprazan u € A mozemo izabrati po sy € UNS. Sy :={sy : U € A}
je podskup od S modéi kontinuum, jer iz sy = sy za neke U,V € A sledi
sy € UNV # @, sto je nemoguce. Dakle S ne moze biti prebrojiv.

Napomena 3. Iz prethodnog je jasno da ako u nekom topoloskom prostoru
postoji neprebrojiva celularna familija otvorenih skupova, onda on ne moze
biti separabilan. O

(3) Neka je p € X. Tada je {p} = ﬂ Up ...(x), gde je U, := V[n|p(n)]
neN
za n € N. Zaista, neka je q € ﬂUnit =p—q€ X. Tada jet(n) =0

neN
za svako n € N. Kako je jedina polinomska funkcija koja ima beskonacéno

mnogo korena konstantna 0 funkcija, to mora biti ¢(r) = 0 za svako r € R,
tj. p = q. Dakle {p} D ﬂ U,. Obzirom da ocigledno imamo da je p € U,

neN
za svako n € N, to je jednakost (%) dokazana.

(4) Neka je p € X i neka su dati otvoreni skupovi U,, 2 p za n € N. Kako
je B baza za 7 to za svako n € N postoje k, € N, z,,;, e R (1 <i < k,) i
an; € R (1 <i<k,takodajep € V[zpi,-. -\ Tnk,|tn1--,ank,] C U,.
Neka je r € R\ {z,; : n €N, 1 <i <k,} ineka je za svako n € N,
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¢n € X polinomska funkcija takva da je g,(xn;) = p(xn,) (1 < i < k,) i
¢n(1r) = p(r)+1 (ovakvo g, postoji obzirom da je r # x,,; za svako i = 1, k).
Stavimo W := V[r|p(r)]. Jasno, W je otvorenip € W. S druge strane ako je
n € N proizvoljno, onda je ¢, € U,\W # @ (sto govorida {U,, : n € N} nije
lokalna baza u tacki p). Zaista, iz p € U, sledi p(x,,;) = a,; (1 < i < k).
All gn(2n;) = p(@n;) = any, te je gn € V[na, .., Tog|tni -, ang,] C Un.
Takode imamo ¢, ¢ W, bududi da ¢, (r) = p(r) + 1 # p(r). O

34. Pretpostavimo da je T petoclana topologija na X koja zadovoljava (1)-
(3).

Iz (1) sledi da je {2,3} € 7. 1z (2) sledi da postoji neko U € T tako
dajel € U #5. Iz (3) sledi da postoji neko V € 7 tako da je 1 ¢ V 2 5.
Stavimo 0 := {2, X, {2,3},U, V'}. Jasno je da je 6 petoclan podskup od 7
pa mora zapravo biti 7 = 6.

IzUNV € 7\{X, U, V} zakljucujemo da je UNV € {2, {2,3}} ... (%).
Iz UU{2,3} € 7\ {9,{2,3}, X, V} zakljucujemo da je U U {2,3} = U, tj.
{2,3} C U. Na potpuno isti na¢in dobijamo {2,3} C V. Otuda iz (x) sledi
Unv =4{2,3}.

I[zUUV € 1\{9,{2,3},U,V} zakljuéujemo da je U UV = X.

Kakojede X =UUV tojedcUV4eV.

Slucaj 1: 4 € U. Ovde mora biti U = {1,2,3,4} jer je {4,1} C U,
{23} =UNV CUi5¢U. Iz4 €V bisledilo UNV = {2,3,4}, a ovo
nije tacno. Zato je V.= {2,3,5}, obzirom da je {2,3} =UNV CV, 5e€V
i{1,4} NV = 2. Dakle u ovom slucaju je

r={2,X,{2,3},{1,2,3,4},{2,3,5}} .

Lako je videti da je ovo 7 zaista topologija na skupu X kao i da zadovoljava
(1)-(3).

Slucaj 2: 4 € V. U ovom slucaju se analognim razmatranjem dobija i
jedino preostalo resenje 7 = {2, X, {2,3},{1,2,3,},{2,3,4,5}}. a

35. Pretpostavimo da je 7 jedna takva topologija na X. Neka je z €
S proizvoljno. S\ {x} nije gust pa postoji neprazan U, € 7 tako da je
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U, N (S \ {w}) = @. No S je gust pa mora biti U, NS # @. Otuda je
U,NS ={z}.

Akosuzx,y € Stakodaz # y,ondar 3 U,NU, = (U,NS)N(U,NS¢) C
S¢ pa kako je S gust to mora biti U, N U, = @.

Posto je S¢ gust to je U, NS¢ # @ za svako x € S.

Na osnovu dosadasnje analize zaklju¢ujemo da je {U, NS¢ : x € S}
familija od n po parovima disjunktnih nepraznih podskupova skupa S¢ koji
ima n elemenata. Ovo povlaci da za neku bijekciju f : S — S¢ imamo
Uy =A{z, f(x)} za svako x € S. Dakle

0:= { U U, : P je konacan podskup od S} Cr.
zeP

Pokazimo da mora biti § = 7.

Neka je V' € 7 proizvoljno i neka je P := V N P. Ako je x € P onda
mora biti i f(z) € V jer bi u suprotnom imali 7 3 U, NV = {z} # o i
{z} NS¢ = 2, pa S° ne bi bio gust. Dakle U, C V za svako x € P, pa je
W = U U, CV. Pokazimo da je W =V. Nekajey € V. Akojey € S

zeP

onday € Pteiye U, € W. Ako y € S° onda je y = f(z) za neko z € S.
Kad bi bilo z ¢ V, onda biimali 75 U, NV ={y} #21SN{y} = 2 pa
S ne bi bio gust; dakle z € SNV = Ppajey = f(z) € U, € W. Ovim je
dokazano V' = W pa kako je ocigledno W € 6 to smo zapravo dobili V' € 6.

Kako je V' € 7 u gornjem razmatranju bilo proizvoljno zakljucujemo
da je 7 =40.

Dakle trazene topologije moraju biti neke od familija

Af = {U{x, f(z)} : P je konacan podskup od S}

zeP

za neku bijekciju f : S — S° Lako se proverava da svaka ovakva famil-
ija jeste topologija na X koja zadovoljava trazene uslove. Dakle trazenih
topologija ima n! (obzirom da je Ay # A, kad god su f,g: S — S° razlicite
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bijekcije).

Ako je n = 3 da resimo drugi deo zadatka treba zapravo naci odgo-
varajuce bijekcije f : S — S za koje bi Ay zadovoljavale i dodatna dva
uslova, ukoliko takve uopste i postoje. Lako se proverava da je cly, ({a}) =
{f~Y(a),a} za svako a € S°. Zato je: 1 € {f71(6),6} <= f(1) = 6.
Slicno: 2 ¢ cly, ({5,6}) = cly, ({5}) Ucly, ({6}) = {5,6, F(5), f'(6)} tj.
f(2) ¢ {5,6}. Zakljucujemo da je f(2) = 4. Preostaje f(3) = 5. Dakle

Apza f: ( (13 Z g je jedina topologija na skupu {1,2,3,4,5,6} koja
zadovoljava sve trazene uslove. a
36. (1) [z Vsy € S <ASO < AS) sledi Vso € S (cl(ASO) Ccl (U AS>)
seS ses
te i UCI(AS) C d UAS . Pokazimo jos i da za svako x € X vaz
seS seS
x ¢ UCI(AS) =z ¢cl (UAS>'
s€S seS

Neka je z € X'\ U cl(Ay) i neka je U 5 z otvoren skup tako da je skup

seS
T:={seS : A,NU # o} konacan. Za svako s € T izaberimo po neki

otvoren skup Vi o z tako da je VN A, = @. Stavimo W :=UN ﬂ V,. Skup
seT

W je otvoren, x € W i jos vazi Vs € S (W N A= 2), tj. WﬂUAS:Q.

Otuda je x ¢ cl (U As>.

seES

ses

(2) Sledi direktno iz (1). O

37.Nekajea € FNU. Izae F=F CUUV sledidajea € FNU ili
ac FNV. Kadbibiloae FNV,ondabiizacVeri(FNU)NV C
UNV = gsledilo da je a ¢ FNU. Dakle mora bitia € FNU. a
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38. Neka je A C X proizvoljan. Jasno je da vazi

U je otvoren podskup od A <= ¢pl(U) je zatvoren nadskup od cpl(A).

Zato za familije F; :={U e P(X) : Uer, UCA}iF ={T €
P(X) : cpl(T) € 7, T 2 cpl(A)} imamo da je Fo = {cpl(U) : U € Fi}

pa je shodno tome
int(A) = U-7:1 = cpl <ﬂ{cpl(U) rUe ]:1}> = cpl <ﬂ ]:2) -

= cpl (cl (cpl(A4)))
obzirom da je cl (cpl(A)) = [ Fa.

Ovim je dokazana jednakost int = cpl o cl o cpl. Iz nje dalje sledi
cploint ocpl = (eplocpl) oclo (cplocpl) = cl, jer ocigledno vazi cplo cpl =
idIP(X). O

39. Neka je A C X proizvoljan i B := int (cl(A)). Iz B C cl(B), obzirom da
je B otvoren skup, sledi B C int (cl(B)). Iz B C cl(A) sledi cl(B) C cl(A)
pa je i int (cl(B)) C B. Dakle B = int (cI(B)). Obzirom da je A C X bio
proizvoljan ovim smo dokazali da je (int o cl)® = int o cl.

Jednakost (clo int)2 = cl oint se moze analogno dokazati. U nastavku
prikazujemo jedan ¢isto algebarski nacin da se ova jednakost pokaze. Ko-
risteci se zadatkom 38. kao i cinjenicom da je cpl o cpl = idp(x), gde je cpl
kao u i tom zadatku operator komplementiranja, dobijamo

(cloint)® = (cpl o int o cpl) o int o (cpl o int o cpl) o int =

cploint o (cploint o cpl) o int o cpl o int =
cplointoclointocplointocpl® = cplo(int o cl)o(int o cl)ocpl = cplo(int o cl)ocpl
= (cploint ocpl) o (cploclocpl) =cloint.

40. Primetimo najpre nekoliko jednostavnih ¢injenica.



103

Tvrdenje 1 Ako je A; € S(7) zasvakoi € I, onda jeilJ,.; A; € S(7).

Ovo sledi iz
A € (Je(int(4;)) C ol (U int(AZ-)).
i€l i€l i€l

Takode, jasno je da je 7 C S(7).

Tvrdenje 2 Ako su F, A C X tako da je F = cl(F) 1 A € A\(7), onda
je FNA € A(7). Da pokazemo ovo neka je U € S(7) tako da je FNA CU.
Prema Tvrdenju 1 mora biti F°UU € S(1). Sadaiz A € A\(1)i A C F°UU
proizilazi cl(FNA) C cl(A) C FeUU. No cl(FNA) C cl(F) = F pa odavde
dobijamo cl(FNA) CU.

Tvrdenje 3 Za svako A C X vazi: A€ S(1) < W et (UCAC
cl(U)).

Zaista, ako je A € S(7) onda je int(A) C A C cl(int(A)) i int(A) € 7, a
ako je U € 7 takvo da je U C A C cl(U) onda je, jasno, U C int(A) C cl(U)
teicl(U) Cecl(int(A)) C cl(cl(U)) tj. A C cl(U) = cl(int(A)).

Prelazimo na dokaz tvrdenja zadatka. @, X € A\(7) sledi iz cl(@) = o i
cl(X) = X. Preostaje da pokazemo da je familija A(7) sadrzi unije svojih
konacnih i preseke svojih proizvoljnih podfamilija.

Ako su Ay, Ay € A7) 1 U € S(7) takvi da je A; U Ay C U, onda je
cl(A;)) CU (jerje A; CU)zai € {1,2}, pajecl(A1UAs) = cl(A;)Ucl(As) C
U.

Neka je najzad A; € A(7) za svako i € [ i U € S(1) tako da je
P :=N,e; Ai € U. Stavimo B; := A; Ncl(int(U)) za svako i € I. Prema
Tvrdenju 2 je B, € A\(1) za svako i € I. P C U C cl(int(U)) povlaci

P =Pnecl(int(UV)) = <ﬂ AZ-> Nel(int(U)) = () (Ai N el(int(U))) = () B:-

icl icl el

Dakle, P =(,c; Biizasvako i € I je B; € \(1) i B; C cl(int(U)).
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Fiksirajmo ig € I. Imamo int(U) C int(U) U B;, C cl(int(U)) pa je
int(U) U By, € S(7). Iz B;, € A\(7) sada sledi cl(B;,) C int(U) U B;,.

Napokon

c(P) = cl (ﬂ Bi> C (el(B:) € ()[int(U) U B;] = int(U) U (ﬂ BZ»)

iel i€l iel i€l
=int(U)U P CU.
O

41. Neka je Sy C X prebrojiv gust skup i neka je, za svako x € X, B,
po jedna prebrojiva lokalna baza u tacki x. Za x € X i neprazan U € B,
uo¢imo po s(x,U) € U NS (ovakva tacka postoji jer je S gust). Pokazimo
da je prebrojivi skup D := {s(z,U) : x € Sy, U € B,, U # o} C S gust
u X. Neka je V € 7x neprazan. Postoji neko x € Sy NV jer je Sy gust.
Obzirom da je B, lokalna baza u z za neko U € B, vazi x € U C V. Kako
je U € B, neprazan to po konstrukeiji imamo da je s(x,U) € U C V. Ali
r €Sy, U € B,1U # @ paje s(xr,U) € D, po defniciji skupa D. Dakle
s(xr,U)e DNV # 2. O

42. (1) A° je gust ako i samo ako YU € 7x (U # 2 = A°NU # @) ako i
samo ako
VUerxy (A°NU =0=U = 2)

ako 1 samo ako VU € 7x (U C A= U = @) ako i samo ako F, := {U €
7x : U C A} = {o} ako i samo ako o = |J F4 = int(A).

(2) Neka je A nigde gust podskup prostra X i U # @ otvoren skup. Kako
je int(cl(A)) = @ to postoji neko y € U\ cl(A) =: V. V je otvoren neprazan
skup, V. C U izbog VNcl(A) =2, josvazii VNA=g.

Da pokazemo obrat pretpostavimo da A ima navedenu osobinu i neka
su x € cl(A) i otvoren skup U > x proizvoljni. U je neprazan otvoren skup
pa po pretpostavci postoji neprazan otvoren V' C U tako da je VN A =
@ ...(x). Ako je z € V proizvoljno onda iz (x) sledi da je z ¢ cl(A). Zato
jeVNcl(A) =g. Dakle g # V =V \ cl(A) C U \ cl(A) te nije U C cl(A).
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Obzirom da je U bila proizvoljna otvorena okolina tacke x, ovo znaci da x
nije unutrasnja tacka skupa cl(A). A iz proizvoljnosti tacke x € cl(A) sada
sledi cl(A) = @.

Pokazimo najzad da je bd(U) nigde gust skup ako je U C X otvoren.
Ako je z € Uonda iz UNU® = iU € 7x sledi z ¢ cl(U°) teiz ¢
bd(U). Zato je UNbd(U) = @ ...(xx). Kako je bd(U) zatvoren skup to
je int(cl(bd(U))) = int(bd(U)) =: W. Kad bi postojalo neko x € W, onda
bismo zbog W NU = & (to sledi iz (xx) 1 W C bd(U)) imali x ¢ cl(U)
(setimo se da je W otvoren). Ali s druge strane je x € W C bd(U) C cl(U),
kontradikcija. Dakle o = W = int(cl(bd(U))). O

43. (1) =(2): 1z (1) sledi U = int(F) gde je I := cl(A) zatvoren skup.

(2)=-(3): Koristedi zadatak 39. imamo da iz (2) sledi
int(cl(U)) = (int o cl) ((int o cl)(F)) = (int o c)*(F) = (int o cl)(F)

= int(cl(F)) = int(F) = U,
obzirom da je cl(F) = F.

(3)=(1): Ovo je jasno. 0
44. Videti zadatak 43. a

45. Za prvi deo zadatka treba samo primetiti da je M C X nigde gust
ako i samo ako je zatvoren skup cl(M) nigde gust. Tvrdenje iz drugog
dela zadatka sledi iz prvog dela primenom De Morgan-ovog zakona U P, =
iel
XA\ P). 0

i€l

46. (1)=-(2): Neka je U # @ otvoren. Kad bi U bio I kategorije, onda bi
S := U* bio rezidualan skup koji oc¢igledno nije gust (jer SNU = @, a U je
neprazan otvoren skup). Zato je U II kategorije.
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(2)=(3): Ako su U, C X, n € N, otvoreni, gusti, onda je P := ﬂ U,
neN
rezidualan skup (videti zadatak 45.), tj. P° je I kategorije. Da pokazemo

da je P gust uoc¢imo neki neprazan otvoren U skup. Ne moze biti U C P¢,
jer bi onda U bio I kategorije, suprotno pretpostavci. Otuda je UNP # @.

(3)=(4): Neka su F,, C X, n € N, zatvoreni prazne unutrasnjosti i @) :=
U F,. Skupovi U,, := Ff, zan € N, su otvoreni i gusti jer za proizvoljan

neN
podskup A C X prostora vazi da je int(A) = @ ako i samo ako je A€

gust (ovo sledi iz cl(A°) = X \ (int(X \ A°)) = X \ int(A)). Zato je po

pretpostavei P = ﬂ U, gust skup. Imamo Q¢ = X \ U F, = ﬂ(X\
neN neN neN

F,) = ﬂ U, = P. Kako je dakle Q¢ gust to je int(Q) = 2.

neN

(4)=(1): Neka je A C X takav da je A° I kategorije. Postoje zatvoreni F,,,

n € N, prazne unutrasnjosti tako da vazi A¢ C U F,, =: Q). Po pretpostavci

neN
je int(Q) = o, pa je iint(A°) = @. A ovo znaci da je A gust. O

47. Neka su U,, n € N, otvoreni gusti podskupovi od R i neka je V C

proizvoljan neprazan otvoren. Pokazimo da je V N ﬂ U, # @. Ovo ¢e
neN

znaciti da je R Baire-ov na osnovu zadatka 46.

Rekurzivno konstruisimo a, < b,, n € N, tako da je [a,11;b,01] C
[an;b,) €V NU, za svako n € N: U; NV je neprazan otvoren (jer je U
gust) skup pa postoje ,u € R, ¢ > 0, tako da je (u —g;u+¢) CU; NV,

5 €
definisemo a; (= v — = i by = u + 5; ako su a, i b, veé¢ konstruisani
tako da vazi [a,;b,] C V, to obzirom da je (a,;b,) N U,y1 = W neprazan
otvoren postoje d,v € R, § > 0, tako da je (v — d;v 4 §) C W; definisemo
o o

an+1::v—§ibn+1::v—§.

Nakon ove konstrukcije uo¢imo proizvoljno r € ﬂ [a,,; by]. Jasno je da
neN
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jerEVﬂmUn.

neN

Napomena 4. Tvrdenje zadatka inace direktno sledi iz bilo koje od naredne
dve opstije ¢injenice:

(a) svaki Hausdorff-ov lokalno kompaktan prostor je Baire-ov;

(b) ako je d kompletna metrika na skupu X, onda je (X , Topm(d)) Baire-ov.

Dokazi ovih ¢injenica su neposredna imitacija resenja ovog zadatka koje
smo gore prezentovali.

Da pokazemo (a) neka je dakle X Hausdorff-ov lokalno kompaktan
prostor i (U, : n € N) niz gustih otvorenih skupova. Treba dokazati da je
ﬂ U, gust. Neka je V' proizvoljan neprazan otvoren skup.
neN

Konstruisimo rekurzivno niz (P, : n € N) nepraznih otvorenih
skupova tako da je cl(P,) kompaktan i cl(P,4+1) C cl(P,) C V NU, za
svako n € N.

Mozemo uociti neko x; € VN U; # @ (U je gust). Prema zadatku

149. postoji neki otvoren P, takav da je cl(P;) kompaktan i tako da je
T €P1 gCl(Pl) gval

Pretpostavimo da je £ € N i da su konstruisani neprazni otvoreni
skupovi P za i = 1,k tako da za svako i € {1,...,k} vazi da je cl(R)
kompaktan i da cl(P;)) C V NU,;, iako k > 1 tako da je cl(Pi11) C cl(F)
za svako i € {1,...,k — 1}. P, je neprazan otvoren pa mozemo uociti
neko zx11 € P, N Ukt (Ugsy je gust). Prema zadatku 149. postoji neki
otvoren Py, takav da je cl(Pgy1) kompaktan i tako da je xpi; € Py C
Cl(Pk_H) g VN Uk+1. Jasno Cl(Pk+1) g Cl(Pk) i Cl(Pk_H) g VN Uk:—i—l (jer je
P,CPCYV).

Nakon $to smo konstruisali ovaj niz primetimo da je (P, : n € N)
centrirana familija kompaktnih skupova, obzirom da je P, # @ za svako

n € N. Zato postojineko a € ﬂ cl(P,) C ﬂ (U.NV)=Vn m Un> # o.

neN neN neN
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Da pokazemo (b) neka je d kompletna metrika na skupu X i (U, : n €

N) niz gustih otvorenih skupova. Treba dokazati da je ﬂ U, gust. Neka je

neN
V' proizvoljan neprazan otvoren skup.

Konstruisimo rekurzivno niz (P, : n € N) nepraznih otvorenih
2
skupova tako da je diam(cl(P,)) < — i cl(Py1) C cl(P,) C VNU, za
n
svako n € N.

Mozemo uoé¢iti neko x; € VNU; # @ (U; je gust). Postoji e; € (0;1)
tako da je Ky[x1;e1] € V NU;. Definisimo Py := Ky[z1;¢1). Jasno cl(Py) C
Ky[z1,61] SV NU; i diam(cl(Py)) < diam(Kd[a:l;al]) < 2e < 2.

Pretpostavimo da je £ € N i da su konstruisani neprazni otvoreni
skupovi P, zai = 1, k tako dazasvakoi € {1,...,k} vazi da je diam(cl(P;)) <

2

—idacl(P) CVNU,iako k > 1 tako da je cl(Piy1) C cl(P) za

)

svako i € {1,...,k — 1}. Py je neprazan otvoren pa mozemo uociti neko
1

Trr1 € P N U1 (Uks1 je gust). Postoji exi1 € (O;k—H) tako da je

Kd[$k+1;5k+1] Q Pk N Uk+1- Definisimo Pk+1 = Kd[xk+1;5k+1)~ Jasno
Cl(Pk+1) g Kd[kar]_; 5k+1] g VﬂUk+1 (jerje Pk g P1 g V), Cl(PkJr]_) g Cl(Pk)

1 d1am(cl(Pk+1)) S diam(Kd[ka;ekH]) S 25k+1 < ]{3——{—1

Na ovaj na¢in smo konstruisali C-opadajuéiniz (P, : n € N) nepraznih
zatvorenih skupova ¢iji d-dijametri teze nuli. d je kompletna metrika pa zato

postoji neko a € () cl(P,) € (WU, V)=V | [\ U] # 2. O

neN neN neN

48. Za A C R oznac¢imo sa m(A) spoljnu Lebesgue-ovu meru skupa A.

Neka je Q = {g, : n € N}. Za svako m € N definisimo otvoren gust



109

skup

1 1
Un == n ydn
U (q man ! - mQ”)

neN

Skup R := ﬂ U, je rezidualan i vazi

meN

za svako m € N, pa je m(R) = 0.

Za skup U; vazi m(U;) < 2, pa kad bi F := X \ U; bio konac¢ne
Lebesgue-ove mere, onda bi i skup R bio takav, a to nije tacno. Dakle F
je zatvoren, nigde gust skup beskonacne Lebesgue-ove mere. O

49. (1) Dokaza¢emo da su jedina (7, ug)-neprekidna preslikavanja f : X —
R konstantna preslikavanja. Neka je f : X — R takvo da za neke uy,us € X
ir,rg €R, gde ry <1y, vazi f(u;) =1y, 0 =1,2.

Neka je r € (rq;r2) proizvoljno. Pretpostavimodaje U := f~(—o0,r) €
7. Onda je X \U konacan (jer u; € U # @), pa kako je X beskonacan, toiU
mora biti beskonacan. Za V := f~(r,+o0) vazi UNV =2, tj. U C X\ V,
pa je zato i X \ V beskonacan. Ali iz us € V sledi da je V neprazan te
mora biti V' ¢ 7. Dakle U i V' ne mogu istovrememo biti 7-otvoreni, pa f
nije neprekidno.

(2) Najpre pokazimo da ako je f : X — Y (7, 7y )-neprekidno preslika-
vanje, onda mora da vazi (bio X neprebrojiv ili ne):

ako sun € N, m € ran(f), onda izn < m sledi da je f~{n} konacan
skup ... (%)

Zaista skup U := f~(mN) je neprazan (zbog m € ran(f)) i 7-otvoren
pa mora biti X \ U konacan. Ali o¢igledno je V := f~{n} C X \ U (zbog
n < m = minmN) te je i V' konacan.
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Dokazacemo da je nekonstantno f : X — Y uslucaju da je X nepre-
brojiv neprekidno ako i samo ako ispunjava sledec¢i uslov:
postoje m, k € N, gde m > 1, delioci dy,...,d; od m i postoje neprazni
konacni P, C X (i = 1,k) tako da vazi P,N P; = @ kad god i # j;

[P ={d} (i=T.k) i f~ <X\Ua> — {m}.

Neka je f : X — Y neprekidno. Kad bi za svako n € N skup f~{n}
bio konacan, onda bi iz X = U f7{n} sledilo da je X prebrojiv kao unija

neN
prebrojivo mnogo kona¢nih skupova. Dakle mora postojati neko m € N

tako da je f*{m} beskonacan.

Kad bi postojalo neko m; € ran(f) =: Y, tako da je m < my, onda
bi na osnovu (x) skup f“{m} bio konacan, suprotno pretpostavci. Kako je
ocigledno m € Yy to imamo m = maxY,. Otuda je Yy C [1;m] N N. Otuda
je skup Yp \ {m} konacan, a kako je f nekonstantno to je on i neprazan.
Oznacimo sa k broj elemenata tog skupa. Neka je Yy \ {m} = {di,...,d},
gde su (nuzno, po definiciji broja k) brojevi dy, . .., d;, medusobno razli¢iti.
Stavimo P; := f~{d;}. Jasno je da je f— P, = {d;} (zbog d; € ran(f)),
P, # @ kao ida je P,NP; = @ ako i # j (zbog d; # d;). 1z d; < m € ran(f)

prema () imamo da je svaki P; konacan skup. Iz ran(f) = {dy,...,dy, m}
k

sledi jos i da je f— (X \ U H) = {m}. Pokazimo da d; deli m za svako
i=1
i =1, k. Zaista, skup U := f“ (d;N) je neprazan (zbog d; € d;NN ran(f))
i 7-otvoren pa je X \ U konacan. Kako je f“{m} beskona¢an podskup od
X to mozemo uociti neko x € f~{m} NU. Odavde sledi f(z) € ;N i
f(z) =m, te je m € d;N.

Pretpostavimo sada da je f : X — Y preslikavanje opisanog oblika.
Da proverimo neprekidnost od f potrebno je i dovoljno (obzirom da je
{kN : k € N} baza za 1y) da pokazemo da je f“kN € 7 za svako k € N.
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Neka je k € N. Stavimo U := f“ (kN) i pretpostavimo da je U # @. Uoc¢imo
z € U istavimo n := f(z). Jasno n € kN, tj. nN C kN.
k
Ako je x € X'\ U P; onda je po pretpostavci n = m te imamo da je

i=1
m € kN i otuda mN C kN.

Ako je x € P, zaneko ig € {1,...,k}, onda je po pretpostavci n = d,.
Kako je d;, delilac broja m to je mN C d;,N = nN C EN.
Dakle u svakom slucaju vazi m € mN C kN pa je V := f“{m} C U.
k
Otuda je X \U C X \V = UB, a obzirom da su skupovi P; (1 <i < k)
i=1
konacni odavde dobijamo U € . O

50. Neka su v € X i e € R, € > 0 proizvoljni. Dokazujemo neprekidnost
funkcije fiae u tacki z. Stavimo y := fe (7). Nekajeig € T :={1,...,n}
takvo da je fi, () = y. Za svako i € T imamo f;j(z) < fi,(z) < y+e¢
pa postoji neki otvoren U; 5 z tako da vazi f;"U; C (—oo,y +¢) ...(1).
Iz fi,(z) € (y — €, +00) sledi da postoji otvoren V' 5 z takav da f'V C

(y—e,4+00) ...(2). Stavimo W :=VnN ﬂ U; > x. Neka je z € W bilo koja
i=1

tacka. Za svako i € T'je z € U; pa zbog (1) imamo S, := {fi(z) : i € T} C

(—o0,y +¢). Otuda je fra(z) =maxS, < y-+e. Zbog z € V i (2) imamo

jos i fi(2) >y —ctejei fiae(z) >y —ce. Dakle f=W C (y —e;y + €).

O

51. Neka je B C Y proizvoljan A-zatvoren [A-otvoren| skup. Za svako S € F
skup (gs)~ B je relg(7)-zatvoren [relg(7)-otvoren], pa kako je S 7-zatvoren
[T-otvoren] to je i (g5)” B T-zatvoren [T-otvoren|. Imamo

g B=1|J9s)" B,
SeF

pa kako je F lokalno konac¢na [proizvoljna| familija 7-zatvorenih [r-otvorenih)]
skupova, to sledi da je i ¢~ B T-zatvoren [r-otvoren]. O
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52. Neka je 2 € R. Stavimo U := {[z]} = {f(z)} im :=min{k € Z : z <
k} 1V :=[xr;m) € 7. Tada ako je y € V jasno je da je f(y) = [y] = [z],
pa je [~V C U. Ovim smo dokazali da je f preslikavanje koje je (7, \)-
neprekidno za proizvoljnu topologiju A na skupu R. O

53. (1) Pretpostavimo da niz (a,, : n € N) konvergira ka nekoj tacki b € R
u odnosu na topologiju 7.

Skup F':= {a, : n € N}\{b} je prebrojiv paje U := R\ F € 7. Kako
je b € U to mora da postoji neko ng € N tako da je

VneN (n>mny=a,€cl) (3.2)

Pokazimo da je a, = b za svako n > ngy. Dakle neka je n > ng. 1z a,, # b bi
sledilo a,, € F, tj. a, ¢ R\ F = U, §to je u suprotnosti sa (3.2).

(2) Neka je (Y, 7y) proizvoljan topoloski prostor i f : R — Y bilo koje
preslikavanje. Ako je (z, : n € N) niz realnih brojeva koji konvergira ka
nekoj tacki y € R u odnosu na topologiju 7, onda je x,, = y pocev od nekog
indeksa pa na dalje. Otuda je f(z,) = f(y) pocev od tog istog indeksa pa
na dalje. Zato niz (f(x,) : n € N) konvergira ka tacki f(y) € R u odnosu
na topologiju 7. Dakle f je (7, 7y )-nizovno neprekidno.

idg : R — R nije (7, ug)-neprekidno recimo iz razloga sto je (0;1) € ug
dok jasno (idg)™ (0;1) = (0;1) ¢ 7. O

54. Dokazujemo odgovarajuce tvrdenje za zatvorena preslikavanja.

(1)=-(2): Neka je f : X — Y zatvoreno preslikavanje, A C Y iU € 7x
tako da je fA CU. Skup F := f~(X\U) je 1y-zatvoren paje V := Y\ F
Ty-otvoren. Iz (X \U)NU =21 f"ACUsledi (X\U)Nf~A=g2. Zato
jeFNA=g2,tj. ACV. Kakoje VNF =gtoje f"VNfF=g2 Al
X\U C f“Fsadapovlaci f“VN(X\U)=g2,tj. [V CU.

(2)=-(1): Neka vazi uslov (2) i neka je F' C X 7x-zatvoren skup. Oznacimo
G:=fFiA=Y\G AnfF = g povladéi f"ANF = g2, tj.
fTAC X\ F. Imamo X \ F € 7x te po pretpostavci postoji neko V' € 1y
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tako da je A C Vi f7V C X\ F, tj. f7VNF = . Odavde sledi
VNG =2. DakleVCY\G=ADV, tj. Y\G=V €1y, teje [TF =G

Ty-zatvoren. O

55. (1)=(2): Sledi na osnovu zadatka 54.

(2)=(1): Neka vazi uslov (2), neka je A C Y proizvoljan skup i U € 7x
takav da f~A C U. Tada je f~{y} C U za svako y € A. Zato po
pretpostavci za svako y € A postoji po Ty-otvoren skup V, > y takav da
7V, CU ...(x). Stavimo V := U V, € 17v. Jasno A C V a takode
yeA
imamo i da je [~V = U [V, CU zbog (*).
yeA

Kako je A C Y bio proizvoljan to sada na osnovu zadatka 54. za-

kljuéujemo da f mora biti zatvoreno. a

56. Pokazimo da za svaka tacka ima okolinu u kojoj se g poklapa sa nekim
(Tx, pr)-neprekidnim preslikavanjem. Dakle neka je = € X proizvoljno.

[zaberimo bilo koje h € L i 7x-otvoren U > z tako da vazi h~U C
(h(z) — 1,400) ...(x). Indeksirana familija (f=(h(z) —1,400) : f € L)
je lokalno konacna pa postoji neki 7x-otvoren V' > x i neki konacan Ly C L
tako davazi f € L\ Lo = UN f~(h(zx)1,+00) = 2. Drugim rec¢ima imamo

ako fe L\ LyizeV, onda f(2) < h(x)—1 ...(xx).

Neka je z € U NV proizvoljna tacka. Imamo ¢(z) = sup{f(z) : f €
L} = max{a,b} ...(x*x*), gde je a :=sup{f(z) : fe€ L\Ly}ib:=
sup{f(z) : feLoU{h}}. IzzeVi(x«)sledia<h(zx)—1 IzzeU
i () sledi h(z) =1 < h(z) < b. Ovo znaci da je a < b. Zato iz (* * )
imamo g(z) = b=max{f(z) : f € LyU{h}}. LoU{h} je konacan skup
neprekidnih funkcija pa je po zadatku 50. funkcija [ : X — R definisana sa
l(y) =max{f(y) : f € LoU{h}} neprekidna. Dakle na otvorenom skupu
UNV 5 x funkcija g se poklapa sa neprekidnom funkcijom [ : X — R. O
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57. (1) Kad bi postojala (TX, Ty)—neprekidna ekstenzijah D f,h: X — Y,
onda bi zbog f = h | Xo, gde je Xo = {1,4}, f bilo (relx,(7x),7v)-
neprekidno preslikavanje. No ovo nije tacno jer {a} € 1y dok f“{a} =

{1} ¢ relx,(Tx).

(2) Nekaje U € P(X)\7x i A := 7xU{U}. Pretpostavimo da je A topologija
igDf takoda g: (X,\) == (Y, 7y). Zbog f C g mora biti

leg{atF4 ...(x) 1 1&g {bc}>4 ... (%)

Kako ni postoji nijedan A € 7x takav da je 1 ¢ A 3 4 to zbog (**) mora biti
g{bc} € A\ 7x ={U}, tj. g{b,c} =U. Zbog g~ {a} # g~ {b,c} =U
imamo ¢~ {a} € T7x. Sada zbog (x) mora biti g~ {a} = {1,2}. Specijalno
9(2) = a. Imamo {a}N{b,c} = o paje g {a}Ng={b,c} =2, tj. U C {3,4}.
Zbog 4 € U odavde sledi U € {{4},{4,3}}. Ako je U = {4,3} onda
zbog {3,4} N {1,2,4} = {4} ¢ A, familija A nije topologija. Dakle mora
biti U = {4}. Specijalno 3 ¢ ¢~ {b,c}. Kako 3 ¢ {1,2} = g~ {a} to
zakljucujemo da je ¢g(3) = d.

Prema tome ukoliko postoji resenje datog problema to mora biti par

(A, g) dat sa
A= {o, X, {1,2},{1,2,4}, {4} },
g= {(1,@), (2,a), (3,d), <4,c>}.
Lako se proverava da par (A, g) zadovoljava trazene uslove. O

58. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je Ej I kategorije. Kako je unija
dva (pa i prebrojivo mnogo) skupa I kategorije ponovo skup I kategorije
toiz B = EyU (E \ Ey), obzirom da je E skup II kategorije, sledi da je
E\ Ep II skup kategorije. Imamo F\ Ey = {x € E |]1“(a:)\ > 0} pa

je E\ Ey = UE”’ gde su B, == {z € E : |f(z)| > ﬁ} za n € N.
neN

Kad bi za svako n € N skup FE,, bio nigde gust, onda bi E \ Ey bio skup I
kategorije. Zato postoji neko ng € N tako da je int(cl(E,,)) # @. Otuda
postoji neprazan otvoren skup U tako da za svaki neprazan otvoren W C U
vazi WN E,, # @ (videti zadatak 42.). Posto je S gust mozemo uociti neko
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ge SNU. Iz lim f(z) = 0 sledi da postoji neki otvoren V' > ¢ tako da

z€E
1
za svako © € EN(V\{q}) vazi |f(z)] < —. Znamo da mora da postoji
o
nekoy € E,, NV. Izy e E,, CEiqe S C E°sledi da je y # ¢, pa
1
jey e E\ (V\{q}). Zato vazi |f(y)] < —. Ali zbog y € E,, mora biti
No

1
|f(y)| > —, kontradikcija. 0
T

59. (1) Ako je A = o onda ovo vazi po definiciji. Neka je A # o i
e € (0;+00). Ako su u,v € cl(A) onda postoje x,y € A tako da je
du,z) < e id(v,y) < e. Zato je d(u,v) < d(u,z) + d(z,y) + d(y,v) <
2e + diam(A). Kako su u,v € cl(A) bili proizvoljni to odavde sledi da je
diam(cl(A)) < 2e+diam(A). Kako je € € (0;+00) bilo proizvoljno ovo znaci
da je diam(cl(A)) < diam(A). Iz A C cl(A) sledi diam(A) < diam(cl(A)).

(2) Neka je a € A proizvoljna tacka. Imamo
Dist({u}, 4) < d(u,a) < d(u,v) + d(v,a)
tj.
Dist({u}, A) — d(u,v) < d(v,a).

Kako ova nejednakost vazi za proizvoljnu tacku a € A, to iz nje sada sledi
da je

Dist({u}, A) — d(u,v) < Dist({v}, A)
tj.

Dist({u}, A) — Dist({v}, 4) < d(u,v).
Zamenjujuci uloge tackama u i v dobijamo i

Dist({v}, A) — Dist({u}, 4) < d(u,v).

60. Neka je d(z,y) < €. Za proizvoljno z € X imamo da vazi

d(z,z) <e = d(y,z) < max{d(z,y),d(z,2)} <e
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dly,z) <e = d(z,z) <max{d(z,y),d(y,z)} <e
Tvrdenje zadatka direktno sledi. O

1 1
n+1’ n+2

61. Za svako n € N stavimo [, := {1 — , uoCimo neko

1 1 c
T € (1 oI 1-— - 2) i proizvoljnu funkciju h, : [0;1] — [0;1]

takvu da je h,(t) = 0, za svako t € [0;1] \ I,,, i fu(r,) = 1. Lako se
proverava da je dgup(f, g) = 1 za svako n,m € N, tako da je n # m.

Neka je S C X proizvoljan konacan skup. Pretpostavimo da za svako
1
n € N postoji neko s, € S tako da je dsup(sn, frn) < 3 Tada mora biti

Sn # Sm kad god je n # m; zaista, pretpostavka da je s, = s, povlaci

Wl o

1= dsup(fny fm) < dsup(fnp Sn)+dsup(8n7 fm) = dsup(fn; Sn)+dsup(3m7 fm) <

No ovo sad znaci da je skup S beskonacan. a

62. (1) Neka je d(a,b) = 0 i neka je ¢ € X proizvoljna tacka. Imamo
d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) =d(b,c) i d(b,c) < d(a,b) + d(a,c) =d(a,c)
tj. d(a,c) =d(b,c).

Obrnuto, ako za svako ¢ € X vazi d(a,c) = d(b,c), onda specijalno
imamo i da je d(a,b) = d(b,b) = 0.

(2) Pretpostavka da vazi d(a,b) = 0 i d(b,c) = 0 povlaci da je d(a,c) <
d(a,b) +d(b,c) =0, tj. d(a,c) =0.

(3) Neka je (z,20), (y,y0) € E. Na osnovu (1) imamo d(z,y) = d(zg,y) =
d(xo,y0), pa ovako definisano preslikavanje p ne zavisi od izbora pred-
stavnika.

Da je p pseudometrika proverava se neposredno. Neka su A, B € X /g
tako da je p(A, B) = 0. Izaberimo proizvoljne a € Aib € B. Tada imamo
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0 = p(A,B) = d(a,b), tj. aEb, odnosno A = [a];z = [bl;r = B. Dakle
preslikavanje p je metrika.

Najzad neka je x € X proizvoljno. Ako je y € Ky[z;e) onda vazi
p([]/e, W]/e) = d(z,y) <e, tj. [yl/e € KP[[:U]/E;a). Obrnuto, ako je B €

K, [ x /E, ) i ako uocimo proizvoljnu tacku y € B, onda imamo d(x,y) =

P([ /E, /E) <e tj. y € Kylz;e) i B = [?J]/E O

63. Neka su zyp € X i e € (0;400) proizvoljni. Kako dati niz funkcija
ravnomerno konvergira ka funkciji g to postoji ng € N tako da je

€
Ve e X (d(fn()('r)ag(‘r)) < g)
Zbog fne : X — (Y, Top,,(d)) mozemo naéi Top,,(d)-otvoren U 3 x4 tako
da je

Ve e U (d(fno(x),fno(xo)) < g) .

Tada ako je x € U imamo

d(Q(x0)>g(x)) < d(g(xo)afno<$0))+d(fno(x0)7fno(x))+d(fno(x)vg(x)) <e.

Dakle g=U C Ky[g(zo);€). Ovim je dokazano da je g neprekidna u tacki
Zo. O

64. Za P,Q C R? stavimo 6(P, Q) := sup inf d(p, q).

(1) Imamo §(K, L) = d (B, (0,0)) = 3, (L, K) = d(D,(0,0)) = 4 pa je
Hy(K, L) = 4.

(2) Imamo §(K, L) = d((—2,0),(1,0)) =3, 6(L,K) = d((7,0),(2,0)) =5
pa je Hy(K, L) = 5.

(3) Neka je A = (— 2 O) € K, O := (0,0) i neka je F € R? tako da
{E} = SeglO,C] N Imamo §(K,L) = d(A,D) = V10, §(L,K) =
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d(C,E) = d(C,0) —d(E,0) = v/13 — 2 < V10, pa je Hy(K, L) = V/10.

(4) Neka je O centar kruznice K, D € R? tako da {D} = Seg|O, A] N K
i neka je E € Seg|A, C| podnozje normale iz tacke D na pravu koja sadrzi
tacke A1 C. Tada je §(L, K) = d(A, D), §(K,L) = d(D,FE) < d(A, D), pa
je Hq(K, L) zapravo duzina polupreé¢nika kruznice K. U nasem konkretnom
slucaju je Hy(K, L) = 1. O

65. Stavimo h := Hy 1 g := Gg4. Familije {K,[A;¢€) : e € (0;1)} i {K [A4;¢) :
e € (0;1)} su lokalne baze u strogom smislu topologija Top,,(h) i Top,,(g),
respektivno, u tacki A € P(X) \ {o}.

Primetimo da akosu S # @ip: SxS — R proizvoljni, a p’ : SxS — R
definisana sa p/(x,y) := min{p(z,y), 1}, onda za svako ¢ € (0;1) i z,y € S
vazi p(x,y) < e <= p'(z,y) < e. Zato za svako A, B € P(X) \ {o} i
g0 € (0;1) vazi

Va € AJb € B d(a,b) <eg A Vb€ Bia € Ad(b,a) < e
ako 1 samo ako

Va € A3b e B d'(a,b) <egy AN Vb€ BIa e Ad(b,a) < e

Dakle ako je A € P(X)\ {@}ic € (0;1), onda imamo
KyAd;e) ={o#BCX : Gy(A,B)<e}={o#BC X : Hy(A,B) <e} =

{o#£BCX : Jeg€(0;¢) [A, B, eola}
—{@#BCX : 3 € (0;¢) [A B, eola} =
{o#BCX : Hy(A,B) <e} = Kyl4;e)
O

66. Slucaj 1: za svako n € N postoji neko f(n) € N tako da za svako m € N
vazi
£

m > f(n) = <d(xn,ym) >§ N AT, yn) > §> .



119

Stavimo [; := 1 i rekurzivno izaberimo [,, € N za n € N tako da vazi
lny1 > maX{ln, f(ln)} Da pokazemo da je R := {l,, : n € N} kakav se trazi
primetimo najpre da zbog l; < l; <= ¢ < j skup R mora biti beskonacan.
Prema definiciji je I > f(l;); ako je j € N, j > 1, takvo da je [; > f(l;) za
svako ¢ = 1,7 — 1, onda imamo i da je ;11 > f(i) za svako i = 1, zbog
Liy1n > 1; 1141 > f(l;). Induktivnim rasudivanjem zaklju¢ujemo da vazi
l; > f(l;) < 1< j. Zato ako su i,j € N takvi da je ¢ < j, onda mora

biti d(z,,y,) > % id(xy,y,) > % Kako je jos d(xy,,y;,) > € > % za svako

i € N to R zaista ispunjava trazene uslove.

Slucaj 2: ne vazi pretpostavka iz prvog slucaja. Drugim re¢ima, postoji
neko ng € N i beskonacan S C N takav da za svako m € S vazi

€ €
(T, Ym) < 3 Vo d( Ty Yny) < 3

Neka je A := {m €S 1 d(TngYm) < g}iB = {m €S d(xm,Yn,) < g}
Kako je S = AU B i S beskonacan, to bar jedan od skupova A i B mora
biti beskonacan. Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da je to A

preostali slucaj se razmatra na identi¢an nacin).
J
Neka su k, [ € A proizvoljni. Imamo d(y, yi) < d(Xny, Yk) +d(Tng, y1) <

—¢ pa je zato
3 pa ]

2
e < d(xp,yp) < d(xg, ) + d(yr, yi) < d(zk, yi) + 3¢

tj. g < d(zk,y;). Ovo dokazuje da je A onakav kao Sto se trazi. a

67. (1) Neka je Uy € rely, (relx,(7)). Tada postoji Uy € rely,(7) tako da
je Uy = Uy N Xy, azatim i U € 7 tako da je Uy = U N X3. Obzirom da je
X; C Xoimamo UNX; =UNXoNX; =U,NXy = U paje Uy €rely, (7).

Obrnuto, neka je U; € relx, (7). Tada postoji U € 7 tako da je
Uy =UnNX;. Imamo U N X, € rely, (1) pa je, zbog (U N Xy) N Xy = Uy,
Ul S rele (I“G‘IXQ(T)).
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(2) Ovo sledi direktno iz ¢injenice da je presek dva otvorena [zatvorena]
skupa otvoren [zatvoren] skup.

(3) Kako je z € X5 1 X7 C X, to za proizvoljan K C X imamo da vazi
XiNK=(XoNnK)NX;kaoiz e K < z € XyN K. Zato je

T € ClT(Xl)

ako 1 samo ako
YWer (zeV=XNV+#02)

ako 1 samo ako
VWer(zxeXonV = (XoNnV)NX, #9)
ako 1 samo ako

YW € relx, (1) (e W =W N X, # 2)

ako i samo ako x € clely (1) (X1). a

68. (1) Stavimo fo:= f | Xo. Zasvako A C Y vazi (fo)" A= XoN f~A.
Dakle, ako je f~A € 7x onda je (fo)” A € relx, (7x).

(2) Ovo sledi iz ¢injenice da za svako A C Y vazi
JTA=[TANTX) = [T(ANY),
jerje f[TX CY,. a

69. (1) Nekasu L, M € tii e I. Iz LNX;, MNX; € 7;sledii (LNM)NX; =
(LNX;)N(MNX;) emn.

Nekajesada L Criie . ImamoJL NX; = {LNX;|LeL} e
jer je L € 7; za svako L C L.
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Kako je jos za svako 7 € [ naravno X N X, = X;ioN X, =atojer
topologija na X.

(2) Pretpostavimo najpre da je f | X; : X; — Y (7, 7v)-neprekidno pres-
likavanje za svako ¢ € I. Ako je V € 7y onda je 1; 2 (f I Xi);V =
X;N (f7V) zasvako i € I pa je f~V € 7. Dakle f je (7, 7y)-neprekidno
preslikavanje.

Obrnuto, ako je f je (7, 7y )-neprekidnoi V € 1y, onda je f~V € 7, tj.
(f1X:) V=X,n(f"V)erzasvakoi € [. Dakle f | X; : X; = Y je
(7i, Ty )-neprekidno preslikavanje za svako i € I.

(3) Akoje U € Tx onda je prema samoj definiciji pojma “nasledena topologija”
UNX,; €1, zasvako ¢ € I, a ovo u prevodu znaci U € 7.

(4) Za svako i € I stavimo 7/ :=rely, (7). Nekajei € I 1 A € 7. Ovo znaci
da je postoji neko L € 7 tako da je A = LN X;. Ali L € 7 povladi da je
LN X, €. Ovim je dokazano da je 7/ C 7.

(5) Neka vazi “zatvorena” verzija dodatnog uslova (dokaz tvdenja u slucaju
“otvorene” verzije je analogan). Neka sui,j € I 1 L C X; proizvoljni gde je
L 7-zatvoren. Za oznacimo sa 7; ; topologiju na skupu X; N X; nasledenu
od 7. Skup LNX; = LN (X;NX;,) je 7, j~zatvoren jer je L 1;-zatvoren. Ali
iz 7,5 = 7, sledi da je L N X; i 7j;-zatvoren. Dakle L N X; je 7;;-zatvoren
podskup od X;N X}, a X;NXj; je 7;-zatvoren podskup od X;. Zato je LNX;
7;-zatvoren. Kako je j € I bilo proizvoljno to mozemo zakljuciti da je L
T-zatvoren. Uzimajuci specijalno L = X; dobijamo da je X; 7-zatvoren.
Ako je N C X; proizvoljan 7;-zatvoren skup, onda je kako smo to videli N
i 7 zatvoren te je zbog N = X; N N skup N i 7/-zatvoren. Dakle sledi da je
7, C 7. O

70. Kako je B baza prostora (X, 7) to je jasno By := {UNX, : U € B} baza
prostora (Xo,relx,(7)). Pokazimo da je svaki element ove baze relx,(7)-
zatvoren.
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Neka je dakle Uy € Bix € Clrelxo(T)(XO NUy) = cl.(XoNUp) N Xy C
cl-(Up) (videti zadatak 31. pod (4)). Zbog je Uy € B, a prema definiciji
skupa Xy vazi Xy N (cl.(Up) \ Up) = @ pa zbog = € X, mora biti = ¢
(cl-(Up) \ Up). No z € cl.(Uy) = (cl(Uy) \ Up) U Uy, te zakljucujemo da je
xz € Uy. Dakle x € Xy N Uy. Ovim smo dokazali da je Xy N Uy relx, (7)-
zatvoren. O

71. Neka je U # @ otvoren podskup prostora X i neka su V,, € rely(7x) =:
T, za n € N, skupovi gusti u odnosu na topologija 7.

Za svako n € N skup V. := W UV, je otvoren i gust u odnosu na
Tx, gde je W = int(X \ U). Zaista, iz V,, € 7y i U € 7x sledi V,, € 7x.
Da pokazemo da je V. skup koji je T7x-gust uo¢imo proizvoljan neprazan
A € 7x. Razlikujemo slede¢a dva slucaja. Neka je najpre ANU = @. Onda
je ACnt(U°) =Wteiz A# osledig #ANW C ANV, Neka je sada
ANU # . Skup ANU € 1y je neprazan pa kako je V,, 7y- gust to mora
bitig #ANUNV, C ANV

Prostor X je Baire-ov te je skup S := ﬂ Vi=Wwn <ﬂ Vn> gust
neN neN
u odnosu na 7x. Pokazimo da je P := ﬂ V,, gust u odnosu na 7. Neka

neN
je A € 1y neprazan. Kako je U € 7x to jei A € 7x, pa iz A # @ sledi

da postoji neko z € AN S (setimo se da je S Tx-gust). Dakle imamo
re ANWNP. IzW CUiz € A C U zakljuéujemo = ¢ W. Zato je
r € AN P # @. Na ovaj nacin je dokazano da je podprostor (U, 7y) i sam
Baire-ov. O

72. Neka je S C R proizvoljan. Treba dokazati da je (S5, relg(7)) separabilan
prostor.

Stavimo Sy :={x € S : Je, >0 (zr;24+¢,)NS =2}. Akosuz,y € Sy
onda je lako videti da vazi implikacija © # y = (z;x+¢€,) N (y;y +¢,) = 2.
Zato je Sy prebrojiv.

1
Definisimo P := {(q,n) €EQxN:3dsefS |s—¢q|< —} i za svako
n
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1
(¢,n) € P fiksirajmo po t(q,n) € S tako da vazi |t(q,n) — q| < e Stavimo
S1 = {t(¢,n) : (¢,n) € P}. S’ := Sy US; je prebrojiv podskup od S.
Pokazimo da je on gust u odnosu na topologiju relg(7).

Neka je U € relg(7) neprazan skup. Tada postoji V € 7 tako da je
U=5nNnV. Neka je s € U proizvoljno. Postoji » € R, r > s tako da je
[s;7) CV L (%).

Akoje s € Sypondajese S'ise[s;r)NS C VNS =U, obzirom na
(%), pajeiUNS #g2.
Ako je s ¢ Sy onda postoji neko s; € (s;r). Neka je n € N takvo da

2 2 1 1
(51——;51+—) C (s;7) i neka je ¢ € (81——;81+—) N Q. Tada je
n n n n

ls1 —q| < —pa zbog s1 € S'i¢q € Q imamo (¢,n) € P. Za sy := t(q,n)

1 1 2 2
vazi s5 € 51 C S'1i sy € <q——;q—|——)ﬂS§ (81——;S1+—> NS C
n n n n

[s;)NSCVNS=UpajeUNS #o. O

73. Oznac¢imo

Li:={(+2)x : e X}U{(z,—)< : x€ X}, Ly:={(+,2)<,
reY}U{(x,—=)s, : x €Y} Tadajer :=lot(<) = Top(L; U{X}) i
To = lOt({Y) = TOp(;CQ U {Y})

(1) Da pokazemo 7, C rely(71) dovoljno je dokazati Lo C rely (71). Neka je
r €Y. Imamo (z,—)s, ={y €Y : z<yyl={yeY : z<y}=
Y N (z,—)< € rely(m), jer je (z,—)< € L1 C 7. Analogno se dobija i
(¢, )<, €rely(m).

(2) Stavimo L = (1/3,0)i D = (2/3,0)1 S := (L, D)<NY € rely(n). Lako
2
je videti da je S = {(¢t,1) : t e R, - <t< 5} Tvrdimo da je S ¢ 7.

Pretpostavimo suprotno. Tada (videti zadatak 9.) razlikujemo tri slucaja:

Wl =
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- postoje k,l e Ni Py,..., P,,Q1,...,Q; € Y tako da vazi

(%7 1) € <ﬂ(PZ7_))‘<Y> N (m(kan)-ﬂ/) = (Pa Q)-<y g S

i=1 j=1

gde je P najvedi element skupa {P,..., P}, a @ najmanji element skupa
{Q1,...,Q;} uodnosu na <y. Neka je P = (p,1) i Q = (¢,1). Iz P <y
(1/3,1) <y @ sledi ¢ < 1/3 < p. Ako je r € (¢;1/3) proizvoljan realan
broj, onda za R := (r,1) vazi R € (P,Q)<, \ S # 2, kontradikcija,;

- postoje k e Ni Py,..., P, € Y tako da vazi
1 k
(57 1) S m(Pia_>)-<y = (Pa _>)—<y g S
i=1

gde je P najveéi element skupa {Py,..., Py} u odnosu na <y. No ovo nije
moguce jer bi tada moralo biti (1,1) € S;

- postoje l € NiQq,...,Q; € Y tako da vazi

(%1) © (h(ﬁ@)w) =(+, Q)< C S

j=1
gde je @ najmanji element skupa {Q1,...,@;} u odnosu na <y. No ovo
nije moguce jer bi tada moralo biti (0,1) € S. 0

74. Neka je (m,n) € N*\ R. Kako m ne deli n, to ni mk ne deli n ni za
jedno k € N, tj. vazi

(m,n) e U CN’\ R
za U :=mN x {n} € 7 x' P(N). Dakle P = cl,(R).

Skup N2\ R je A-gust. Zaista, ako je (m,n) € N? proizvoljna tacka
iU € X tako da je (m,n) € U, onda postoji neko k € N tako da je
(m,n) € kN x {n} C U pa imamo da je (2kn,n) € (N?\ R)NU # .

Iz gore izlozenog sledi da je bdy(R) = R. O
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75. Zasvako i € N neka je m; : "N — N projekcija definisana sa m; () := x(i)
za svako z € "N. Stavimo B := {aN : a € N} i

L —{Sﬂﬂm (lz,—l—oo)ﬂN> :m,ll,...,lmEN} .

Neka je {p; : i € N} skup svih prostih brojeva, gde i < j = p; < p; za
svako 7, 7 € N. Definisimo preslikavanje f : S — N sa

kg
) = ;'E(i)_l )
Hp

gde je k, najmanji prirodan broj s € N za koji vazi z(n) = 1 za svakon > s.
Jasno, f je bijekcija. Takode je jasno da ako je a = p{* - ... - ptm € N, za
neke aq, ..., q, € Ny, onda vazi

F@N) = S0 ()m) ([ai +1;400) N N)
i=1
Sliéno, ako su m,ly,...,l, € N, onda je

Sﬂﬂm (lz,—l—oo)ﬂN> F<(aN),

1, lm—1

gde je a := pl1 Sp Ovim smo pokazali da vazi

(f-U:UeB =C.

Kako je familija £ baza topologije relg(7z), a familija B baza topologije 71,
odavde sledi da je preslikavanje f (rels(7), 71 )-homeomorfizam. O

76. Neka je (z,y) € N? proizvoljno i stavimo z = zy = f(z,y). Da
pokazemo neprekidnost preslikavanja f u tacki (x,y) uoc¢imo proizvoljno
U € 7 tako da je z € U. Kako je B baza za 7 to postoji k € N tako da je
z € kN CU. Stavimo V := 2N x yN € 7. Jasno (z,y) € V. Proverimo jos
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idaje f=V CU. Neka je (zo,70) € V. Tada je xy € 2N i yg € yN pa je
f(zo,y0) = zoyo € xyN = 2N C kN C U, obzirom da je z € kN. O

77. Oznacimo sa 7, (n € N) projekciju 7, : X — I, definisanu sa m,(z) =

+o00
1
z(n). Nekajexr € Xie e R, e > 0. Uoéimok’ENtakvodajeZz—n < %
n=~k
Zan = T/Z definisimo U, := 7, [In N (x(n) - %;x(n) + %)] € T.
Neka je V = ﬂ U; € 7. Jasno x € V. Pokazimo da je f~V C (f(z) —

n=1

g; f(x)+¢). Neka jey € V. Tada je |y(n) —xz(n)| < 25_/7{: (n = 1, k) pa imamo
k +o0 ~+o00
@) = f@) =D _(yn) —a@m) + > yn) = Y w(n)| <
n=1 n=k+1 n=k+1
k 400
Y lym) =zl + D (jym)] + |z(n)]) <
n=1 n=k+1
€ - | € €
bt 2 ettty
n=k+1 n=k

O

78. Stavimo P := El({1},2N) € 7. Pokazimo da je inty, (f~P) = @. Neka
sun € Nis e {0,1}" proizvoljni. Definigimo o € {0, 1} sa yo(i) = s(i) za
i € NN [1;n], odnosno yo(i) = 1 za i € N\ [1;n]. Jasno yy € [s)f0,13. Ako
je A € P proizvoljno onda, zbog A C {1} U2N i 2n + 1 ¢ {1} U 2N,
imamo 2n + 1 ¢ A pa je f(A)(2n + 1) = 0; no zbog 2n +1 > n je
Yo(2n+1) = 1 pa mora biti f(A) # yo. Zakljuéujemo da je yo ¢ f— P. Skup
A = (yo)~ {1} 2 NN [n+ 1;4+00) je beskonacan, tj. Ay € X i ocigledno
imamo f(Ag) = yo pajeyo € f~X. Dakle yg € [fAXﬂ [s>{071}} \fTP#wo.
Kako je familija {f~X N[s)go13 : n €N, s € {0,1}"} baza topologije Ag
ovim smo dokazali da je inty, (f~P) = 2.
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Zan € Nis e {0,1}" imamo da vazi f[s)013 = EI(S,N\ [1;n]), gde
je S :=s{1} = {t e NN [l;n] : s(z) = 1}. Da je f (7, A)-neprekidno,
odavde neposredno sledi. O

79. Stavimo X := [%UN. Neka je ¢ € X proizvoljno. Dokazimo da je
preslikavanje T' (A, 7)-neprekidno u tacki g. Neka je a € R tako da vazi
T(g9) € (a;+00). Treba pokazati da postoji U € X tako da je T(f) €
(a; +00) za svako f € U. Kako je T(f) > 0, zasvako f € X, toakojea <0
mozemo uzeti U := X . Pretpostavimo zato da je a > 0.

Dakle imamo da je

PR I

pa postoji k£ € N tako da je

sup {O}Ug {n}) _

E

(3.3)

n=1

Neka je S := {n € [L;k]NN : sup({0} Ug~{n}) # 0}. Tada se (3.3) svodi
_ Z Supg {n} > q (34)

nes

jer zan € S vazi g={n} # o isup({0} Ug~{n}) = supg~{n}. Zbog
r > a > 0 sledi da je S # @. Neka je m € N broj elemenata skupa S i
e € (0;400) takvo da r — me > a. Za svako n € S postoji x, € g~ {n}
tako da je supg~{n} — e < z,. Neka je, za svako ¢t € [0;1], p, : X — N
projekcija definisana sa pi(f) := f(t), za f € X. Skup

U:={feX: f(xr,) =n zasvakon € S} = n(pmn);{n},

nes

je A-otvoren i vazi g € U (jer je z,, € g~ {n}).
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Neka je f € U proizvoljna funkcija. Za svako n € S vazi f(x,) = n pa
je z, € f~{n}. Zato imamo

>

. sup({0 —{n su n
-y p({};f{})zz pf{}_z

n=1 nes nes

2n

sup g {TL} — & g
=T E on = T me a

(]

nes nes

80. Jasno je da je g bijekcija izmedu skupa X i skupa f. Ako sa m :
X XY — X ozna¢imo projekciju na X definisanu sa m(z,y) = x, imamo
daje g7' = m | f. Kako je m; (7x x’ 7y, Tx)-neprekidno preslikavanje to
je njegova restrikcija g~ (rel;(rx x’ 7y), Tx)-neprekidna. S druge strane,
obzirom da je ran(g) = f € X x Y, preslikavanje g je (7x,relf(7x X' 7v))-
neprekidno ako i samo ako je (7x,7x X' 7y )-neprekidno. A ovo poslednje
¢e vaziti ako i samo ako su obe kompozicije 7 0 g i m o g neprekidne:
prva u odnosu na par (7x,Tx), a druga u odnosu na par (7x, 7y ). Naravno
mog=idx imog=f,a f je po pretpostavci (7x, 7y )-neprekidno. O

81. Neka je (go,70) € X X [0;1] proizvoljna tacka. Pokazimo da je T
neprekidno u njoj. Dakle neka je € > 0 proizvoljan realan broj. Kako

je go : [0;1] —<5 R to postoji § > 0 tako da je go(t) € (go(ro) — g; go(ro) + g)

za svako t € (rg — ;79 +6) N [0;1]. Neka je U := B [go, %) € Top,,(d) i
d

V= (ro—06;r9+0)N[0;1]. Tada je U x V' € Top,,(d) x pj0.1]. Pokazimo da

jeT= (U xV)C (T(go,r0) —€;T(go,70) + ). Zaista, ako je (g,7) € U x V

onda imamo

1 T(g,7) = T(g0,70)| = [9(r) — go(ro)| < 19(r) = go(r)| + [g0(r) — go(ro)| <

S e e £
<supf{lg(t) —go()| = €1} +5 =dlg.g0) +5<5+5=¢
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82. Neka je za svako n € N preslikavanje 7, : "N — N n-ta projekcija
definisana sa 7,(z) = z(n), € "N. Ako je A := [, .y P(N) preslikavanje f
je (Tx, A)-neprekidno ako i samo ako je za svako n kompozicija f, := 7,0 f
(7x, P(N))-neprekidna. Lako je videti da je f,, karakteristi¢na funkcija skupa
U, uodnosu na skup X. Otudaje f,-A=U,akol e AZ0, f,m A= X\U,
ako1¢ A>30, f, A=Xako{0,1} CAif A=2ako {0,1}NA=92.U
svakom slucaju je f,~A € Tx, obzirom da su skupovi U,, otvoreno-zatvoreni
u X. O

83. Neka je dat realan broj e > 0 i (z,v0), (z,y) € X2 Iz d(x,y) <
d(x, 20) + d(xo,y0) + d(yo, y) sledi d(x,y) — d(xo,y0) < d(x,x0) + d(yo,y)-
Ovim smo dokazali da vazi i d(xg,yo) — d(x,y) < d(z,z0) + d(yo,y) pa
je zapravo |d(z,y) — d(zo,y0)| < d(z,20) + d(yo,y). Zato ako je (z,y) €

Ky [mo; g) x Kq |vo; %), onda mora biti |d(x,y) — d(xo, y0)| < €. O

84. (1) < (2) je samo specijalan slucaj sledeéeg jednostavnog zapazanja:
ako su A1 i Ay dve topologija na istom skupu Y, onda je idy (A1, A2)-
neprekidno ako i samo ako vazi Ay C Aq.

(2)=(3): Iz (2) sledi idx ® idx : (X, 7x'7) — (X2, Top,,(d) x' Top,,(d)).
Na osnovu zadatka 83. je d : (X2, Top,,(d) x’ Top,,(d)) — (R, ). Otuda
jed=do (idy ® idx) (7 x’ 7, ug)-neprekidno.

(3)=-(1): Dovoljno je dokazati da za svako z € X i svaki realan broj e > 0
vazi Ky[z;e) € 7. Fiksirajmo x € X i e > 0. Imamo Kylz;e) = {y € X
d(y,z) < e} = h=(—1;¢) gde je h : X — R definisano sa h(y) = d(y, z),
te ako pokazemo da h : (X,7) — R imacemo da je Kyz;e) € 7. Vazi
h=dohgy ...(x), gde je hg : X — X? definisano sa ho(y) = (y,z). Neka
je g» + X — X konstantno preslikavanje definisano sa g,(y) = = za y € X.
Iz idy : (X,7) == (X,7) i ¢, : (X,7) = (X,7) sledi hy = idxA g, :
(X,7) = (X?,7x'7). Kako po pretpostavci jos vaziid : (X2, 7x'7) — R
to iz (%) konac¢no dobijamo h : (X,7) — R. O

85. Za svako i € N defini§imo preslikavanje f; : X? — R sa fi(2) =
di(a;, b;), gde je z = (a,b) zaa=(a; : 1€N)e Xib= (b : i€ N) e X.
Pokazimo da su f; (7 X' 7, ug)-neprekidna preslikavanja.
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Fiksirajmo ¢ € N. Neka su 7,7 : X? — X projekcije definisane sa
m(a,b) := aim(a,b) :==bzasvako a,b € X. Znamo da sum i 7 (7X'7,7)-
neprekidna preslikavanja. Za svako j € N neka je p; : X — X, projekcija
definisana sa p;(a) := a; za svako a € X; znamo da je p; (7, 7;)-neprekidno
preslikavanje. Kako je o¢igledno

fi=d;o [(pz © 7T1)A(pz’ © Wz)]

i kako je d; (1; %' 7;, ur)-neprekidno preslikavanje (jer je Top,,(d;) C 7;), to
sledi da je f; (7 x’ 7, ug)-neprekidno preslikavanje.

Obzirom da za svako z € X? vazi

D(z) = Z fz(f)

kao 1
1

filz)| 1
<%

2i

za svako i € N, to prema zadatku 63. i preslikavanje D mora biti (7 X7, ug)-
neprekidno. Sada na osnovu zadatka 84. sledi da je Top,, (D) C 7.

Da pokazemo obrnutu inkluziju, neka je a € U € 7. Tada postoji
n

neNiV,er, zai=1n,tako dajea € ﬂ(pi);Vi C U. Dakle za svako
i=1
i = 1,n je a; € V; pa, zbog 7; C Top,,(d;), postoji g; € (0;400) tako da

je a; € Ky, [a;;6;) € V;. Neka je € := min % : i =1,n¢. Pokazimo da je
a € Kpla;e) C U. Neka je b € Kpla;e) proizvoljno. Za svako i = 1,n je

di i;bi i . o .
% < D(a,b) <e < % pa sledi b; € Ky, [a;;e;) € V;. Ovo znaci da je

be ﬂ(Pz‘);Vi cU.
i=1
Ovim smo dokazali da je 7 C Top,, (D). O
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86. Neka je d; pseudometrika na skupu X; i neka je 7; := Top,,(d) zai = 1,n.
Stavimo X (= Xy x---x X, i7:=7 x"---x'7,. Definisimo D : X x X — R
sa

D(a,b) :=

zaa=(ay,...,a,) € X, b=(by,...,b,) € X.

Tada je D metrika na skupu X i to takva da je Top,,(D) = 7. Ovo se
dokazuje na skoro isti nacin kao i tvrdenje zadatka 85.

Sada samo treba uzeti X; = Rid;(u,v) = [u—v| zau,v € Rii=1,n.
O

87. Jasno S = [0;2]. Da je us C A sledi iz sledeceg opstijeg razmatranja:
akoje AC X iU € 7x, onda je UN A € rely(7x) 1 U N A° € relae(7x), pa
je U otvoren skup disjunktne sume (A, rela(7x)) U (A¢, relae(7x)).

Da je pus # A sledi iz [1;2] = X5 € A\ ps. O

88. Da je pug C A sledi iz zadatka 69.

Za svako t € [0,1] neka je U; otvorena duz u R? ¢iji su krajevi tacke
(0,0) i e, ako je t € Q, odnosno otvorena duz u R? ¢iji su krajevi tacke
(0,0) i 3e, ako je t ¢ Q. Stavimo V := U U C S. Jasno U; € 7y za

t€[0;1]
svako t € [0;1] paje V € A

Neka je r € [0; 1]NQ proizvoljno. Pokazimo da je T' := %e“ tacka skupa
V koja nije pg-unutrasnja tacka tog skupa, odakle bi sledilo da je V' ¢ pug.
Neka je ¢ € (0; 4+00) proizvoljno. Funkcija f : [0;1]> — R? definisana sa

F(p.1) == pe’* = (peost, psint)

je neprekidna i vazi f(1/2,7) =T, pa postoji 6 € (0;1/2) tako da za svako
p € (1/2—6;1/2+0) isvakot € (r—&;r+06)N[0; 1] vazi f(p,t) € Kq[T'¢), gde
je d euklidska metrika na skupu R2. Ako je s € (r—4;r+0)N[0; 1] iracionalan
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ipe (1/2;1/2 + §) proizvoljan broj, onda imamo da je f(p,s) € S\ V i
pritom je f(p,t) € Ky[T;e). Dakle (s N Ky [T;s)) \V % o. 0

89. (1) Po definiciji je (S, A) = | [(¥i, M) teje A={AC S : AnY; e N
iel

za svako i € I}. Kako za svako i,7 € I vazi Y;NY; = 2, kad god je ¢ # j,

to tvrdenje pod (1) sledi direktno iz zadatka 69.

(2) Prema zadatku 69., preslikavanje f je (A, v)-neprekidno ako i samo ako
je preslikavanje f |'Y; : Y; = Z (\;, v)-neprekidno za svako i € I, tj. ako i
samo ako je kompozicija (f | 'Y;) o k; : X; — Z (7, v)-neprekidna za svako
i € I, obzirom da je preslikavanje k; : X; — Y; (7, A;)-homeomorfizam
(prema samoj definiciji topologije \;) za svako i € I. Jasno (f | Y;) o k; =
f ok, zasvako i € I. O

90. Ako je (X;, 1) = (N, IP’(N)) za svako i € N, lako je videti da je topologka

suma @(Xi,n) diskretan, prebrojivo bekonacan prostor, te kao takav
i€N

homeomorfan sa prostorom (N, P(N)). O

91. (1) Implikacija (a)=-(b) je trivijalna, a takva je i implikacija (b)=-(c),
zbog S = (SN A)U (SN A?.

(c)=(a): Imamo U = ANU; 1V = A°NV; za neke T-otvorene skupove
Ui iVi. Zbog A, A° € T sada sledi U,V € 7, te konacnoi S=UUV € 7.

(2) Ovo je direktna posledica dela pod (1). 0

92. Tacka a je izolovana tacka prostora (S, ) pa pripada svakom gustom
skupu ovog prostora. Iz ovoga direktno proizilazi (1).

Neka je V,, := NN [n;+o00) i U, := {a} UV, za svako n € N. Neka je
n € N proizvoljno. Pokazimo da je skup U, A-gust. Neka je A € X\ neprazan
skup. Imamo A = A; U A, za neke A; € {o{a}} i Ay € 7. Ako je Ay = {}
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onda je a € U, N A # @. Ako je Ay = @ onda mora biti A; # @, pa je skup
A — 1, prema definiciji topologije 7, beskonacan, a ovo znaci da je postoji
nekom €V, N Ay CU,NA.

Najzad, imamo ﬂ U, = {a}, a ovaj skup nije A\-gust jer je recimo
neN

a¢ X e O

93. Stavimo \; := {W x {i} : W € MR}- Neka je 7 € N proizvoljno.
Imamo (0,7) € F C U; € A pa je (0,i) € U; N (X; x {i}) € A;. Otuda je
U;N (XZ- X {@}) = W, x {i} za neko W; € ug. Kako je 0 € W; to je W, # o,
pa zbog W; € pgr mozemo izabrati neko a; € W; \ {0}. Imamo (0,7) € V,
gde je V; .= (]R\{ai}) x {i} € \;, kao i (a;,7) € U; i (a;,1) ¢ V;.

Definisimo V' := U V; € \. Jasno F C V. Ako je i € N proizvoljno
ieN
onda, obzirom da je V N (X; x {i}) = V; # (a;,7), imamo da je (a;,i) €
[@ \‘/:#:@'

Citaocu se prepusta da uopsti tvrdenje zadatka na slucaj kad je za svako
i € N (X;,7;) Tq prostor bez izolovanih tacaka koji ima bar dve razli¢ite
tacke. a

94. (1) Nekaje AC X,z € Aiy € X tako da je zFy. Ako je A pravilan
skup za F, onda je y € A, a ako jejosi A € 7,ondajey € U C A za
U=A¢€er.

Obrnuto, ako A C X zadovoljava dati uslov, onda A € 7 direktno sledi
iz refleksivnosti relacije E, dok to da je A pravilan za E trivijalno sledi iz
datog uslova.

(2) Kako je ocigledno S := U A, = U U, € T zapravo treba dokazati

neN neN
samo da je S pra-vilan. Ako je zy € U A,, onda je xg € A, za neko
neN

m € N, pa zbog Ay, € U, imamo [zo]lp € | [2]e € Apir € S.
(EEUm
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(3) Tvrdenje dokazujemo indukcijom po n € N. Za n = 1 ovo je preformu-

lacija ¢injenice U; = U W(x,1). Pretpostavimo sada da je m € N takvo

TEA;
da skup U,, ima alternativan opis kako se tvrdi. Imamo b € U, ako i

samo ako b € W(a,m+ 1) za neko a € A, 41. Zbog A1 = U [z]p sada

z€Un,
imamo b € U,,,, ako i samo ako postojeu € U,,ia € A,,,1 takodajeu Fa

ibe W(a,m+1). Prema indukcijskoj hipotezi je sada b € U,, 1 ako i samo
ako postoje tacke x; € A; iy; € W(x;,4) za i = 1,m tako da je v, = u, i
ako m > 1 onda y;_; E x; za svako i = 2,m, i pritom jo§ postoji a € A,,4;
tako dajeuFaibe W(a,m+1). Dakle b € U,,4; ako i samo ako postoje
tacke z; € A; 1y; € Wiy, i) zai =1,m+ 1 tako da je Y1 = biy;—1 Fa;
za svako 1 = 2,m + 1.

(4) Pretpostavimo sada da je £ baza za 7. Neka su C € X,z i N €

Factor (7, E') proizvoljni tako da je C' € N. Definisanje odgovarajué¢ih nizova

(A, : neN)i (A, : neN)sesvodi na adekvatan izbor skupova W (x,n)

jer su njima i uslovima U,, = U Wi(z,n) i An = U [z]p ovi nizovi u
€A, zeUn

potpunosti odredeni.

Kako je |JN € 7, a £ baza za 7, to za svako = € | J N mozemo fiksirati
po neko O, € L tako da je z € O, C[JN.

Neka je Ay ;= C. Zbog C € N je Ay = C C|JN. Za svako x € A, je

zato x € | J N pa mozemo uzeti W(z, 1) := O,. Stavimo U, := U W(x,n).
x€Aq

Jasno U; C | N.

Ako je n € N i ako su skupovi A4; i U; za i = 1,n konstruisani tako
da vazi U; = U W(x,i) za neke W(x,i) € L, gde v € W(z,i) C UN
TEA;
za x € A;, i, ako n > 1 onda za svako i = 2,n vazi A; = U (7]
zeU;_q
Prema pretpostavci je U, C |JN, pa kako je |JN pravilan za E, to za
Apil = U [x]p vazi A1 CUUN. Ako je z € A1 onda je z € [JN pa

zeU,
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mozemo uzeti W(x,n + 1) := O,. Ako stavimo U, 1, := U Wi(x,n+1),
JCEAn
onda je jasno U,;1 C |JN.
Nakon sto smo zavrsili ovu rekurzivnu konstrukciju imamo da je skup

S = U A, T-otvoren i pravilan za E i da vazi S C [JN. Zato za skup

neN
M :={[z]g : x € S} imamo da je Factor(r, F)-otvoren i da je M C N. A
iz X)p > C C S naravno sledi C' € M C N. O

95. Stavimo A := Factor(r, E). (1) Neka je 0 < a < b < 1. Za proizvoljno
z € [0;1], obzirom da je skup [z]g = [0;1] N (x + Q) 7-gust skup, postoji
neko y € [z]gN(a;b) te je [z]g = [y]p € p~(a;b). Ovo znacida je p~(a;b) =
X/r € A\. Zbog toga je

Xe2p7[0;0) 2p7(0:0) =X)p i Xyg2p7(¢;1] 2p7(a;0) = Xy
tj. p7[0;0) = p~(a;1] = X /.

Ovim smo dokazali da je p (7, A\)-otvoreno preslikavanje.

Ako je 0 < a1 < a3 <110 < b < by < 1, onda jasno postoje
u € (a1;a) i v € (by;be) tako da je |u —v| ¢ Q Ovo znaci da je X2\ F
7 x' 7-gust podskup od X?. Otuda kako je E C X? neprazan to sledi da E
ne moze biti 7 X’ T-otvoren.

(2) Neka je U € A (drugim recima neka je U C X, tako da je [JU € 7) i
U # X/g. Tada je [z]g ¢ U za neko x € [0;1]. Ovo znaci da je [z]pNJU =
2. No [z]g je T-gust pa kako je |JU 7-otvoren ovo znaéi da mora biti
UU = 2. Zato je U = @ (elementi skupa U su kao klase ekvivalencije na
nepraznom skupu neprazni skupovi).

Ovim smo dokazali da je A = {@, X, p}. 0

96. Zapravo mozemo dokazati jos opstije tvrdenje:

Neka je (X, 7) Ty prostor u kom postoji niz otvorenih skupova (V,, :
n € N) iniz tacaka (z, : n € N) tako da vazi z, € V,,, z, € cl (X \ {z.}) (tj.
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zp nije izolovana tacka skupa X)in # m = V,NV,, = @ za svako n,m € N.
Neka je F':= {z, : n € N} i E relacija ekvivalencije na skupu X definisana
sa tBy <= (z =y V {z,y} C F). Prostor (X,p, Factor(r, E)) ne
zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti.

Da pokazemo ovo stavimo A := Factor(r,E). Imamo F = [z|p €
Xp={FtU{{z} : © € X\ F} zasvako x € F, pa je F tacka prostora
(X/g,A). Neka je {A, : n € N} C X proizvoljno tako da F € ﬂ A,

neN
Dokazacemo da {4, : n € N} nije A\-lokalna baza u tacki F'. Ako jen € N

proizvoljno, onda je FF C |JA, € 7 (8to je drugi nacin da se kaze da je
A, pravilan za E i T-otvoren i da je F' € A,) paje z, € V,NJA, € T;
prema pretpostavci mora da postoji neko y, € (V, N JAn) \ {zn}; (X, 7)
je Ty prostor pa je (V, N JA,) \ {yn} = W,, € 7, a jasno je da z, € W,,.
Tada je D := U W, pravilan za E i 7-otvoren nadskup od F', pa je B :=

neN
{[z]g : * € D} AM-otvorena okolina tacke F. Takode imamo da za svako

n € N vazi y, ¢ D: po konstrukciji je y,, ¢ W,,, a ako je m € N\ {n}, onda
jey €V, W, CVypivazi V, NV, = .

Neka je n € N proizvoljno fiksirano. 1z y,, € |J A4, sledi da je [y,]r € A,.
S druge strane iz y, ¢ D, obzirom da je D pravilan, sledi da je [y,|r ¢ B.
Dakle [y,|g € A, \ B.

Skup B dakle svedoci o tome da {A, : n € N} nije A-lokalna baza u
tacki I O

97. (1) Neka je U C Z tako da je g~ U € 1y. Kako je f (7x, 7y )-neprekidno
tosledidaje (gof)~U = f~ (¢g=U) € 7x. Dakle h"U € 7x, a hje (1x,7z)-
predkoli¢nicko pa mora biti U € 7. Obzirom da je g (7y, 7z)-neprekidno
ovim smo dokazali da je g (7y, 7z)-predkoli¢nicko.

(2) Neka su prostor (Z,77) i preslikavanje g : Y — Z proizvoljni tako da je
go f (7x,7z)-neprekidno i neka je C' € 7. Imamo [~ (g'_C) =(gof)~Ce

Tx. Obzirom da f: (X, 7x) 4, (Y, 7v), ovo znaci da je g~ C € 7y.
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(3) Imamo f,om = f, znamo da je prirodna projekcija m : X — X jker(s) in-
dukovana sa ker(f) (7x, A)-koli¢nicko preslikavanje i dato je da je f (7x, 7y )-
neprekidno. Otuda sad na osnovu dela pod (2) sledi da f, mora biti (A, 7y )-
neprekidno. O

98. (2)=-(1): Neka je B C Y. Kako je f (7x,7y)-neprekidno dovoljno je
dokazati da f~B € 7x = B € 71y. Dakle neka je f~B € 7x. Kako je
foB=f"(BNYy)iBNY, CYy, tozbog f: (X,7x) —= (Yo, Ty,) sledi
BNYy € 1y, =rely,(1v). Y\ Yy je 7y-diskretan pa je B\ Y, € rely\y, (7v).
Kako je jos {Yo,Y \ Yo} € 7v to sada imamo (videti zadatak 91.) B =
(BNYy)U(B\Y,) € 7y

(1)=(2): Imamo [~ Yy =X € 7x,kaoi f~A =0 € 7x zasvaki A C Y'\Y,
pa zato iz (1) sledi Yy € 7v i Yo € P(Y \ Yy) C 7y. Dakle {Yo, Y \ Yo} C 7y
i Y \Yp je ry-diskretan.

Neka B CYy. Zbog Yy € 7v vazi B € v, <= DB € 1y. Zato i zbog
(1) imamo f"BeTx <= Bemny <= Bemn, Kakoje [TX =Y
to smo ovim dokazali f : (X, 7x) — (Yo, Tv)- O

99. Neka je m: X — X ker(s) prirodna projekcija indukovana sa ker(f).

Pretpostavimo najpre da je fo : X ker(ry — Y je (A, 7y )-homeomorfizam.
Specijalno fo : X ker(ry = Y je (A, 7y)-kolicnicko preslikavanje. Kako je 7
(Tx, A)-koli¢nicko preslikavanje to sada iz f = f, o 7 direktno sledi da je f
(Tx, Ty )-koli¢nicko.

Obrnuto, neka je f (7x, 7y )-koli¢nicko preslikavanje. Znamo da je f; :
X jker(ry — f7 X bijekcija kao i da vazi f = f, ow. Prema pretpostavci f
je preslikavanje na skup Y, tj. f~X =Y, pa je zapravo f, : X ker(s) = Y
bijekcija. Da se sada uverimo u to da je fo : Xjey — Y je (A 7v)-
homeomorfizam (potrebno i) dovoljno je da pokazemo da za svako B C Y
vazi B € 1y <= (fo)/_B € \. Dakle neka je B C Y proizvoljno. Zbog
fTB=n" ((fo);B) imamo

Bery < f"Bery <= 7 ((f,) B)erx = (f,) Be
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gde smo koristili ¢injenicu da je f (7x,7y)-predkoli¢nicko, a m (7x,A)-
predkoli¢nicko preslikavanje. O

100. (1)=-(2): Ovo direktno proizilazi iz zadatka 97. pod (2).

Da pokazemo obrat pretpostavimo da vazi (2). Znamo da je fo : X jker(s) —
f~ X bijekcija kao i da vazi f = f, om. Kako je f preslikavanje na skup
Y, tj. f7X =Y, tojezapravo f, : X (p) — Y bijekcija te postoji njemu
inverzno (fo)f1 1Y = Xjker(p)- Stavimo A := Factor (7x, ker(f)). Prirodna
projekcija m : X — X k() indukovana sa ker(f) je (7x,A)-neprekidna,
(fo)fl o f = 7 pa iz (2) sledi da preslikavanje (fo)*1 mora biti (7y, \)-
neprekidno.

f je (7x, 7y )-neprekidno pa, je prema zadatku 97. pod (3), fo (A, 7v)-
neprekidno. Dakle f, : X () = Y je (A, 7y )-homeomorfizam. Na osnovu
zadatka 99. sada mozemo zakljuciti da je f (7x, 7y )-koliénicko. 0

101. (1)=-(2): Ovo direktno proizilazi iz zadatka 97. pod (2).

(2)=(1): Neka je Yy := f~X i 7y, := rely,(7v). Pokazimo najpre da
je f 1 (X, 7x) == (Yo, 7y,). Koristimo se zadatkom 100. Neka je (Z,7z)
proizvoljan prostor i g : Yy — Z proizvoljno preslikavanje tako da je g o f
(Tx, Tz)-neprekidno. Fiksirajmo proizvoljno zo € Z i definisimo ¢; : Y — Z
sa

9(y) ako y €Yy,
91(y) :{ Z(E ) ako y €Y \Y,

zay €Y. Imamo g0 f = go f : (X,7x) — (Z,7z) pa prema (2) mora
biti da g, : (Y, 7v) — (Z,77). Zatojeig= (g1) | Yo : (Yo, Tyy)—(Z, 72).

Pokazimo sada da je {Yy, Y \ Yo} C 7y kao i da je Y \ Yy my-diskretan
skup. To ¢e zajedno sa ovim §to smo upravo dokazali, na osnovu zadatka
98., znaciti da f : (X,7x) ~= (Y,7y). Neka je (Z,77) = (Yo, 7v) (Y \
Yo, P(Y'\ YO)) topoloska suma datih prostora, y, € Yy proizvoljno fiksirano
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(X # o povlaci da je Yy # @) i neka je g : Y — Z definisano sa

(): (y071) ako yEYb7
I (¥,2) ako yeY\Y,

Imamo (g o f)(x) = (yo,1) za svako x € X pa go f : (X,7x) — (Z,72).
Zato prema (2) mora biti g : (Y, 7y) — (Z,74). Kako je Yy x {1} € 7 to
je Ty Bg“(YO X {1}) =Y. Akoje ACY \ Yy, onda je A x {2} € 74 pa je
7y 3 g7 (A x {2}) = A. Dakle {Y;,Y \ Yo} C 7v 1 Y\ Y} je ry-diskretan.
(|

102. Neka je za i = 1,2 m; : X — X, prirodna projekcija indukovana
sa F;. m je (1, Factor(r, £y ))-neprekidno, 79 je (7, Factor(r, Ey))-koli¢nicko
preslikavanje i vazi me = f o m; pa tvrdenje sledi iz zadatka 97. pod (1).

Inace tvrdenje zadatka je prilicno ocigledno jer zbog Fy C FE5 za svako
A C X/, mora da vazi (JA = |J f~ A obzirom na definiciju preslikavanja
f, a s druge strane znamo da je

A € Factor(r, Ey) <= UA €T

kao i
fTA € Factor(r, E;) — Uf;A eET.

O

103. (1) Neka vazi uslov (2) (ako vazi uslov (1) dokaz ide slicno). Neka
je B CY tako da je f~ B m-zatvoren skup. Tada je za svako ¢ € J skup
[T BNX; relx, (m)-zatvoren, drugim rec¢ima (f;)” (B NY;) je 7 -zatvoren,
pa kako je f; (71, 7,)-kolicnicko preslikavanje, to B N'Y; mora biti 75 ;-
zatvoren. Ako je i € J onda je po pretpostavci Y; m-zatvoren, pa kako je
B NY; rely, (13)-zatvoren, to je i B NY; m-zatvoren.

Dato je da je Y = UY; pa imamo B = BNY = U(Bﬂ}@). Kako

ieJ ieJ

je indeksirana familija (Y; : ¢ € J) m-lokalno konacna, i kako je za svako
i€ J BNY; CY, tojeiindeksirana familija (BNY; : i € J) mp-lokalno
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konac¢na. Za svako i € J BNY; je mp-zatvoren pa (videti zadatak 36. pod
(2)) sledi da je B Tp-zatvoren skup.

Dato je da je f (m,72)-neprekidno preslikavanje pa treba jos samo
proveriti da je f preslikavanje na skup Y. No Y = UYi = UféXi C

icJ ieJ

=X,

(2) Ovo sledi iz (1) ako uzmemo [ := {0,1}, J:={0}, fi:=fifo:=f1
Xo. a

104. Stavimo fy := f | Xo. Znamo da je fo (71,0, T20)-neprekidno (videti
zadatak 68.) i da je na skup Yj.

Pretpostavimo najpre da je Yy mo-otvoren [m-zatvoren| skup i neka
je B C Y, tako da je (fy)” B mo-otvoren [ g-zatvoren|. f je (71, 7Ta)-
neprekidno pa je Xo = f~ X, m-otvoren [r-zatvoren|. Zato je (fo)” B 1-
otvoren [ri-zatvoren| pa kako je f (11, 72)-koli¢nicko, i jasno (fy)" B = [~ B
(zbog Xo = f~ 1 B CY), to B mora biti m-otvoren [m-zatvoren|. Speci-
jalno zbog B C Y, skup B je 1y g-otvoren [ g-zatvoren).

Pretpostavimo sada da je f (7, Ty)-otvoreno [(7q, T2)-zatvoreno| pre-
slikavanje. Neka je B C Y, tako da je (fy)” B 1 o-otvoren [ g-zatvoren].
Tada je (fo)” B U M 7-otvoren [rj-zatvoren| za neko M C X \ Xj. Skup
A= f"((fo)) " BUM) = f~((fo)"B)U f~M je mp-otvoren [ry-zatvoren].
Zbog (fo)"B € Xo i fo = [ 1 Xoje [~((fo)™B) = (fo)" ((fo)” B) pa
kako je fo preslikavanje na skup Yy, a B C Y, to je f~((fo)"B) = B.
Dakle A = BU f~M. Zbog M N f~Yy = @ imamo f~M C Y \ Y, pa
je B=ANY. Odavde sledi da je B mg-otvoren [y g-zatvoren] jer je A
Ty-otvoren [Tp-zatvoren]. O

105. Najpre primetimo da je X,p = {{1/n,1+1/n} : n e N}U{{z} : = €
Xo} kaoidajerely,(7) = px,. Stavimo Ag := rel,»x, (). Zaz € X imamo
q(z) = {z} paje qo = q | Xo: Xo — ¢~ Xo bijekcija. Zato je qo (f1x,, Ao)-
koli¢nicko preslikavanje ako i samo ako je qo (px,, Ao)-homeomorfizam, a
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da ovo drugo nije slucaj sledi iz ¢injenice da je 1 izolovana tacka prostora
(Xo, i1x,) (8to je ocigledno) dok ¢o(1) = {1} nije izolovana tacka prostora
(g7 Xo, Ao):

neka je Uy € Ao tako da je {1} € Uy. Imamo Uy = UN{{z} : = € Xo}
za neko U € \. |JU je pux otvoreni 1 € (JU te postoji neko ny € N tako
daje (1;1+2/ny)NX CYU. Kako je 1 4+ 1/ng € (1;1+2/ng) N X to
je 14+ 1/ny € JU. No U je pravilan za E pa je {1/ng;1 + 1/ng} =
[1+1/nolp CYU. Sada iz 1/ny € |JU € px sledi da za neki realan broj
e > 0vazi (1/ng —e;1/ng) € JU. Ako je zg € (1/ng — &;1/ng) N Xp
proizvoljno (a takvo xq jasno postoji), onda imamo zo € |JU te iz ¢(xo) =
[zo]p = {x0} € UN g7 Xy = Up. Naravno {zo} # {1}. O

106. (1) Primetimo da je Ey = ker(m | Xo) i (7 | Xo)o = f. Kako je 7 | X
(70, Ao)-neprekidno preslikavanje to je (7 | Xo)o = f (10, Ao)-neprekidno
prema zadatku 97. pod (3).

(2) Kako je Ey =ker(m | Xo) i f = (7| Xp)o to prema zadatku 99. vazi

7 | Xo je (70, Ao) — koliénicko <= f je (vg, \g) — homeomorfizam

Jedna trivijalna konstatacija: ako su dati prostori (Z;, n;), i € {0,1,2},
i preslikavanja f; : Zo — Z;, 1 € {1,2}, i ako za neki (n;, 72)-homeomorfizam
h:Zy — Zy vazi fa = ho f, onda je
f1 (no, m)—koli¢nicko (-predkoli¢nicko, -neprekidno, -otvoreno, -zatvoreno)

ako i samo ako je

fa (1o, m2) —koli¢nicko (-predkoli¢nicko, -neprekidno, -otvoreno, -zatvoreno)

¢ | (77 Xo) : m Xo — Yo je (Ao, 6p)-homeomorfizam (jer je g, : X,p —
Y (), 0)-homeomorfizam, obzirom da je ¢ (7, #)-kolicnicko), te u svetlu up-
ravo navedenog zapazanja imamo da vazi

7 | Xo je (70, Ag) — koli¢nicko <= qq je (70, 6p) — koli¢nicko
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O

107. Ovo je u sustini preformulacija dela pod (1) zadatka 106. - sve Sto treba
uraditi je identifikovati objekte koji se tamo javljaju. Neka je X := Zy,
Xo == Z1, T := 7Tz, Y = Zyp, 0 = Factor (rz,, F3) = 12 i neka je
q : X — Y prirodna projekcija indukovan sa F.

Imamo E := ker(q) = Fy, Ey := EN (Xy)? = Fy, A := Factor(r, E) =
N2, To = rely,(7) = rely (rely,(17)) = rely (17) = 7z 1 najzad vy =
Factor(ry, Ey) = m. Ako je m : X — X,p prirodna projekcija induko-
vana sa I (dakle m = ¢) i f : X/, — 7 X preslikavanje definisano sa
f([x]g,) = [z]g, onda je zapravo f = g. Sada kako je nase ¢ ocigledno
(7,0)-kolicnicko to je prema zadatku 106. pod (1) f (vp, \o)-neprekidno,
gde je Ao :=relr~x,(A). Jasno g7 (Z1/p) = {[2]lm : 2 € Z1} = 7~ Xo pa je

g u prevodu (771, relgé(zl/Fl)(n2)>—neprekidno, a ovo znaci isto Sto i to da je

g (m,n2)-neprekidno.

Prvenstveno radi jacanja osecaja za pojmove nasledena topologija i fak-
tor topologija, sada ¢emo ovaj zadatak uraditi i “direktno”. Zaista neka je
V' € ny. Treba dokazati da je g~V € n;.

Imamo da je |JV 7z,-otvoren. Pokazimo da je Jg~V = Z1nYV
odakle bi sledilo | g™V € rely, (72,) = 7z,, tj. ¢~V € ny.

Neka je z € [Jg™V. Imamo da je z € C za neko C € gV C Zy/p,.
Specijalno z € C € g™V C Z1. Zi g je particija skupa Z;, z € C'N
[2lr, # 2 1 {C, [zl } € Zi/p te zakljucujemo [z]p, = C € g~V pa je
g([2)n) € V. Znaci 2 € [, C [, = g (2)r) € V. ti. 2 € [2li, € V pa
jezeZiNnYV.

Obrnuto neka je z € Z;N|JV. Tada je z € C zaneko C € V C Zy/p,.
Imamo C' € Zyp,, [2]p, € Zayp, (jerje 2 € 2y C Zy), 2 € C N [2]p, # o
i Zy/m, je particija, pa iz svega ovog zakljucujemo da je g ([2]r) = [2]m, =
CeV,tejezelzlpegV, tj. zeJg V. O

108. (1) Klju¢ni deo argumenta ovde se zapravo moze apstrahovati u jedno
opstije zapazanje kako sledi:
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ako je A C Xy, tako da postoje neko zy € |J A ineko x; € [z¢]p tako
da je 1 € cl, (Xo \JA), onda ne moze biti f~A € \g = rel,—x, ().

Zaista, pretpostavimo da uprkos datoj premisi, suprotno ovom $to se
tvrdi, vazi f~ AUM € X = Factor(rx, E) zaneko M C (X,g)\7n~ X,. Dakle
U(fTAUM) = 7= (fTAUM) je Tx-otvoren, pa kako je z1 € [xo]p C
U(fTAUM) (jerje f~A={[z]g : € |JA}) to prema pretpostavci pos-
toji nekom € (Xo\|JA) takodajemeJ(fTAUM) = (f~AUU M.

Imamo UfAA:U{[x]E:erA}:
U{[x]EﬁXo : :EEUA}UU{[:E]E\XO : erA}

clJAa u (X \X)

jer je ocigledno [z]p N Xy = [z]g, za svako z € Xy, a [JA je pravilan za
Ey. Kako je m € (Xo \ JA) to odavde sledi da je m ¢ f— A, te mora biti
m € |JM. Dakle imamo m € C za neko C' € M C X,5. No znamo da je
zapravom € [m]p € X/, te kako je X, particija dobijamo [m|p = C € M.
Zatoiz o = M N7~ Xg = Mn{[z]g : v € Xo} sledi m ¢ Xy. Ovo pro-
tivureci izboru tacke m.

U nasem konkretnom primeru uzmimo A := {{z} : x € (0;1) U (3;4)}U
{{0,4}} € Xo/p,, 10 : =0 € JA, 21 :=1 € [0]g = {0,1,4}. Ocigledno je
1€ cly (Xo\UA) = cly,,((152)) = [1;2] pa imamo f~A ¢ A. S druge
strane je naravno |JA = [0;1) U (3;4] € 7x,, tj. A € Factor(rx,, Eo) = o,
pa f ne moze biti (v, Ag)-homeomorfizam.

(2) Primetimo najpre da je X5 = {{z} : 2 € (0;1)\ Q} U {J}, gde je
J=[0;1]NQ, i Xo/p = {{z} : 2€(0;1)\Q} = 7~ Xo. Neka je A :=
Hz} 2 €(0;1/2)\Q} € Xo/p,- Kako je JA = (0;1/2) \ Q € 7x,
to je A € Factor(rx,, Ey) = vy. Pokazimo da skup f~A = A (ovde je
inace f = ldXO/E ) nije Ag-otvoren. Neka je M C X, \ 7~ X, proizvoljno.
X/E\7r Xy = {J} paje M € {@,J}. Otuda je f— A UM jedan od skupova

Syi={{z} : 2 €(0;1/2)\ Q} ili S := {{z} : z € (0;1/2)\ Q} U{J}. Ali
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nijedan od skupova (JS; = (0;1/2)\ Qi |JS2 = (0;1/2) U ([0;1] N Q) nije
Tx-otvoren, te f~A UM & \.

}raxel0;1)} C

(3) Nekaje A :={[(z,z 4+ 1)]g, : z€[0;1)} = {{(x,x + 1)
Ol)zUﬂXOETXza

Xo/g,- Imamo JA = {(z,z +1) : = € [0;
U:=Rx (0;2) € 7x paje A € Factor(rx,, Fo) = 1.

S druge strane je
7 A=A{[(z,z+ D]p : 2 €[0;1)} ={{z} xR : z€[0;1)}

i Jrm7A = [0;1) x R ¢ 7x, kako je 77Xy = X/g, a u skladu s tim i
Ao = relx ,(A) = A = Factor(rx, ), pa zaklju¢ujemo da je 77 A ¢ A.

Da se na drugi nacin uverimo u to da je 77 A ¢ A mozemo iskoristiti isti
rezon kao i u delu (1) uz zapazanje da z := (0;1) € |JA, 21 := (0;—1) €

z€cl, {(z,x—1) : 2 € (—00;0)}) Ccly (XO \ UA)

O

109. Neka je f : S — X definisano sa f(a,7) = a. Kako je ocigledno
E = ker(f) to je dovoljno dokazati da je f (7s,7)-kolicnicko preslikavanje
(videti zadatak 99.). Neka je U C X proizvoljno. Primetimo da je

frUN (X x {i}) = (UNnX;) x {1}

Zato je f~U € 71g¢ ako i samo ako za svako ¢ € [ vazi (U N X;) x {i} €
{V x {i} : V €r}, odnosno ako i samo ako za svako i € I vazi U;NX; € 7;,
drugim re¢ima ako i samo ako U € 7. Kako je f oc¢igledno preslikavanje na
skup X ovo upravo znaéi da je f (7g, 7)-koli¢nicko. O

110. (1) Dovoljno je dokazati da je za svako ¢ € X klasa [¢]p Tx-gust

skup (videti resenje zadatka 95.). Dakle neka su p,q € X i realan broj

pt) —q(t)
1(t)

e > 0 proizvoljni. Kako je h : [0;1] — R definisana sa h(t) :=
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neprekidna funkcija to postoji neko g € X tako daje sup |h(t)—g(t)| < /2.
te(0;1]
Sada imamo

sup [p(t) — (q(t) + 1(t)g(1))| = sup [(A(t) — g(1))I(t)] <

te[0;1] te[0;1]

sup |h(t) — g(t)] - sup |1+t < ¢
te[0;1] te[0;1]

tj. g+ 1 g€ g NKqylp;e).

(2) Za p,qg € X imamo pFE;Q <= p(l) = ¢q(1). Zato je preslika-
vanje f : [0;1] = X/p, definisano sa f(x) := [c;]p,, gde je ¢, € X ko-
nstantna funkcija ¢, (t) := x za svako t € [0; 1], bijekcija. Pokazimo da je
f (,u[o;l},Factor(T7 El))—homeomorﬁzam. Neka je m; : X — X/p, prirodna
projekcija indukovana sa Ej.

Primetimo da je g :== f~'o7 : X — [0;1] dato sa g(p) = p(1) za
p € X. Pokazimo da je g (7, jtjo,;17)-neprekidno preslikavanje (5to je ekvi-
valentno tome da je f~! (Factor(T, Ey), u[o;l])—neprekidno - videti zadatak
97. pod (2)). Ako je p € X i e > 0 realan broj, onda je f~Ky[p;e) C
(p(1) —&;p(1) +¢). Zaista za ¢ € X imamo € > d(p,q) = sup |[p(t) —

te[0;1]
q(t)] > [p(1) — a(V)], tj. g(q) € (p(1) —e3p(1) +€).

Pokazimo sada da je f (,u[g;l], Factor(r, El))—homeomorﬁzam. Neka je
zo € [0;1] i N € Factor(r, E;) tako da je f(z) € N. Imamo dakle da
je ¢z, € UN € 7x pa je Kylcyy;e) € UN za neki realan broj ¢ > 0.
Pokazimo da je f~ (zg — ;20 +¢) C N. Ako je y € (zo — €; 20 + €), onda
je d(cy, cuy) = ly — xo] < &, tj. y € Kylegy;e) € JN pa mora biti f(y) =
[Cy]El € N. O

111. (1) Neka je € acc(X) i U 3 x otvoren skup. Kad bi U bio konacan
skup, onda bii F' := U \ {2} bio konac¢an te i zatvoren, obzirom da je X T
prostor. Zato je {x} = U \ F otvoren skup, tj. x ¢ acc(U), kontradikcija.

(2) Neka je X konacan T; prostor i A C X. A mora biti konacan te i
zatvoren. Dakle svaki podskup od X je zatvoren, tj. X je diskretan. a
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112. (1) Neka je X Hausdorff-ov prostor. Neka je (z,y) € X?\ Ay. Tada
je © # y pa postoje otvoreni U, > i U, 3 y tako da je U, NU, = @. Jasno
U, x Uy, € 7x x' 7x. Ako je (a,b) € U, x U, onda iz a € U,, b € U, i
U:NU, = osledi a #0b, tj. (a,b) € X*\ Ax. Dakle (a,b) € U, x U, C
X2\ Ay. Ovim smo dokazali da je Ax 7x x’ Tx-zatvoren podskup od X2

Obrnuta implikacija se izvodi skoro identi¢no te se prepusta citaocu.

(2) Kako f,g : X 5 Y toh = fAg : X = (Y,1v X' 1v). Y je
Hausdorff-ov pa je na osnovu (1) Ay 7y X’ 7y-zatvoren. Obzirom da je h
neprekidno preslikavanje to je S = h™ Ay zatvoren u X.

(3) Ovo sledi direktno iz (2). O

113. (1) Ako su n,m € X tako da je n < m, onda jen € D, € T a
m ¢ D,. Zato je (X,7) Ty prostor. S druge strane za m € X imamo
cl({m}) = mN # {m} (videti zadatak 29.) pa prostor nije T;.

Nekasu U,V e€rtiueU,v eV takoda UNV = & (recimo U = Dg >
6 =uiV = D35 25 =v). Nemoze biti u € Uy CU,CUiveV,CV,CV
zaneke Uy, V; € 7 jer biimali uv € cl({u})Ncl({v}) CUNV, CUNV # .
Odavde se lako moze zakljuciti da prostor nije regularan, obzirom da je

3 ¢ cl({2}) = 2N # g, recimo.

(2) Neka je (X, 19) prostor iz P 9, a (X, 7y) prostor iz P 10. Neka su
a,b € X tako da je a # b. Ako je p > max{a,b} proizvoljan prost broj,
U:=Nn(a+pZ), V:=NnN(b+pZ),ondaje UV € mg,acU,be Vi
UNV = 2. Dakle 1y je Ty topologija. Kako je jasno 719 C 79 ovim smo
dokazali da je i 79 Ty topologija.

Ako su lq, k1,15, ks € N = X onda na osnovu zadatka 30. imamo
klkz € CL,—9 ((ll + ]i'1Z) N N) N C17-9 ((lg -+ kQZ) N N) Q

C17'10 ((ll + lﬁZ) N N) N C17'10 ((lg + l{JQZ) N N) 7A %)

(jer T10 g Tg).
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Neka je sada 7 € {19,710} inekasu U,V € 7\ {g} takoda UNV =2
(recimo U = NN (1+3Z), V =NnN (24 3Z)). Ne moze biti cl,(U;) C U
icl, (V1) CV zaneke U,V € L :={(I+kZ)NN : [,k € N} jer bi imali
g # cl (Uy) Nel (Vi) C UNV. Kako postoji 7-baza koja je podfamilija
od £ (videti zadatke 13. 1 14.), a kako je 2 ¢ cl,({3}) = {3} # @ recimo,
odavde se lako moze zakljuciti da prostor (X, 7) nije regularan. a

114. Slucaj 1: Skup P izolovanih tacaka prostora je beskonacan. Tada je
({z,} : n € N) trazeni niz ako su x,, izolovane tacke i n # m = x,, # x,,.

Slucaj 2: Postoji samo konacno mnogo izolovanih tacaka. Oznacimo sa
Z taj konacan skup izolovanih tacaka. Z je zatvoren obzirom da se radi o
Ty prostoru. Stavimo Y := X \ Z. Y je skup tacaka koje nisu izolovane.

Postoje y; € X iy, € Y tako da je y; # 32 (u suprotnom bi X bio
konacan). Neka su U; 3 y; i Uy 3 y, otvoreni skupovi tako da je UiNU)} = @.
Yo nije izolovana tacka pa postoji neko y3 € U} \ Z tako da je ys # yo. Jasno
ys € Y. Takode postoje otvoreni Uy 3 y, i U; 3 y3 tako da je Uy UU; C U,
kaoi Uy NU; = @.

Pretpostavimo da smo konstruisali neprazne po parovima disjunktne
otvorene skupove Ui,..., Uy, U, 1 yny1 € U, NY. Kako y,41 nije
izolovana tacka to postoji neko yn4o € U, \ Z tako da je yni1 # Ynto.
Jasno y,.1o € Y. Takode postoje otvoreni U, 11 3 ¥,11 i U;LJFQ D Ynao tako
daje Up1UU, » CU iU NU,, =2 Tadasu Uy,...,Up1,U] L,
po parovima disjunktni i y,40 € U, ., NY.

Na ovaj nacin smo rekurzivno definisali niz (U,, : n € N) po parovima
disjunktnih skupova. a

115. Neka je B ={z,, : n € N} C A tako da je n #m = x, # x,,.

Neka su U; 3 z1, Uy O x5 otvoreni skupovi tako da je Uy N Us; = o.
Kako je B beskonacan i Uf UUS = X to je za neko iy € {1,2} skup B\ U,
beskonacan. Stavimo Vj := U, .

Pretpostavimo da smo definisali prirodne brojeve i; < 19 < «++ < g
kao i otvorene skupove Vs 3 x;., s = 1, k, tako da za svako sg = 1,k vazi
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k
Ve {5, : s=1,k i s+# 50} = oitako da je skup B\ U V, beskonacan.

s=1

Koristeci ovu poslednju ¢injenicu mozemo izabrati ny > ng > iy izaj = 1,2
k

tacke z,,, € B\U Vs kao i otvorene Uy, 5 x,,, tako da je U,,NU,, = @. Kao

s=1
k
B\ JV:

i ranije, postoji [ € {1,2} tako da je skup N Uy, beskonacan;

s=1
definisimo 441 == ny 1 Vi = Uy, \ {zs, @ s = 1,k}. Tada imamo
k
Tipr € Vint, Vi N{zs © s=1k} =0oix,, ¢ U Vs, Sto zajedno sa
s=1
indukcijskom hipotezom povlaci V,, N {z;, : s =1,k i s # 50} = @ za
k+1

svako sy = 1,k + 1. Takode, po konstrukeiji skup B\ U Vs je beskonacan.
s=1

Na ovaj na¢in smo rekurzivno konstruisali skup {z;, : s € N} C A koji

je (ocigledno) beskonacan i diskretan: z;, € Vi # z;, kad god su k,s € N i

k # s.

Drugi nac¢in da se ovo tvrdenje pokaze jeste ovaj. Kako je X Hausdorff-
ov prostor to je (A, 74) takode Hausdorff-ov, gde je 74 := rels(7x). A je
beskonacan pa prema zadatku 114. postoji niz (U, : n € N) tako da za
svako n,m € Nvazi U, € 74 i n # m = U, NU,, = 0. Izaberimo za svako
n € N po neko u,, € U, i po neko V,, € 7x tako da je U, =V, N A. Zbog
n#m= U,NU, =0skup H := {u, : n € N} je beskonacan. Takode
za n,m € N takve da n # m imamo u,, € V,, kao i u,, ¢ V, (jer u,, € A i
Um ¢ U, = ANV,,). Drugim rec¢ima zakljuc¢ujemo da je A diskretan podskup
prostora X. O

116. Stavimo [ := U {n} x{1,...,n}] i neka je B := {z,; : (n,i) €
neN

I} C A takav da ako (n,m),(m,j) € I i (n,i) # (m,j), onda x,; # Tp,;.

B je zatvoren u A, pa kako je A zatvoren u X to je i B zatvoren u X.

Obzirom da je A diskretan to je i B diskretan. Za svako (n,i) € I skup
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By i ={zp,; : (m,j7) € I\ {(n,i)}} je zatvoren u B (jer je B diskretan)
pa je zatvoren i u X. Kako je X Hausdorff-ov prostor to za svako n € N
postoje otvoreni U, ; 3 @, i = 1,n, takoda 1 <i < j <n=U),,NU}, ;=
@. Za svako (n,i) € I definisimo U, ; := U, ; \ By;. Jasno U, ; je otvorena
okolina tacke z,,;. Pokazimo da je U := {U,,; : (n,i) € I} U{X \ B}
trazeni otvoren pokrivac.

Pretpostavimo, suprotno onom sto treba dokazati, da postoji neki kona-
can S C X tako da za svako x € X postoji neko V € U tako da jex € V' i
VNS # @. Napisimo S = {s1,...,8x}. Za svako i = 1,k + 1 postoji neko
Vi € U tako da je zy41, € V; 1 V; NS # @. Kako jedini ¢lan pokrivaca U
kOJl sadrzi tacku Tk+1,i jeste Uk+1,i7 to je ‘/z = Uk‘—i-l,i te i Uk-i—l,i ns 7A @. 1a
svako ¢ = 1, k + 1 izaberimo po neko p; € {1,...,k} tako da je s, € Ujt1,.
Postoje 4,5 € {1,...,k + 1} tako da je ¢ # j i p; = p;; tada je s,, =
Sp; € Ukt1,i N Uk # . Ali skupovi Uii11, ..., Ugt1 k41 SU po parovima
disjunktni - kontradikcija. O

117. Neka je f : X — A retrakcija na podprostor A C X iz € X \ A. Iz
f(z) € AZ xsledi x # f(x) pa kako je X Hausdorff-ov prostor to postoje
otvoreni skupovi V'3 21 W 3 f(x) tako da je VNW = @. Imamo f(z) €
W N A € rela(rx) pa kako je f (TX,relA(TX))—neprekidno preslikavanje to
postoji neki otvoren V' 3 x tako da je f~V/ C W. Jasno, U := V' NV
je otvorena okolina tacke x. Pokazimo da je U C X \ A. Neka je y € U.
lzyeV'isledi fly) e W. Iz y e ViVNW =gaslediy ¢ W. Zato je
y # f(y). S druge strane y € A bi povlacilo y = f(y). Dakle y ¢ A.

Da uradimo zadatak na drugaciji nacin primetimo da je A = {x € X
fo(z) = idx(z)}, gde je fo : X — X definisano sa fo(z) = f(z), » € X,
(Tx, Tx )-neprekidno preslikavanje. Otuda je A zatvoren skup u X na osnovu
(2) iz zadatka 112. O

118. Stavimo F, := {x,, : m > n}. Za svako n € N postoji po otvoren

V, 2 x, tako daje V,NF, = @. Zato je x,, ¢ F, te postoje otvoreni U], > x,
n—1

i U} 2 F, takvi da je U, NU} = &. Definisimo Uy := U} i U, := U,N (| U/
i=1

za n > 1. Jasno, skupovi U,, su otvoreni. Vazi 1 € U] = U, azan > 1
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n—1
imamo x, € F; C U/, 1§z§n—1,texneUmﬂU;':Un.
i=1
Ako n < m onda je U,, C U/, U, C U} i U, NU] = @ te mora biti i
Uu,NU,, =. O

119. Citaocu se savetuje da se najpre podseti ¢injenica navedenih pod (2)
i pod (4) u zadatku 31.

Neka sux € X kaoi ry-otvoren V' 3> f(x) proizvoljno dati - dokazujemo
neprekidnost u tacki x. Zbog regularnosti prostora Y imamo da postoji 7y -
otvoren skup W 3 f(z) tako da je cl(W) C V. Kako je f, neprekidno, u
odnosu na odgovarajuée topologije, x € dom(f,) i fo(x) = f(z) € W to
postoji otvoren U € Tx tako da vazi (f,)"(UNS,) CW.

Neka je y € U proizvoljno. Kako jey € U C U = cl(U N S) (obzirom
da je U otvoren, a S gust u X), a s druge strane jey € S, i UNS C S,
te odavde dobijamo y € Clrelsy () (U N S). Sada iz neprekidnosti funkcije
fy sledi da f,(y) € cl((f,)~(UNS)). No kako je UNS C S, to imamo
(F,)=(UNS) = f(UNS) = (£)~(UNS) S (£)"(UNS,) C W. Dakle
fy) = f,(y) € cl(W) C V. Time smo dokazali da je f[~U C V. O

120. (1) Neka su a,b : X — [0;1] takve funkcije da A = a~{0} i
. (z)

B =b={0}. Formulom f(z) = (2 + ()

f: X — [0;1]: obzirom da je a— XUb™ X C [0; 4+00) to imamo a(z)+b(z) =

0 <= a(z)=0b(x) =0 <= =z € ANB = @. Takode, ona je neprekidna

ivazi f(x) =1 ako i samo ako b(xz) = 01 f(z) = 0 ako i samo ako a(z) = 0.

Dakle A= f={0} 1 B= f~{1}.

)

je korektno definisana funkcija

(2) Nekasu f, : X — [0;1] takve da je F}, = (f,,) {0} zasvakon € N.
fn(x) 1 . B = ful) L -
< —, n €N tojesah(z) = ; — = nl_lgloo;fl(x)

Kako j
ako je on | < am

korektno definisana funkcija h : X — [0;1] i pri tom je h : X — [0;1] na
osnovu zadatka 63. obzirom da su funkcije f,, za svako n € N neprekidne (pa
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su neprekidne i sume od po kona¢no mnogo njih). Takode imamo h(z) =0
ako i samo ako Vn € N (f,(z) = 0) ako i samo ako = € ﬂ F,. O

neN

121. (5)=(1): Kako je u savrseno normalnom prostoru svaki zatvoren
skup nul skup, to postoji neko g : Y = [0; 1] tako da je F' = g {0}. Tada
h:=fog: X —[0;1]i h~{0} = F.

(1)=(2): Jasno.

(2)=(3): Kako je [0;1] metrizabilan to je on i savrseno normalan. Dakle
zadovoljen je uslov (5) a on, kao §to smo to dokazali, povlaci (1). Zato je
A = g={0} za neko g : X — [0;1], pri ¢emu znamo da je g : X — [0;1]
isto stoig: X — R.

(3)=(4): Jasno.

(4)=(5): Treba jednostavno primetiti da je R kao metrizabilan prostor
savrSeno normalan. O

122. Ako je U € ppq i f: X 5 [0;1], onda za neko V € pgr imamo
U=Vn0l] paje fTU = [V € By (zbog f~X C [0;1]), jer je
ocigledno f : X — R i f~X ograni¢en podskup od R. Odavde sledi
By C B,. Takode jasno je da je By C By C 7. Zbog toga je Top(B;) C
Top(Bz) C Top(Bs) C 7.

Da pokazemo Top(Bs) C Top(B;) neka je U € pg, f: X — R i
rg € fTU. Za neko € € (0;+00) vazi (vg — ;29 +¢) € U. Neka je

t—
h : R — [0;1] definisano sa h(y) = min{ o ,1} za t € R. Jasno

h:R -5 [0;1]. Imamo z € (ho f)7[0;1) = f~ (20 — ;20 +¢) C fU.
Kako je ho f : X — [0;1] kao i [0;1) € gy, to je (ho £)[0;1) € By.
Obzirom da je tacka x¢ € f~U bila proizvoljna ovim smo dokazali da vazi
f=U € Top(By). O
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123. (2)=(1): Primetimo najpre da (2) implicira f : (X,7) — R za svako
ferF.

Neka je xg € V € 7. Prema pretpostavci postoje £ € Ni U; € ug i
k

f; € Fzai=1,ktako dajez € ﬂ(fi);Ui cV.
i=1
Fiksirajmo ¢ € {1,...,k}. Postoji &; € (0;+00) tako da je (fi(zo) —
€4 f¢($0)+€i) C U;. Imamo g; : (X, 7) == [0; 1] gde je funkcija g; definisana
gi(2) = min {1,

sa
fi(2) = fi(xo) }
za z € X. Takode je g;(z¢) = 0 kao i

(£:)" (fi(wo) — i3 filwo) + &) = (9) " [051) .

Stavimo h := max g;. Jasno h: (X,7) — [0;1] kao i h(z) = 0.
=Lk

Pokazimo da je h— (X \ V) C {1}. Neka je z € X\ V. Tada je z € X \
(fie) Ui, zameko dg € {1,...,k}. Iz fi,(2z) € R\ (fio(z0) —€io; fio (%0) + €45
Fo@Ti@) | 5 9 b je gi,(2) = 1. Kako vazi g;(z) € [0;1] za

sada sledi ,
20

j =1,k toje h(z) = 1.

(1)=(5): Jasno B:={f"U : feF, U€ ppy} C7, paje Top(B) C 7.
Neka je zg € U € 7. Kako je (X,7) potpuno regularan prostor to po-
stoji neko f € F tako da je f(zg) = 01 f~(X \U) C {1}. Imamo
zo € f7[0;1) C U pricemu je f7[0;1) € B. Kako je g € U bilo proizvoljno
ovo znaci da je U € Top(B).

Lanac implikacija (5)=(4)=(3)=-(2) je ocigledno tacan. 0

124. Neka je F' = ﬂ U, gde su U, otvoreni skupovi. Za svako n € N
neN

uocimo po neprekidnu f,, : X — [0;1] takvuda fF C {0} 1 f,~(US) C {1}
- ovo je moguce uraditi jer su F'i U zatvoreni disjunktni skupovi, a X je



153

fn)

normalan prostor. Sa h(z Z je korektno definisana neprekidna

funkcija h : X — [0;1]. Pokazuno da je FF = h={0}. Neka je z € X
proizvoljno. Kako je f,(x) > 0 za svako n € N to je h(z) = 0 ekvivalentno
saVn € N (fn(z) = 0). Dakle ako je h(x) = 0, onda mora biti Vn € N (z ¢

(Un)c) tj. x € ﬂ U, = F. Obrnuto, ako je x € F', onda je po konstrukciji
neN
fu(z) =0 za svako n € N. O

125. Za z € R? pisa¢emo z = (2(1), 2(2)). Primetimo najpre da je za svako
z € Y familija NV, my-lokalna baza u tacki z (jer je N, 7x-lokalna baza u
tacki z i usto je M C Y za svako M € N,).

(1) Neka je najpre z € Y \ L. Treba dokazati da je X \ {z} 7x -otvoren
skup. Neka je w € X \ {z}. Akow € Y\ L onda je w € M := {b} € 7x i
Mn{z} =2. Akojew € Londajew € M :={w}U[(U,UV,)\{z}] € 7x
i MN{z} =2. Ako je w = p onda je W,, N {z} = @ za svako n € Ny takvo
da je n > z(2).

Neka je sada z € L i neka je T proizvoljan konacan skup. Treba
dokazati da je X \ [{z} U[(U. UV,) \ T]] 7x-otvoren skup. Neka je w €
X\[{z}U[(U uv) \T] Ako je w € Y\ L onda je w € M :=
{fw} € x i M N [{z}U[U.UV.)\T]] = @. Ako je w € L onda
je S = (U, UVy)N[{z} U (U, UV,)| najvise jednoclan skup pa imamo
w € M = {w}U[(U,UV,,)\S] € 7x i M0 [{z}U[(U.UV,)\T]] = &. Ako
je w =p onda je W,, N [{z} U[(U.UV,)\ T]] = @ za svako n € Ny takvo da
jen > z(1) + 2.

Da pokazemo da je (Y, 7y) regularan prostor neka je F' C Y 7y-zatvoren
skupiz € Y\ F. Kako je N, 7y-lokalna baza u tacki z toje z € M C Y\ F
za neko M € N,. M je (kako smo to upravo dokazali) otvoreno-zatvoren
u odnosu na 7x pa je zbog M C Y on otvoreno-zatvoren i u odnosu na
Ty. Otuda je funkcija f : Y — R definisana sa f(w) = 0 akow € Y\ M
odnosno f(w) = 1 ako w € M (7y, pr)-neprekidna i pritom je f(z) = 11
FoF C f(V\ M) C {0},
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(2) Kako je N, 1y-lokalna baza u tacki z to za svako n € N postoji po

11
konacan T,, tako da je f— [(UZ uvy) \Tn} C (_ﬁ; ﬁ) S = U T, je pre-
neN
11
brojiv podskup od U, UV ivazi f~[(U.UV.)\S] C ﬂ (——; —) = {0}.
n'n
neN

(3) Ako je T proizvoljan konacan skup mora biti [(UZ uv,) \T} NS # @ jer
bi u suprotnom (zbog S C U, UV,) sledilo da je S konacan. Kako je N, 7y-
lokalna baza u tacki z ovo znaci da je 2 € cl.,. (S) paje f(z) € cl, (fAS) =

oI, {0} = {0}.

(4) Neka je B C B’ prebrojiv i beskonacan. Za svako z € B nekaje S, C V,
takav prebrojiv skup da vazi f(x) = 0 za svako z € V, \ S..

Stavimo [ := U {z(1):2€ 8.} iB" = ((r+1;7+2)\I) x {0}. Kako
2€B
je B prebrojiv to je i I prebrojiv pa je B” beskonacan (i to neprebrojiv).
Pokazimo da je f(z) = 0 za svako z € B”.

Neka je 2y € B” proizvoljno. Ako je y € B onda je V, N U, = {z,} za
neko =, € Y. 29 € B” povladi (1) = z¢(1) # v(1) za svako v € U S., pa
zeB
jex, ¢ U S.. Specijalno z, ¢ S, (jer je y € B) pa je x, € V,, \ S,. Zato
zeB
je f(zy) = 0. Dakle P :={z, :y € B} CU,, CU,, UV, ivazi f(a) =0
za svako a € P. Ako je y1,y2 € B tako da y; # ys, onda jasno mora biti
T, # x,,. Obzirom da je B beskonacan ovo znaci da je i P beskonacan.

Sada iz (3) sledi da je f(z) = 0.

(5) Neka jen € Ngi z € X\ W,. Jasno z € Y. Ako z ¢ L onda je
ze{z} erx i {2} N Wy =2, jer 2 ¢ W, C Wyio. Kako je {{z}} 7x-
lokalna baza u tacki z ovo znaci da je z ¢ cl,, (W,,12). Nekajesada z € L. Iz
z ¢ Wy sledi 2(1) < n. Ako jew € U,UV, onda je w(l) < z(1)+2 < n+2 pa
jew & Wyyo. Dakle [{z}U[(U.UV\T]|NWio = @ (zbog z ¢ W,, € Wyyo)
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za svaki konacan T. Kako je N, Tx-lokalna baza u tacki z ovo znaci da je
opet z & cl (Wpia).

(6) Da pokazemo da je (X, 7x) regularan prostor nekasuz € X i FF C X
Tx-zatvoren skup takvi da x ¢ F.

Ako je z = p onda je (obzirom da je N, Tx-lokalna baza u tacki p) za
nekon € Ng W,,NF = @. Prema delu (5) sada imamo cl,, (W,12)NF = o,
t_] T € Wn+2 g ClTX (Wn+2) g X \ Fi Wn+2 € Tx.

Neka je sada x # p i neka je M € N, takvo da je M N F = . Kako je
jasno z € Y to je prema delu (1) M otvoreno-zatvoren u odnosu na na Ty
pajexe M =cl,, (M) CX\FiM e rx.

Pokazimo sada da (X, 7x) nije potpuno regularan. Imamo F' := (0;1) x
{0} # p, a lako se proverava da je F Tx-zatvoren. Neka je f: (X,7x) — R
takvo da je f~F = {0}. Koristeéi tvrdenje pod (4) induktivnim ra-
sudivanjem zakljuc¢ujemo da za svako n € N postoji po beskonacan B, C
(n;n + 1) x {0} takav da je f~ B, = {0}. Za svakon € Nje o # B, C
W, N f={0}, pa kako je N, Tx-lokalna baza u tacki p zakljuéujemo da je
p € cl (f7{0}) = f{0} (er je f (7x,p,)-neprekidno), tj. f(p) = 0.
Ovim smo dokazali da ne postoji h : (X, 7x) — R takvo da je h~F = {0}
ih(p)=1.

Da se uverimo da (Y, 7y) nije normalan prostor primetimo da su Fj :=
(0;1)x {0} i Fy := f(1;2) x {0} 7y-zatvoreni (¢ak Tx-zatvoreni) medusobno
disjunktni podskupovi od Y takvi da ako je f : (Y,7y) — R takvo da je
f~F; ={0}, onda je f(z) = 0 za beskona¢no mnogo tacaka x € F (prema
delu (4)) te svakako ne moze vaziti f~ Fy = {1}. O

126. Za n = 1 stvar je ocigledna, a za n = 2 tvrdenje je preformulacija
same definicije normalnosti prostora. Neka je n > 2 takav prirodan broj da
tvrdenje vazi za svaki normalan prostor X i svaki otvoren pokriva¢ {Uj, .. .,
U,} prostora X. Za dat otvoren pokrivac {V, ..., V, 41 } normalnog prostora
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Y stavimo W = U Vi. Iz Y = WUV, kako smo to ve¢ konstatovali sledi
i=1

da postoje zatvoreni F C W i G C V, 4, takvidaje FUG =Y. Kako je Y

normalan, a F' zatvoren to je i podprostor (F,relp(7y)) normalan. Imamo

{(VinF,...,.V, N F} Crelp(ry) kao i | JVin F) = (Uv) NF=WwWn
i=1 i=1
F = F. Otuda na osnovu indukcijske hipoteze postoje relp(7y)-zatvoreni

F, CFnNnV, 1< i< n, tako da je F' = UE Skup F' je 1y-zatvoren, a
i=1
skupovi F; su relg(7y)-zatvoreni. Zato su F; i 1y-zatvoreni. Ako stavimo

n n+1

Foip = Gimamo Y = FU F,,, = (U F) UF, = |JF. Dakle
i=1 i=1

Fy, ..., F,41 su trazeni.

Napomena 5. Gore je indukcijom po n € N dokazana tac¢nost tvdenja
T(n):“za svaki normalan prostor X i proizvoljan otvoren pokrivac¢ {Uy, .. .,
Un} prostora X postoje zatvoreni F; C U;, 1 < ¢ < n, takvi da je X =

U Fi” .

i=1
Umesto toga mozemo fiksirati normalan prostor X i indukcijom dokazati
tacnost tvdenja S(X,n):“za proizvoljan otvoren pokrivac {Uy,...,U,} pro-
n

stora X postoje zatvoreni F; C U;, 1 < 1@ < n, takvi da je X = UFZ”’.
i=1
Slucajevi n = 1 i n = 2 slede kao i prethodno, a da izvedemo indukci-
jski korak pretpostavimo da je tvrdenje S(X,n) tactno za neko n > 2 i
pretpostavimo da je dat otvoren pokriva¢ Uy, ..., U, 1 prostora X.

n—1y

1<i<n-1iU, =U,UU,;, primenimo indukcijsku hipotezu kako bi

Na otvoren pokrivac{Uj ..., U’ ;, U} prostora X, gde je U/ = U; za

dobili zatvorene F} C U/, 1 < i < n, tako da je X = UE’ Kako je skup
i=1

M = F! N (U,)° je zatvoren i M C U,y (jer M C F! C U =U,UUp,1

i M NU, = @) to, obzirom da je X normalan, postoji otvoren V tako da
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jeM CV CV CUyy. Stavimo Fy := F/ CU =U;zal <i<n-—1,
Fopn:=ViF,:= F! Ve, Jasno ovako definisani skupovi F; su zatvoreni.
Imamo M C Vi F, C VepajeMnNEF, =@ Zatoiz F, C F C
(F!NU)U(F!N(U,)) € U,UM sledi F,, C U,. Takodeje F,;1 €V C Upyy.
Najzad X = VUV povlaci F! = (F'NV)U(F. NV = F,;1 UF, pa je

n n—1 n—1 n+1
X:UF;:(UF{)UF,Qz<UFi>ananH:UFi. O
i=1 =1

i=1 =1

127. Oznacimo C = {(z,—x) : z € R} C X, C, = CNQ?* C; =
C N (R\ Q)% Lako je videti da je C' T-zatvoren diskretan podprostor od
(X,7) (tj. darele(r) =P(C)) kaoidaje C=CLUCy, Ci1NCy = 2. Za
i € {1,2} imamo da je C; rel¢(7)-zatvoren skup, pa kako je C' T-zatvoren
to mora biti i C; 7T-zatvoren. Pokazimo da ako su U;, U, € 7 tako da
C; C U; (i = 1,2), onda mora biti U; N Uy # @, $to bi znacilo da (X, 7)
nije normalan prostor. Neka su suprotno pretpostavci Uy, Uy € T tako da je
C; CU; (i=1,2) itako da je Uy NU, = .

Za svako = € R neka je €, > 0 takav realan broj da vazi (z, —x) € I, C
U, egdeje I, :=[r;x+¢e,)*1i=1ako z € Q, odnosno i = 2 ako z ¢ Q.

Kako je I, NI, = @ kad god je x € Q iy € R\ Q to mora da vazi
lim e, = 0 za svako x € Q. (R, ug) je Baire-ov prostor (videti zadatak

y%.’l)
YyER\Q

47.) pa je (zbog @ # R € ug) skup R II kategorije u odnosu na ug (videti
zadatak 46.). Kad bi R\@Q bio I kategorije u odnosu na pg, onda bi, obzirom
da je Q I kategorije, i R bio I kategorije, a to kao $to smo videli nije tako.
Zato je skup E := R\ Q II kategorije. Uzimajuéi S := Q vidimo da E i S
zadovoljavaju uslove zadatka 58.; gde je f : R — R dato sa f(x) = ¢, za
z € R. Otuda skup Ey := {z € £ : f(x) = 0} mora biti II kategorije.
Specijalno Ey # @ pa je ¢, = 0 za neko z € R (preciznije za neko x € E,
ali to je za ovaj argument potpuno nebitno), sto je nemoguce.

Napomena 6. U gornjoj analizi nije nuzno pribegavati toliko opstem tvrde-
nju kao sto je ono iz zadatka 58. Naime dovoljno je, bez koris¢enja pojma
kategorija, dokazati da:
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ako je f: R = R takva funkcija da vazi Vg € Q | lim flx)=0] ...(x),
z€R\Q

onda postoji y € R, preciznije y € R\ Q, tako da je f(y) = 0.

Primetimo da ako je f : R — (0; +00), onda na osnovu ove ¢injenice ne
moze vaziti (%) te se reSenje zadatka 127. zavrsava konstatacijom da “ako
Uy NU; =2 onda je za svako v € Q lig% gy = 0.

nyR\@

A gore navedena implikacija se inace lako dokazuje ako se primeti da,
pod datom pretpostavkom, mora da vazi:
ako su 6,a,b,x € R tako da je a < b 160 > 0, onda postoje a’', b € R takvi da
jea<a <b <b, x¢l[d;V]itako da za svaki iracionalan broj r € [a’; V]
vazi | f(r)] < 6.

Zaista uo¢imo proizvoljan racionalan broj g € (a;b) i § > 0 tako da je
J:=(q—19;9) C(a,b)i]|f(r)| <6 zasvakor € J\ Q (ovakvo § postoji na
osnovu (*)). Sada @’ i ¥ mogu da budu proizvoljni brojevi iz J tako da je
a<bixzdgld;l].

Nakon ovog zapazanja jasno je da se rekurzivno mogu konstruisati re-
alni brojevi a,, < b, za n € N tako da za svako n € N vazi:

- {anJrl; bn+1} - [an§bn]§ .
— za svako 1 € [a,; by] \ Q vazi | f(r)| < —;
n

Ako je y € ﬂ [a,; b,] proizvoljno, onda je y € [a,; b,] Z ¢, za svako n,
neN

1
te je y iracionalan broj; takode mora biti |f(y)| < — za svako n, odnosno
n

fly) =0.

Napomena 7. Moguce je dokazati da inace ako separabilan prostorX sadrzi
zatvoren diskretan podprostor moci kontinuum onda X ne moZe biti nor-
malan, iz cega direktno sledi tvrdenje zadatka 127.



159

Da pokazemo ovo oznac¢imo kardinalnosti skupova R i N sa ¢ i Ny, kao
Sto je to i uobicajeno. Neka je D C X zatvoren diskretan podprostor od
X tako da je card(D) = ¢, gde ¢emo sa card(A) privremeno oznacavati
kardinalnost skupa A, i neka je S C X prebrojiv gust podskup od X.
Jos jedna privremena konvencija: za dva prostora Y i Z sa C(Y, Z) ¢emo
oznacavati skup svih (7y, 7z)-neprekidnih preslikavanja iz Y u Z.

Neka je suprotno tvrdenju prostor X normalan. Neka je, za svako
feCX,R), R(f):= fIS. Kako je R Hausdorff-ov prostor, a S gust u X
to je R : C(X,R) — “R injektivno preslikavanje. Zato je card (C(X,R)) <
card(°R) = card(R)@d() < Mo = (2N0)NO = 2% = 9% = ¢ Dakle
card (C(X,R)) < ¢ ...(xx). Kako je D zatvoren podprostor normalnog
prostora X to za svako g € C(D,R) postoji neko E(g) € C(X,R) tako da
je E(g) I D = g . Iz same definicije sledi da je F : C(D,R) — (X, R) injek-
tivno preslikavanje. Zato je card (C(D,R)) < card (C(X,R)). Ali kako je D
diskretan to je C(D,R) = PR te imamo da je card (C(X,R)) > card (°R) =
¢« = (2%)° = 2%¢ = 2¢_ Dakle, koristeci (xx), sledi 2° < card (C(X,R)) <,
a ovo je nemoguce. a

128. Neka je x € X iz ¢ F gde je FF C X zatvoren skup. Na osnovu
pretpostavke zadatka postoji neki otvoreno-zatvoren U > x tako da je U C
F. Funkcija f : X — [0;1] definisana sa f(y) = 0 ako y € U odnosno
f(y) =1 akoy € X \U, je neprekidna (jer je U otvoreno-zatvoren). Takode
imamo f(z) =0 (jerx € U)i fTF C f~(X\U) C{1}. O

129. Neka je x € U gde je U C X otvoren. Po pretpostavci postoji neki
prebrojiv otvoren U’ 3 x tako da je U" C U. Obzirom da je X potpuno
regularan prostor to postoji neko f : X — [0;1] tako da je f(z) = 0 i
fT(X\U'") C {1}. Kako je U’ prebrojivikako f~X = f~U'Uf(X\U') C
U U{l1} to je i f~X prebrojiv. Uocimo r € [0;1] \ f~X i stavimo
V = f7[0;r). Kako je [0;7) € pp,, a f neprekidna funkcija to je V'
otvoren podskup od X. Iz f=[0;r] = f7[0;r) U f~{r} = f7[0;r) =V (jer
r ¢ f~X) sledi da je V i zatvoren. Ako je y € V onda je f(y) < r <1,
aakoy € X\ U ondaje f(y) =1. Otuda VN (X\U')=otj. VCU.
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Najzad kako je f(z) = 0 to je z € V. Dakle pronasli smo otvoreno-zatvoren
skup VC X takodajex e V CU. O

130. Neka su (X, 7) i B iz P 8. Na osnovu zadatka 13. B je baza za 7 pa
je zato na osnovu zadatka 30. pod (1) (X, 7) nuldimenzionalan. Otuda je
(X, 7) potpuno regularan prostor (videti zadatak 128.).

Ako sun,m € Z tako da je n # m, ondajen € n+ (|m —n|+1)Z =:
Uer,mem+(m—n|+1)Z =V eriUNV =a. Ovo znadi da je
T Ty topologija. Dakle (X, 7) je Tychonof-ski prostor. Baza B je oc¢igledno
prebrojiva pa je (X, 7) homeomorfan nekom podprostoru N-stepena metri-
zabilnog prostora [0;1]. Prebrojiv stepen metrizabilnog prostora je i sam
metrizabilan; podprostor metrizabilnog prostora je i sam metrizabilan. Zato
je (X, 7) metrizabilan. Drugi nac¢in da vidimo da je re¢ o metrizabilnom
prostoru jeste da iskoristimo slede¢u poznatu karakterizaciju metrizabilnosti
prostora: (Y, 7y) je metrizabilan prostor ako i samo ako je on T3 prostor za
koji postoji neka 7y-baza oblika U A, gde je za svako n € N familija A4,

neN
Ty-lokalno konacna. O

131. Neka vazi dati uslov i neka je U C 7x otvoren pokrivac za X. Stavimo
A:={U € B :postoji V € U tako da je U C V'}. Tvrdimo daje |JA = X.
Zaista, neka je x € X. Kako je U pokrivac to postoji neko V' € U tako da
jex € V. Skup V je otvoren, a familija B je baza pa postoji neko U € B
tako da je z € U C V. Otuda je U € Aixz € U. Dakle [JA = X. Po
pretpostavci postoji neka prebrojiva familija A" C A tako da je [J A = X.
Iz A" C A sledi da za svaki U € A" mozemo izabrati po neki Vi; € U tako
da je Vy C U. Familija Uy :== {Vyy : U € A’} C U je prebrojiva jer je
familija A" takva. Pokazimo da je ona i pokriva¢c. Za x € X postoji neko
U e A tako da je z € U jer je A" pokrivac. Imamo x € U C Vy € Uy. O

132. (1)=(2): Jasno.

(2)=(1): NekasuY C X il C 1y := rely(rx) tako da je U =Y
proizvoljni. Za svako U € U postoji po f(U) € 7x tako daje U =Y N f(U).
Skup Yy := UV, gde je V := {f(U) : U € U}, je Tx-otvoren, a ¥V C
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rely, (7x) je pokriva¢ skupa Y. Na osnovu (2) podprostor (Yy,rely,(7x))
je Lindeldf-ov, pa zato postoji prebrojiv Vy C V tako da je Yy = |JWo.
Stavimo Uy := {W NY : W € W}. Uy je prebrojiv jer je V, prebrojiv.
Pokazimo da je Uy € U. Neka je V € Uy. Imamo da je V = WNY
za neko W € Vy. Kako je Vo C V to je W = f(U) za neko U € U.
Zatoje V. =Y NW =Y n f(U) =U € U. Dakle Uy C U. Takode
je Uy = Y NW = W eV} =YnUV=YNY, =Y jer je
Y=UUCUY{fU) : UeU} =V =Y, obzirom da je jasno U C f(U)
za svako U € U.

(2)=(3): Neka je dat A C B. Skup Y :=JA je otvoren pa je (Y, 7y ), gde
je Ty :=rely(7x), po pretpostavci Lindeléf-ov. Kako je A C 7y (jer je cak
ACBCr71x)ilJA=Y to postoji neki prebrojiv A" C A pokrivac¢ skupa
Y. Drugim rec¢ima J A =Y =JA.

(3)=(2): Neka je Y C X proizvoljan Tx-otvoren skup. Dokazac¢emo da
je prostor (Y, rely(7x)) Lindeldf-ov koristeéi se zadatkom 131. Kako je
UerxtojeBy:={U€B : UCY} C B baza prostora (Y,rely(7x)).
Neka je Ay C By proizvoljan tako da je [JAy; = Y. Posto je Ag C B
to na osnovu (3) imamo da postoji neki prebrojiv A; C A, tako da je
UA: = JAp. Dakle A, je prebrojiv, i vazi A; C ApiJAi=UJA =Y.
Na osnovu zadatka 131. je (Y,rely(7x)) Lindeldf-ov. O

133. Neka su F, G C X zatvoreni disjunktni skupovi. Kako je X regularan
to za svako x € F (tj. svako y € ) postoji otvoren U, > x (tj. otvoren
V, 3 y) tako da je U, NG = & (tj. V, N F = ). X je Lindelsf-ov pa je i
njegov zatvoren podprostor F' (tj. podprostor G) Lindeléf-ov. Obzirom
daje{U,NF : z e F} (tj. {V,NG : y € G}) relp(rx)-otvoren (tj.
relg(7x )-otvoren) pokriva¢ Lindeléf-ovog podprostora F' (tj. podprostora
() to postoji neki niz (z, : n € N) (tj. neki niz (y, : n € N)) tacaka
skupa F (tj. skupa G) tako da vazi F' C U U, (tj. G C U V). Za

neN neN

n € N stavimo A, = U,, \ (U W) B, =V, \ (U Umi> i definisimo
i=1 =1
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(ocigledno) otvorene skupove A := U A,iB:= U B,,. Pokazimo da je

neN neN
F C A. Neka je x € F proizvoljno. Kako je F' C U U,, to postojin € N
neN

tako da je x € U,,. S druge strane imamo po konstrukciji da je F' ﬂV_yi =0

za 1 <i <n. Dakle x ¢ UW te je x € A. Analogno se dokazuje da mora
i=1

biti G C B.

Pokazimo jos da je ANB = @. Ovo ¢e direktno slediti ako pokazemo da

vazi A, N B,, = @ za svako n,m € N. Za m <n imamo A, C (UW) C
i=1

(m)c C (V)¢ 1 By €V, te mora biti A, N B,, = @. Analogno je

B,,N A, =2 zan <m. Sledi zeljeno tvrdenje. O

134. Stavimo V = {V crx AU el (Vg U)} Pokazimo da je V
(otvoren) pokriva¢. Neka je dato z € X. Postoji U € U tako da je z € U.
X je regularan pa postoji neki otvoren V' 3 z tako da je V C U. Jasno
reVel.

Kako je X Lindeldf-ov to postoji niz (V,, : n € N) elemenata
pokrivaca V tako da je X = U Vo ... (%). Za svako n € N po konstrukeiji
neN
mozemo izabrati po neko U, € U tako da je V,, C U,. Definisimo A; := U;
n—1

iA, ::Un\UVizanZZ.
i=1
Pokazimo da je A := {4, : n € N} lokalno kona¢na familija. Neka
je dato x € X. Zbog (x) mora biti x € V,, za neko n E N. Neka jem >n

proizvoljan prirodan broj. 1z A,, C (U V) U Vi| € (V)¢ sledi

VoNA, =2 Daklex € V,, € 7x iza svako B € A\{Al,.. A} vazi VN
B = @. Kako je tacka x € X u prethodnom razmatranju bila proizvoljna
ovo upravo znaci da je (A, : n € N) lokalno konac¢na indeksirana familija.

Pokazimo da je A pokrivac. Nekaz € X. Skup S:={neN : z € U,}
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je neprazan. Neka je ng := min S. Ako je ng = 1 onda je x € U; = A; € A.

no—1 no—1 ¢
Akojen0>10ndajeAn0:UnO\UVi,xEUnoixe<UUi> C
i=1

=1

no—1 ¢
(U Vi| (er V,, C U, za svako m € N) te mora biti z € 4,, € A.

1
Jasno A C 7x. Obzirom da jos vazi i A,, C U,, € U to je tvrdenje zadatka
dokazano. O

135. Koristi¢emo se zadatkom 132. Neka je A C B (gde je B naravno baza
definisana u P 11) proizvoljna neprazna familija i S := (J.A. Definisimo
U := U int,, (A) € pr. Kako je ur II probrojiva topologija to je i py =
AcA
rely(ugr) 11 prebrojiva topologija pa je (U, uy) Lindeldf-ov prostor. Zato,
obzirom da je {int,,(A) : A € A} C py pokriva¢ skupa U, postoji
prebrojiv A’ C A tako da je U = U int,,, (A).
AeA

Za svako x € S\ U izaberimo po neko I, € A tako da je x € I,. Neka
su z,y € A tako da je x < y. Imamo I, = [a;b) i I, = [c;d) za neke
a,byc,d € Rtakodajea <bic<d Izy ¢ U D int,(l,) = (¢d) i
y € I, sledi y = c. Zato kad bi postojalo neko s € I, N I, dobili bi da
a<zr<y=c<s<b tj. y€ (a;b) =int,,(I,) C U, sto je nemoguce.
Dakle za svako z,y € S\ U vazi ¢ # y = I, NI, = @. Otuda je skup
S\ U prebrojiv podskup od S = |J.A. Zato postoji neka prebrojiva familija
A" C A takoda je S\ U C [J A"

Stavimo Ay = A" U A”. Jasno Ay je prebrojiva podfamilija od A.
Takode je S C UU(S\U) C YA UUA" = JA C UA = S, tj
UAO = U.A O

136. Lako je videti da je Sorgenfrey-eva prava (X, 7) nuldimenzionalan
prostor (za z < y imamo {[z;y),R\ [z;y)} C 7). Otuda je na osnovu
zadatka 128. ona potpuno regularan prostor. Na osnovu zadatka 135. ona je
i Lindelo6f-ov prostor. Zato je prema zadatku 133. ona normalan prostor.
S druge strane to da (X? 7 x’ 7) nije normalan prostor ustanovljeno je
zadatkom 127. O
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137. Znamo da je Sorgenfrey-eva prava (R, 7) Lindeldf-ov, I prebrojiv
prostor koji nije II prebrojiv (videti zadatke 17. i 135.) i Q je ocigledno
T-gust.

Neka je suprotno onom sto treba dokazati < strogo linearno uredenje
na skupu R tako da je 7 = lot(<). Neka je F := {{z,y} CR : z <
yi(z;y)< =0} ZaAec Fnekasuly € Riry € R definisani sa A =
{ZA7TA} ilg <ra.

Kako 7 nema izolovanih tacaka to za svako u € R mora biti A; #
Ay = A1 N Ay = @ za svako Ay, Ay € F. Pokazimo da je F prebrojiv, sto
je na osnovu prethodnog zapazanja ekvivalentno tome da je {ry : A € F}
prebrojiv.

Pretpostavimo da to nije tacno. Neka su W,, € 7 X’ 7, za n € N, takvi

daje F:={(z,x) : x € R} = ﬂ W, (kako je F pge-zatvoren, a pigz metri-
neN
zabilna topologija to F' mora biti Gs skup te topologije, tj. F' = ﬂ W, za
neN

neke W, € g2 = pur X' ug C 7 ><’T). Za svako r € Rin € N mozemo uociti
po neki Uy (z) € 7 takav da je Yu,v € Uyy(z) ((u5v)< C Upy(w)) i tako da
vazi (x,x) € U, () xUy,(z) C W,. Nekajel, := {U,(z) : v € R} zan € N.
Svaki U,, je T-otvoren pokriva¢ skupa R pa postoji po prebrojiv V, C U,
tako da je |V, = R. Stavimo R:={a € R : Ine NIV €V, (a je <-
najmanji element skupa V') }. Kako je R prebrojiv, aza {ry : A € F} smo
pretpostavili da nije takav, to postoji neko A € F tako da r4 ¢ R. Imamo
(la,r4) € R2\ F paje (la,74) ¢ Wy, za neko ng € N. Kako je UV, = X
to je 14 € Upy(z) za neko x € R. Iz [y € Uy, (z) bi sledilo (I4,74) €
Uno(2) X Upy(z) € Wy, Sto je nemoguce. Dakle mora biti 14 ¢ Up,,(z).
Na osnovu izbora skupa U, (z) sada specijalno sledi da ne postoji nikakvo
u € Uy, (x) takvo da je u < l4 jer bi zbog ra € U,,(x) to povlacilo da je
la € (u;ma)< C Upy(x). Drugim recima r4 € Uy, () C (Ia;—)< = [ra; =)<
pa je ra <-najmanji element skupa U, (), $to znaci da je r4 € R, suprotno
izboru broja ry4.

Dakle dokazali smo da F mora biti prebrojiv. Za svako z € U {la,ra}
AeF
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fiksirajmo po prebrojivu lokalnu bazu L, topologije 7 u tacki z. Sa

P = U{{(C]1;Q2)<> (@)= (@15 =)<} : @1,00 € @} U U L, U U L,
AeF AeF

je definisana jedna prebrojiva familija 7-otvorenih skupova. Pokazimo da
je P baza topologije 7, Sto ¢e protivureciti ¢injenici da 7 nije II prebrojiva
topologija. Nekasux € RiV € 7 takvidajex e V.

Slucaj 1. = € {la,ra} za neko A € F: u ovom slucaju je z € G C V za
neko Ve L, CP.

Slucaj 2. x ¢ {la,ra} za svako A € F: u ovom slucaju za svako u € R vazi
u<x=(wr)s#oir<u= (r;u)x # 2. Akojex € (+—;b)x CV za
neko b € R, onda zbog 7 3 (x;b)< # @ i ¢injenice da je Q 7 gust, postoji
neko q € (z;b)<,itadaje x € (<—;q¢)< C (+—;0)x C Vi (+;q)< € P. Ako
jex € (a;—)< C V zaneko a € R, onda zbog 7 3 (a; z)< # @ postoji neko
q € (a;x)5,itadaje xz € (¢;—=)< C (a; =)< CVi(g;—)< € P. Ako je
r € (a;b)x C V za neke a,b € R, onda zbog 7 2 {(a;:cp,(:c; b)<} 2o
postoje neki ¢; € (a;7)< i g2 € (;0)<, i tada je v € (q15¢2)< € (a;0)x CV

i(q1;92)< €P. 0

138. Ovo je prakticno direktna posledica sledece jednostavne Cinjenice:

Tvrdenje Ako su a,b € R tako da je a < b i S C (a;b) neprebrojiv, onda
postoji ¢ € (a;b) tako da je i SN (a;c) i SN(c;b) neprebrojiv.

Da ovo pokazemo pretpostavimo da za neke a,b € R tako da je a < b
i neki neprebrojiv S C (a;b) ovo nije tacno. Ako je a < u < v < b tako da
je v —u = 27" 1 tako da je S N [u;v] neprebrojiv, onda je za tacno jedan
od segmenata [u; (u+v)/2] i [(u+v)/2;v] njegov presek sa S neprebrojiv
(jer bi u suprotnom i SN (a; (u+v)/2) i SN ((u+v)/2;b) bili neprebrojivi,
sto protivureci nasoj pretpostavci); ako sa J oznacimo upravo taj segment,
onda imamo da je J duzine 277!, da je ([u, v\ J) N S prebrojiv, a JN S
neprebrojiv. Koriste¢i ovo jednostavno je da se rekurzivno konstruise niz
zatvorenih segmenata (I, : n € Ny) tako da za svako n € Ny vazi
-1, Cla;bl =1y i Iy C Iy
- duzina od I, je 27"
- SN (I, \ In41) je prebrojiv, a SN I, je neprebrojiv.
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Sada imamo [a;b] N S = U [(In \ 1) N S] U [S N ﬂ I,|. Kako je

n€eNg

n€Np
ﬂ I, singlton, a (I, \ I,4+1) NS prebrojiv za svako n € Ny ovo povlaéi da

n€Np
je [a; b] NS prebrojiv suprotno pretpostavljenom.

Vratimo se sada nasem zadatku. Oznacimo sa 7 topologiju Sorgenfrey-
eve prave i neka je K C R 7-kompaktan podskup. Kako je ug € 7to K mora
biti i pr-kompaktan pa zato postoje [,d € R tako da jel < di K C (I;d).
Neka je suprotno onom sto treba dokazati skup K neprebrojiv. Stavimo
xo := [ ineka je x1 € (xo;d) takav da je i K N(xo; 1) i K N(z1;d) neprebro-
jiv. Akosul =29 < 1 < -+ < x, < d konstruisani tako da je K N (x,;d)
neprebrojiv, neka je z,,1 € (z,;d) takav dajei KN(x,; xpe1) 1 KN (2041;d)
neprebrojiv. Na ovaj nacin konstruisan je niz (z, : n € Ny) € YR tako da
je KN(xy; xn11) # @ zasvakon € Nyitakodaje K C [[;d) = U [Tp; Tpi1).

neNy
No jasno je da za U := {[:cn;:an) :ne NO} C 7 ne moze biti K C Uy
ni za jedan konacan Uy C U - kontradikcija. O

139. Stavimo X := "N. (Skoro) prema samoj definiciji N-stepena topologije
P(N), familija {[s) : n € N, s € N"} je jedna baza te topologije.

Za svako s € N<“ skup [s) je zatvoren. Zaista, ako jen € Nis e N»
onda ovo sledi iz

X\[s= |J W,

teN"; t#£s
a ako je s = 9 iz (o) = X.
Za svako s € N<“ familija {s “(n) 1ne N} je otvoren pokriva¢ skupa
[s) koji nema konac¢an podpokriva¢ tog skupa, pa skup [s) nije kompaktan.

Neka je sada F' C X proizvoljan kompaktan skup. Pretpostavimo da je
int(F') # @. Tada postoji s € N<“ tako da je [s) C F. Kako je [s) zatvoren
skup, a I’ kompaktan skup, to odavde sledi da je i skup [s) kompaktan —
kontradikcija. O
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140. (1) Neka je A C X :="Niz € X. Imamo
z € Gr(Dr(A))

ako 1 samo ako

Vn e N (x[{l,...,n}EDr(A))
ako i samo ako
Vn € Nda € A (x[{1,...,n}:a[{1,...,n}>
ako i samo ako
Vn € NVs € N” (x[{l,...,n}:s = EIaEA(a[{l,...,n}:s))
ako i samo ako

Vn € NVs € N (me[s> = HaeA(ae[sD)

ako 1 samo ako
Vs € N=¢ <a:€ [s) = [s)ﬂA#@)

ako 1 samo ako

r€EA,

obzirom da je familija {[s) rse N, x e [s)} lokalna baza u tacki .

(2) Zan € N neka je p, : X — N, gde je X := VN, n-ta projekcija data sa
pn(x) := x(n) za svako x € X. Ako je 7 N-stepen topologije P(N), onda je
pn (7, P(N))-neprekidno preslikavanje za svako n € N.

Pokazimo da za zatvoren skup A C X vazi:

skup A je kompaktan ako i samo ako postoji neko y € X tako da je
xz(n) <y(n)zasvakoxr € AineN
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Zaista, neka je A C X kompaktan skup. Za svako n € N skup
(pn)~ A C N je kompaktan skup prostora (N ,P(N)), kao neprekidna slika
kompaktnog skupa, pa zato mora biti konacan. Dakle, za svako n € N
postoji neko y(n) € N tako da je (p,)~ A C [1;y(n)]. Ovako definisan niz
y € X je ocigledno onakav kakav se trazi.

Obrnuto, pretpostavimo da je A = A takav da za neko y € X vazi
z(n) < y(n) za svako z € i n € N. Stavimo P, = {1,...,y(n)}, za
svako n € N, i oznac¢imo sa A, diskretnu topologiju na skupu P,. Stavimo
B = H P,. Topologija HrlleN A, je kompaktna, jer je A\, takva za svako

neN

n € N. Ako za svako n € N stavimo 7, := P(N), onda je 7 = [[ . Tn Pa
zato Imamo

relg(7) = H;LEN relp, (1,) = HéeN A

Dakle B C X je kompaktan podskup prostora (X, 7), pa kako je o¢igledno
A C B i A zatvoren skup tog prostora, to i A mora biti kompaktan.

Sada ¢emo pokazati da za proizvoljan skup A C X vazi:

Dr(A) se kona¢no grana ako i samo ako postoji neko y € X tako da je
z(n) < y(n) za svako n € N

Pretpostavimo da se Dr(A) kona¢no grana. To specijalno znaéi da za
neko y(1) € N vazi k < y(1) za svaki broj k € N takav da je (k) € Dr(A).
Zato ako je x € A, onda je (z(1)) € Dr(A) pa mora biti z(1) < y(

1).
Pretpostavimo sada da smo definisali brojeve y(i) € N za i = 1, k tako
da vazi

Vie{l,... . k}Ve € A (x(i) < y(i))

k
Skup S := H{l, ...,y(i)} je konacan. Kako se Dr(A) konacno grana to je
i=1

za svako s € Dr(A)N S skup {k EN: s (k)€ Dr(A)} konacan pa postoji
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neko m; € N takvo da je k < my za svako k € N za koje vazi s~ (k) € Dr(A).
Skup Dr(A) NS je konacan pa mozemo definisati

y(k+1) := max{m, : s € Dr(A)N S} .

Neka je # € A proizvoljno. Pokazimo da mora biti z(k + 1) < y(k + 1).
Prema indukcijskoj hipotezi je s :== z | {1,...,k} € S. Jasno, s € Dr(A4) i
s (x(k+1)=x1{l,....,k+1} € Dr(A) pajex(k+1) <ms, <y(k+1).

Na ovaj nacin smo rekurzivno kostruisali niz y € X kakav se trazi.

Obrnuto, neka je y € X takav broj da je z(n) < y(n) za svako = € A

in € N. Kako se skup B := H{l, - ,y(n)} oc¢igledno konac¢no grana, a

neN
vazi A C B, to i skup A mora da se konacno grana. O

141. Neka su K, € "N =: X kompaktni skupovi za svako n € N. Tada

za svako n € N postoji neko y, € X takvo da vazi x(m) < y,(m) za svako

zr € K, im € N (videti resenje zadatka 140. pod (2)). Definisimo z € X sa

z(n) := yn(n) + 1 za svako n € N. Tada je ocigledno z € X \ U K,. O
neN

142. (1) Ako je g : (Z,74) — R i 7, kompaktna topologija, onda je
infg~Z € R, supg—Z € R i postoje u,v € Z tako da je g(u) = inf g~ Z
i g(v) = supg— Z. Zaista, prva Cinjenica sledi iz toga sto je S = g~ Z
pr-kompaktan skup, a {(—m;m) NS : m € N} pg-otvoren pokriva¢ skupa
S. Preostali deo tvrdenja sledi iz {inf S,sup S} C clg(95) i ¢injenice da je S
pr-zatvoren skup (kao kompaktan podskup Hausdorff-ovog prostora).

Definisimo f : X — [0;+00) sa f(x) := d(a,z). Znamo da je f 7-
neprekidna funkcija (videti zadatak 83.). Dakle f | K je rely (7)-neprekidna
funkcija, a relx (7) kompaktna topologija pa postoji neko b € K tako da je

f(b) =inf f~ K. Noinf [T K = 12}f{ d(a,z) = Dist({a}, K)i f(b) = d(a,b).

(2) Za svako + € K C X \ F postoji neko g, € (0;400) tako da je
Kq[z;e,) € X\ F. Kako je K 7-kompaktan skup to postoji neki konacan
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skup T' C K tako da je K C U Kg[z;e,/2). Stavimo § := min{e, /2 : = €
xzeT

.

Akojeb € Fix € K, onda postoji neko y € T tako daje d(y,z) < £,/2
pa bi iz d(z,b) < § sledilo d(y,b) < d(y,z) + d(z,b) < ey, tj. F 2 b €
Kily;ey) € X \ F' — kontradikcija. Dakle mora biti d(z,b) > ¢ za svako
(x,b) € K x F. O

143. (1)=(2): Pretpostavimo da postoji neko 7-neprekidno preslikavanje
f : X — R koje nije (d,dp)-ravnomerno neprekidno. Tada postoje nizovi
(xn, : n € N)i(y, : n € N) tacaka prostora X i broj ¢ € (0;+00) tako
da vazi d(zn,yn) < 1/ni|f(z.) — f(yn)| > € za svako n € N. Kako je
(X, 7) kompaktan i metrizabilan prostor, to je on i nizovno kompaktan pa
postoji rastudi niz prirodnih brojeva (k; : i € N) i neka tacka a € X tako
vazi lim d(zg,,a) = 0. Obzirom da vazi d(yk,,a) < d(yx,,zk,) + d(z,, a)

i—+400
za svako i € N| to sledi da je 'hin d(yx,,a) = 0. Dakle nizovi (zy, : i € N)
1—+00
i (y, : @ € N) konvergiraju u odnosu na topologiju 7 ka tacki a, pa kako je
f T-neprekidno preslikavanje, to nizovi (f(z,) : i € N) i (f(y,) @ i € N)
konvergiraju ka f(a). Ovo specijalno povlaci da za neko j € N mora da vazi
|f(zr;) — f(yr,)| < € — kontradikcija.

(2)=-(3): Pretpostavimo da postoji neki Cauchy-jev niz x = (z, : n € N)
tacaka koji nije konvergentan. Tada nijedan podniz ovog niza ne konver-
gira. Specijalno skup {z, : n € N} je beskonacan pa postoje k;,l; € N, za
svako ¢ € N, takvi da su skupovi L := {xy, : i € N} i L := {x;, : i € N}
beskonaé¢ni i disjunktni. Nijedan od skupova L i D nema tacaka nagomila-
vanja, jer bi u suprotnom postojao konvergentan podniz niza x. Dakle L
i D su zatvoreni i diskretni skupovi. Zato je i L U D zatvoren i diskretan.
Specijalno, funkcija f : L U D — R definisana sa f(z) = 0 ako z € L i
f(z) =1 ako z € D je relp p(7)-neprekidna (zbog L N D = @ ona je kore-
ktno definisana). Kako je L U D zatvoren skup, a (X, 7) normalan prostor,
to postoji neko preslikavanje g : (X, 7) — R takvo da vazi g(z) = f(2) za
svako z € LU D. Prema (2) imamo da je g (d, dy)-ravnomerno neprekidno
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preslikavanje. Zato postoji neko 0 € (0; +o00) tako da vazi
d(u,v) < = |g(u) —g(v)| <1

za svako u,v € X. Niz x je Cauchy-jev pa postoji neko ng € N tako da
za sve my, Mg > ng vazi d(Tp,, Tm,) < d. Skupovi L i D su beskonaé¢ni pa
postoji neko iy € N tako da je k;,,l;, > ng. Sada je d(mkio,mlio) < 6 dok je
9(zn,) — g(a1,)| = |f (2, ) = F(an,)| = 1 - kontradikeija. .

144. (1) Za svako x € X postoji neko d,, € (0; +00) tako da je Ky, [x; 20,) C

U za bar jedno U € U. Kako je (X1, ) kompaktan prostor, to postoji neki

neprazan konacan skup 7' C X, takav da je X; = U Kg, [z;6,). Stavimo
€T

e :=min{d, : x € T} i pokazimo da je € broj kakav se trazi. Neka je z € X

proizvoljno. Postoji neko = € T tako da je z € Ky, [x;0,). Neka je U € U

tako da je Ky, [2;26,) CU.

Ako je y € Kg[z;¢) proizvoljno, onda imamo dy(z,y) < di(z,z) +
di(z,y) < d, + e <20, pajey € Ky [z;20,) C U. Ovim smo pokazali da
je Kg [z;6) CU.

(2) Ako je € € (0;+00) proizvoljno, onda je {f " Kgy,[z;¢/2) : x € Xy}
otvoren pokrivac¢ prostora (Xi,7) pa postoji neko § € (0;+o00) takvo da
za svako u € X; postoji neko z € X, sa osobinom da je Ky [u;0) C
fTKg,[x;6/2). Neka su u,v € X proizvoljne tacke takve da je d;(u,v) < 4.
Postoji neko z € X, takvo da je v € Kglu;d) C fTKglr;e/2), pa je
{100,100} € Kulose/2) 016100, 0) < {105} (o 00)
2- /2 =c¢. O

145. Pretpostavimo da za svaki neprazan konacan skup 7' C S vazi
ﬂ F, ¢ U. SaF :={F, \U}U{F;NF,, : s € S} je definisana jedna
seT

familija zatvorenih skupova kompaktnog prostora (FSO, relp, (7)) Za svaki
neprazan konacan skup 7' C S vazi

(F N\NU)N(FE=Un (| F+#o

seT s€TU{so}
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Dakle F je centrirana familija, pa sledi da postoji neka tacka

ac(\F=Un()F

seSs

Sto znaci da je ﬂ F, U, suprotno pretpostavci zadatka. O
ses

146. Neka je F' = ﬂ A, za neke otvorene skupove U,. Neka je U O F

neN
proizvoljan otvoren skup. Kako je (X, 7) normalan prostor, kao Hausdorf f-

ov kompaktan, to za svako n € N, obzirom da je F = F C A,, € T, postoji

neki otvoren skup V, takav da je F C V, C V, C A,. Skupovi V, su
kompaktni, kao zatvoreni skupovi kompaktnog prostora, i vazi

ﬂVng ﬂAn:FgUET

neN neN

Zato prema zadatku 145. postoji neki neprazan konacan skup 7' C N takav
da je ﬂVnQU. Dakle vazi F' C ﬂVngU.
ne’l neTl
Ovim smo pokazali da je prebrojiva familija

B:= {ﬂ Vi, @ # S CN je konacan skup}

nes

kakva se trazi. O

147. (I) Ako je A zatvoren skup, a B kompaktan skup, i ako vazi ANB = &,
onda postoji preslikavanje h : (X,7) — [0;1] takvo da je h~A C {0} i
h—B C {1}. Pokazimo ovo. Ako je B = @ onda je konstantna nula funkcija
trazena. Zato pretpostavimo da je B # @.

Za svaku tacku b € B postoji neko preslikavanje f, : (X, 7) — [0;1]
takvo da je (fy)”A C {0} i fo(b) = 1. Familija {(f,)"(1/2;1] : b€ B}
je otvoren pokriva¢ kompaktnog skupa B pa postoji neki konacan skup
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T C B takav da je B C U(fb);(l/Q; 1]. Funkcija f : X — [0; 1] definisana
beT
sa f(z) := max{f,(x) : b € T'} je neprekidna i zadovoljava

fTAC{0} i fTBC(1/2;1]

Neka je g : [0;1] = [0;1] proizvoljna funkcija takva da je g(0) = 0 i
g~ (1/2;1] = {1}. Tada je kompozicija g o f trazeno preslikavanje.

(IT) Prelazimo na dokaz tvrdenja zadatka. Za svako ¢ = 1,n prema delu
(I) postoji neko preslikavanje f; : (X, 7) — [0; 1] takvo da je

()~ U K<C{o}i ()7 K c{1}.
Jellmn\ (i)

n
Preslikavanje Z r; - fi je trazeno. )
i=1

148. K C N je kompaktan ako i samo ako postoje m € Niay,...,a,, € N
tako da vazi

{ala"'vam} gKgUazN
=1

Zaista, neka je C N kompaktan skup. Familija {kN : k € K} je
otvoren pokriva¢ skupa K pa postoje m € Niay,...,a, € K tako da je

m
K C U a;N, pa vidimo da je skup K kakav se i tvrdi da jeste.
i=1
Obrnuto, pretpostavimo da postoje m € Ni aq,...,a,, € N tako da je

{ala"'7am} gKgUazN

=1

Kako je familija B := {kN : k € N} baza prostora iz P 6, da se uverimo
u to da je K kompaktan skup dovoljno je pokazati da za proizvoljnu familiju
U C B takvu da je K C [JU postoji neka konaéna podfamilija V C U tako
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da je K C |JV. Dakle neka je M C N takav da je K C U kN. Zbog

keM
{a1,...,an} C K, za svako i = 1, m postoji k; € M tako da je a; € k;N, tj.
tako da je a;N C k;N. Sada imamo

i=1 =1
O

149. (1) Neka je FF C X proizvoljan T-zatvoren skup i z € X \ F. Po
pretpostavci postoji neki 7-otvoren skup V' > z takav da je podprostor
(A, 71) Tychonoff-ski, gde je A = cl(V) i i = rely(r). Skup G :=
bd, (V) U (cl,(V) N F) je T-zatvoren, te i m-zatvoren. Kako je V € 7
to je V.Nbd, (V) = o, pa sledi z ¢ bd, (V). Kako je jos z ¢ F to sledi
dajex € A\ G. (A,71) je Tychonoff-ski prostor pa postoji neko pre-
slikavanje f : (A, 7)) — [0;1] takvo da je f(x) = 01i f~G C {1}. Neka
je g : X \'V — [0;1] konstantno preslikavanje definisano sa g(z) = 1 za
svako z € X \ V. Imamo dom(f) = cl.(V) i dom(g) = X \ V, pa kako je
V € 7, sledi da je dom(f) N dom(g) = bd.(V), te je f(2) =1 = g(z) za
svako z € dom(f) Ndom(g). Zato je na osnovu zadatka 51. preslikavanje
h := fUg T-neprekidno i h : X — [0;1]. Jasno h(x) = f(z) = 0. Neka je
z € F Ako je z € cl.(V) onda je z € G C dom(f) pa je h(z) = f(z) = L.
Akojez € X\ cl (V) C X\ V =dom(g), onda je h(z) = g(z) = 1.

(2) Ovo sledi iz dela pod (2) i ¢injenice da je svaki Hausdorff-ov kompa-
ktan prostor Tychonoff-ski.

(3) Neka je 7 € U € 7 i neka je W > z otvoren skup takav da je skup W
kompaktan. Obzirom da je (X, 7) regularan prostor prema delu pod (2),
postoji V € 7 tako dajex € V C V C UNW. Kako je V zatvoren podskup
kompaktnog skupa W, to V mora biti kompaktan. O

150. (1) (a)=-(b): Pretpostavimo da je (X, 7) lokalno kompaktan prostor

takav da je X = U K, za neke kompaktne skupove K, C X. Za svaku
neN
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tacku € X postoji neki otvoren skup V, 3 z takav da je V, kompaktan
skup. Za svako n € N vazi K,, C U V. pa mora da postoji neki konacan

rzeX
skup T, C X takav da je K,, C U V,=:U,. Jasno X = U U,. Takode,
imamo U, = U V. (jer je T, konacan skup), pa je skup U, kompaktan

IeTn
kao unija kona¢no mnogo kompaktnih skupova.

(b)=(a): Pretpostavimo da postoje otvoreni skupovi U,, za n € N,

tako da je U, kompaktan skup za svako n € N, i tako da vazi X = U U,.

neN
Akojer € X proizvoljna tacka, onda postoji neko n € N tako da je x € Uy;

pritom je U, € 7 i skup U, je kompaktan. Dakle (X, 7) je lokalno kompa-
ktan. Da je prostor o-kompaktan sledi direktno iz X = U U,.
neN

(2) Neka, suprotno onom $to treba pokazati, postoji neka tacka z € X
takva da ni za jedan otvoren skup W > x skup W nije kompaktan. Po
pretpostavci postoji neka stroga lokalna baza {U,, : n € N} u tacki z. Za

svako n € N stavimo V,, := ﬂ U; i fiksirajmo neki otvoren skup W,, 3 x
i=1

takav da je W, C V,, (prostor je po pretpostavci regularan); kako W, nije

kompaktan skup, to ne moze biti W, C K,,, te mozemo izabrati neku tacku

zn € Wi \ K.

Niz (z, : n € N) konvergira ka tacki x. Zaista, ako je G 3 x proizvoljan
otvoren skup, onda postoji n € N tako da je U, C G; tada za proizvoljan
prirodan broj m > n vazi

2m EWn CV,, CU, CG.

Otuda je skup {z} U{z, : n € N} =: A kompaktan pa po pretpostavci
postoji m € N tako da je A C K,,. Ovo povlaci da je z,, € K,,. No ovo je
nemoguce jer je z,, € W,, \ K,,, kontradikcija. O

151. Da prostor NN nije lokalno kompaktan direktno sledi iz zadatka 139.
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Ako je S C R gust skup za koji je i S¢ gust skup, pokazimo da (.5, yug) ne
moze biti lokalno kompaktan prostor.

Neka je so € S proizvoljna tacka. Pretpostavimo da postoji V € ug
tako da je sp € V itako da je cl,, (V') kompaktan skup prostora (.5, uus) (3to
je isto Sto i reéi da je on kompaktan skup prostora R). Postoji neko U € ug
tako da je V. =UNS. Kako je S¢ gust skup to je familija {(a;b) : a,b € S°}
baza prostora R. Zato postoje a,b € S° tako da je sy € (a;b) C U. Sada
imamo

clug ((a;0) NS) = cly, ((a;0)) NS = [a;8] NS = (a;0) N S.

Kako je S gust skup to (a;b) NS ne moze biti kompaktan skup. Dakle skup
cl,q ((a; b) N S) nije kompaktan. S druge strane je

clug ((@;0) NS) Celyy (UNS) =l (V).

Odavde sledi da je cl, ((a; b) N S) kompaktan skup, kao pg-zatvoren po-
dskup kompaktnog skupa prostora (S, j1s) — protivureénost. a

152. Neka je (X, 7) prostor iz P 7. Neka je o # A = A C X. Mozemo
izabrati neko a € A. Imamo cl ({a}) = aN C A = A (videti zadatak 29.) pa
je A beskonacan skup. Otuda je {AN Dy : k € A} rel(7)-otvoren pokrivac
skupa A koji nema konacan podpokriva¢. Dakle nijedan neprazan zatvoren
skup nije kompaktan. Specijalno, (X, 7) nije lokalno kompaktan prostor.

Neka su (X,7) i BizP 8ia € Z,be Z\ {0}. Neka sum; € Z za
i € N proizvoljni tako da je U := a + bZ = {m; : i € N}. Za i € N neka
sup; € N\ {1} takvi da je i # j = NZD(p;,p;) = 1 i NZD(p;,b) = 1 za
svako 4,5 € N. U :={U N (m; + p;Z) : i € N} je rely(7)-otvoren pokrivac
skupa U. Da pokazemo da on nema konac¢an podpokriva¢ neka je k € N

proizvoljno. Postoji z¢ € Z tako da je xp =, a i xg =p, m; +1 za i = 1, k.
k

Tada je xg € Ui xg ¢ U(ml + piZ). Ovim smo dokazali da U nije kompa-
i=1

ktan. Kako je B baza prostora i U = U za svako U € B (videti zadatke 13.

i 30.) to smo dokazali da (X, 7) nije lokalno kompaktan.
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Prostori iz P 91 P 10 su Hausdorff-ovi, a nisu regularni (videti za-
datak 113.), pa ne mogu biti lokalno kompaktni na osnovu zadatka 149.
O

153. Neka je K C Y kompaktan skup i U C 7x tako da je f~K C JU.
Za svako y € K skup f“{y} C f~ K C JU je kompaktan pa postoji neka
kona¢na podfamilija U, C U takva da je f~{y} C |JU,, a zatim, kako je f
(7x, Ty )-zatvoreno preslikavanje, postoji i skup V, € 7y takav dajey € V, i
7V, CJU,. Skup K je kompaktani K C U Vy, pa postoji neki konacan

yeK

skup T' C K takav da je K C U Vy. Skup U U, C U je konacan i pokriva
yeT yeT

skup fTK. Zaista, ako je x € fT K, onda postoji neko z € K C U Vy

yeT
tako da je z € f~{z}. Za neko yo € T tako da je z € V,,. Otuda je

e e, e c (uuy)

yeT
O

154. Ako je f : (A,74) — (B,75) i ako je prostor (A,74) kompaktan, a
prostor (B,75) Hausdorff-ov, onda f mora biti (74, 7p)-zatvoreno. Zaista
ako je F' C A t4-zatvoren skup, onda je on kompaktan skup prostora (A, 74)
pa, kako je f (74, Tg)-neprekidno, skup f~ F mora biti kompaktan podskup
prostora (B,75); (B,75) je Hausdorff-ov prostor, te ovo znaci da je f~F
Tp-zatvoren.

Vratimo sa sada nasem zadatku. Pod datim uslovima preslikavanje
idy je (71, 72)-neprekidno, pa prema ovom Sto smo upravo pokazali ono
mora biti i zatvoreno. Kako je idyx bijekcija ovo znaci da je idx (11, T2)-
homeomorfizam. Otuda je (id X)_l = idx (79,71 )-neprekidno preslikavanje,
tJ T Q T2. O

155. Pokazimo da ako je < proizvoljno strogo linearno uredenje na nekom
skupu X i 7 :=lot(<), onda je (X, 7) kompaktan prostor ako i samo ako X
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ima <-najmanji element i svaki neprazan podskup od X ima <-supremum.

Pokazimo da ako je dat uslov zadovoljen tada 7 mora biti kompaktna
topologija. Oznac¢imo sa r <-najmanji element skupa X. Neka je i C 7
proizvoljno tako da je X = [JU. Postoji neko U € U tako da je r € U.
Kako ni za jedno a € X ne moze biti r € (a; —)< to postoji b € X tako
da je r € («—;b)<x C U. Kako je zapravo («—;b)x = [r;b)<x toje b € S =
{y € X : postoji konacan Uy CU tako da je [r;y)< C UU} pa je dakle
S neprazan. Zato po pretpostavci postoji <-supremum s := sup_ .S skupa
S. Neka je V e U tako da je s € V.

Akoje s € («—x)5 CV zanekoz € X, onda iz («—;z)< = [r;x)< sada
sledi x € S; no x > s = sup_ S - kontradikcija.

Ako je s € (x;—)< C V zaneko z € X, onda iz x < s = sup_ S sledi
da postoji neko y € S tako da je x < y te i neki konacan Uy C U tako
da je [r;y)< € UUo; sada imamo X = [r;y)< U (z; =)< C (Ul) UV =
U(Uo U {V}), i pritom je Uy U {V'} konatan podskup od U.

Ako postoje x1,z9 € X tako da je s € (x1;29)< C V, onda kao i
u pthodnom slucaju zaklju¢ujemo da postoje y € S i konacan Uy C U
tako da je 1 < y i [ry)<x € JUo; zbog x1 < y sada imamo [r;zo)< C
ry)< U (zi522)< € (UUo) UV te je 2o € S; ali 3 = s = sup, S -
kontradikcija.

Ako je najzad s € X CV,ondaje X =V el i {X} CU je konacan
podpokrivac¢ skupa X.

Pretpostavimo sada da je 7 = lot(<) kompaktna topologija. X mora
da ima najmanji element jer bi u suprotnom familija {(x; =)< : = € X}
bila T-otvoren pokriva¢ skupa X koji nema konacan podpokrivac. Neka je
dat @ # A C X. Oznac¢imo sa M skup svih <-majoranti skupa A. Kad bi
bilo M = @ onda bi {(+—;a)x : a € A} bio T-otvoren pokriva¢ skupa X
koji nema konacan podpokriva¢. Dakle M # @. Stavimo V := {(+—;a)<
ac A} U{(b;—)< : be M} C 7. Ako M nema <-najmanji element, onda
mora biti (JV = X: zaista ako je x € X tako da je x ¢ (+—;a)< za svako
a € A, onda je zapravo x € M pa prema pretpostavci postoji neko b € M
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tako da je b < z, tj. x € (b;—)< € V. Dakle ako A nema <-supremum,
onda je V T-otvoren pokriva¢ skupa X, pa postoje k,I € N tako da je

k l !

X = (U((—;aip) U <U(bi;_>)<>; za b:=minb; vazi b ¢ U<bi;_>>< pa
i=1 i=1 =1 i=1

mora biti b € (—;a;,)< za neko iy € {1,...,k}, tj. b < a;; ali a;, € A i

b € M - kontradikcija. Ovim je polazno tvrdenje dokazano.

Sada ako su X, < i 7 = lot(<) kao u P 16 da pokazemo da je (X, 7)
kompaktan prostor, obzirom da je (0,0) <-najmanji element skupa X, do-
voljno je da pokazemo da svaki neprazan podskup od X ima <-supremum.
Dakle neka je o # A C X. Za a € R? pisa¢emo a = (a(1),a(2)). Neka je
zo :=sup{a(l) : a € A}.

Sluc¢aj 1: Za svako a € A vazi a(l) < xy. Pokazimo da je (z9,0) =
sup_ A. Jasno je da je (29,0) majoranta skupa A. Neka je (u,v) € X
takode majoranta skupa A. Kad bi bilo (u,v) < (z0,0) sledilo bi u < z
(jer v € [0;1]) pa bi postojalo neko a € A tako da je u < a(1); no ovo bi
znacilo da je (u,v) < a Sto nije moguée jer je (u,v) majoranta skupa A.

Sluc¢aj 2: Postoji neko a € A tako da je a(l) = zo. Tada je skup
S :={a(2) :a€ Aia(l) =z} neprazan podskup od [0;1] . Oznacimo
yo :=sup S. Tvrdimo (z,y9) = sup, A. Ako je a € A proizvoljno onda je
ili a(1) < 2o, u kom slucaju je a < (xo, o), ili a(l) = zg, u kom slucaju
je a € S pa zbog yo = sup S mora biti a(2) < yy te je a < (xg,yo). Ovo
znaci da je (xo,y0) <-majoranta skupa A. Da pokazemo da je najmanja
neka je (u,v) € X proizvoljna <-majoranta skupa A. Pretpostavimo da je
(u,v) < (20,0). Ako je u < zp onda bi za neko a € A bilo u < a(1) te i
(u,v) < a - a ovo nije moguce. Ako je u = 29 i v < yp onda postoji neko
a € S tako da je a(2) > v; dakle a(1) = zg = u i a(2) > v pa je a = (u,v),
sto je nemoguce zbog a € A.

Poznata je ¢injenica da je metrizabilan prostor Lindeléf-ov ako i samo
ako je separabilan. (X,7) je jasno kao kompaktan i Lindeldf-ov prostor.
Kad bi on bio metrizabilan, onda bi dakle on bio i separabilan, a ovo nije
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moguce na osnovu zadatka 25. i napomene u resenju dela pod (2) zadatka
33.

Da je (X, 7) Hausdorff-ov sledi iz toga $to je (a;b)x # @ za svako
a,b € X takvo da je a < . O

156. Neka je dg,p metrika iz P 14. Za svako n € N neka je preslikavanje
gn € X definisano sa

0, ako t € [0;1 — —<]
gu(t) = { -

(n+1)[t—(1—n+r1)], ako t € [1 — =25;1]

Jasno g, € K za svako n € N. Kada bi postojao podniz (g, : ¢ € N)

niza (g, : n € N) koji konvergira ka nekoj tacki h € X, onda bi imali

lim dup(gn, h) = 0, i specijalno h(1) = 'liin gr;(1) = 1, kao i h(t) =
1—+00

i—+00
,ligrn gr; (t) = 0 za svako t € [0;1). A ovo bi povlacilo da h nije neprekidna
1—>+00
funkcija, tj. h ¢ X.
Dakle niz (g, : n € N) nema konvergentan podniz, te prostor (K,

relK(T)) nije nizovno kompaktan. Kako je re¢ o metrizabilnom prostoru,
ovo je ekvivalentno sa tim da prostor (K , relK(T)) nije kompaktan. a

157. Neka je (X, 7) prostor iz P 13. Za r € R neka je p, : R — R
projekcija definisana sa p,(f) = f(x). Neka je A := @),cpur (0vo je
topologija na skupu *R). Akojen € N, r,...,r, € Ri Wy,..., W, € ug,
onda je lako videti da je

O[T’l, Ce ,Tn|W1, ey Wn] =XnN ﬂ(pt)l_Ut
teT
gdeje T :={ry,...,r,} iU, := W;zai=1,n. Ovo znaci daje 7 = relx(\).
Zato kako su p; za t € R A-neprekidne funkcije to su p; | X 7-neprekidne
funkcije.

Neka su sadan € N, rq,...,r, € Ri Wy,....,W, € ur tako da je
U = Olry,...,1m|Wh,...,W,] # 2. Ovo specijalno znac¢i da za svako
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i = 1,n mozemo izabrati po neko a; € W; # @. Bez gubljenja opstosti
mozemo pretpostaviti da je i # j = r; # r; za i,j = 1,n. Izaber-
imo s € R\ {ry,...,r,}. Ako je m € N proizvoljno onda, kako je skup
{ri,...,rn,s} sa n + l-elemenata, postoji neko f,, : R — R tako da je
f(s) =mi f(r;) = a; za i = 1,n (videti zadatak 147.); jasno f,, € U.
Zato je N = {f,(s) : m € N} C {g(s) : g € U} paje{g(s) : g € U}
neogranicen podskup od R.

Pretpostavimo da postoji neki /' C X koji je 7-kompaktan i za koji je
UCF. Skup {g(s) : g € F} = (ps | X)” F je pr-kompaktan jer je ps | X
r-neprekidna funkcija, pa je kao takav ograni¢en. No {g(s) : g € F} D
{g9(s) : g € U} pa biiskup {g(s) : ¢ € U} morao da bude ogranicen —
kontradikcija.

Ovim smo dokazali ¢ak i nesto vise od toga da (X,7) ne moze biti
lokalno kompaktan.

Napomena 8. Iz ¢injenice da je 7 = relx(\) sledi da za proizvoljno F C
X C FR vazi da je F 7-kompaktan podskup od X ako i samo ako je M-
kompaktan podskup od ®R. Dajemo jedan jednostavan test A\-kompaktnosti
podskupova od ®*R: F' C ER je A\-kompaktan ako i samo ako je A-zatvoren
i za svako t € R je skup {f(t) : f € F'} ogranicen.

Da pokazemo ovo pretpostavimo najpre da je F' A-kompaktan. Kako je
A Hausdorff-ova topologija (kao proizvod Hausdorff-ovih) to F' mora biti
A-zatvoren; ako je t € R proizvoljno, ondaiz M := {f(t) : t e R} = (p,)” F
iiz ¢injenice da je p; A-neprekidna funkcija sledi da je M C R pr-kompaktan
skup pa znamo da kao takav mora biti ogranicen.

Neka je sada F' A-zatvoren i neka za svako t € R postoje realni brojevi
a; < by tako da je {f(t) : f € F} Clas;b) =: J;. Imamo F CY CER, gde
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Y = HJt. No

teR

rely (\) = relH 7 (® MR) = ®relJt UR) ®,th

teR teR teR
teR

pa kako je za svako t € R uj, kompaktna topologija, to sledi da je i rely (\)
kompaktna topologija. Kako je F' A-zatvoren to je F' i rely(\)-zatvoren, te
mora biti rely (\)-kompaktan podskup od Y C ER §to je ekvivalentno s tim
da je A-kompaktan podskup od ®R. O

158. Za = € R neka je p, : X — R projekcija definisana sa p,(f) := f(z).
Neka je T' C R proizvoljan neprazan konacan skup i U, € ur za v € T' tako
da je @ # ﬂ (pz) " U,. Ovo specijalno znac¢i da za svako z € T mozemo

xzeT
izabrati po neko r, € U, # @. Prema zadatku 147. znamo da postoji neko

g € Atakodaje g(x) = r, zasvako x € T. Ocigledno je g € Aﬂﬂ (pi) " U,.
xeT

Ovim smo dokazali da je A gust podskup od *R. Kako je 7 := X, cr HR
Hausdorff-ova topologija to kad bi A bio 7-kompaktan podskup, onda bi
morao biti i T-zatvoren, a kako je A 7-gust ovo bi znacilo da je A = FR;
naravno nije svaka funkcija f : R — R neprekidna. O

159. Neka je [(0;1) N Qf ={¢, : n €Ny}, tako dan #m = ¢, # G¢n.

Neka je app = (qo(1),q0(2),1) i konstruisimo a,; za n € Nii €
{0,...,n — 1} na sledeéi naéin:
aip = (C]1(1) 7(2), aOO( )/2)
az0 = (¢2(1),42(2),a1,0(3)/2), az1 == (q1(1), ¢1(2), a2,0(3)/2);
asp = (5(1), 43(2), a2,1(3)/2), as1 = (a1(1), 0a(2), a3,0(3)/2),
aga = (q2(1), ¢2(2), as1(3)/2);
i uopste ako su ax,; za k € NN [L;n] ii € {0,...,k — 1} konstruisani
definisimo:
41,0 = (@n1(1), ns1(2), ann-1(3)/2), i ngr == (@:(1), 4:(2), ant1,-1(3)/2)
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za i = 1,n.

Za u,v € R? definisimo Ay, : R — R3 sa hy,(t) = (1 —t)-u+1t-v.
Ako je u # v lako je videti da je u tom slucaju preslikavanje h,, , injektivno
i neprekidno te da je restrikcija (hy,) I [0;1] @ [0;1] = (huo)[0;1] =
Seg[u, v] homeomorfizam. Takode ako w € R?® nije kolinearno sa u i v, tj.
ako w € R3\ (h,,) R (jasno je da je (h,,)” R prava koja prolazi kroz u i v)
onda, zbog Seg[u, v] N Seg[v,w] = {v} i hyy(1) = v = hyw(0), a na osnovu
zadatka 51., lako je videti i da je preslikavanje f : [0; 1] — Seg[u, v]USeg[v, w]
definisano sa

B hy(2t) ako te€0;1/2],
f(t) = { how(2t —1) ako t € [1/2;1]

takode homeomorfizam i to takav da f(0) =w i f(1) =

Stavimo:
Fo0 := Seg|ao, (a0,0(1), a0,0(2), ao,0(3)/2) |USeg| (ao,o(1), a0,0(2), ao,0(3)/2), a1,0];
Fi o :=Seg|ai, (a1,0(1),a1,0(2),a1,0(3)/2)|USeg|(a1,0(1),a10(2),a1,0(3)/2),a20]:
Fyo = Seg|agp, (a20(1), a2,0(2), a20(3)/2)|USeg| (az,0(1), a2,0(2), az,0(3)/2), az ;
FQ’l = Seg CLQJ,(CLQ 1(].) (45} 1(2) a9 1(3)/2) USeg (CLQ 1(1) (45} (2) (45} (3)/2),@3,0 3

i za n > 3 definiSemo:

Fn,i = Seg [an,iy (an,i(1>7 an,i<2>7 an,1(3)/2>] Useg [(an,’i<1)7 an,i(2)7 an,z(3)/2)> an,i+1}
za 1 = 0,n — 2, odnosno

Fn,n—l = Seg [an,n—la (an,n—l(l)a an,n—1(2)7 an,n—l(g)/Qﬂ
Useg [(an,n—l(l)a an,n—l(Q)a an7n—1<3)/2)7 an—i—l,()] .

Zbogn # m = ¢, # ¢, a na osnovu definicije tacaka ag o i a, ;, imamo,
kako smo to ve¢ primetili, da su Fyg i F),; homeomortfni sa [0; 1].
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Neka su 7,; € (1;4+00) zan € Nii € {0,...,n — 1} takvi da uvek
vazZi Ty < Tpg1j 1 Thi < Thip1- Neka je roo = 1. Kako smo to ranije vec¢
primetili mozemo fiksirati homeomorfizme
Jo,0 - [7“0,0; 7“1,0] — Fo tako da 90,0(7“0,0) = ag, 1 90,0(7“1,0) = 41,05
g1,0 - [7“1,0, 7“2,0] — Fl,O tako da 91,0(7“1,0) =ai1p0 1 91,0(7“2,0) = 2,0,

92,0 : [7”2,0, 7"2,1] — Fz,o tako da 92,0(7"2,0) = a0 1 92,0(7"2,1) = ag1;

921 - [7“2,1, 7“3,0] — F3; tako da 92,1(7”2,1) =ag; 1 92,1(7”3,0) = aso;

izan>3

In,i * [rn,h rn,i+1] — Fn,i zail = 07 n— 2a tako da 9n,i (Tn,i) = Qn ign,i(rn,i+1) =
pi+1 0dnOSNO

9nn—1 - [Tn,nfh rn+1,0] — Fn,nfb tako da gn,nfl(rn,nfl) = Qpn-1 ign,nfl(rnJrl,O)
= Ap+1,0-

Neka je FL; o := [Seg[(O, 0,0),(0,0,1)]\ {(0,0,0)}| USeg[(0,0,1), ap]

ig_10:(—00;1] = F_y ¢ preslikavanje definisano sa

()= [ 006 O
IO =0 (1=4) - (0,0,1) + t-apy  ako t € [0;1]

Koristeci se zadatkom 51. kao i ¢injenicama:

- Fo10N Foo = {aoo}, (9-10) " (a00) = (90,0) " (a00) = ro,0,

-F 1 0NF,;,=ozasvakoneNiie{0,...,n— 1},

- Foo N Fio = {ai0}, (900) " (ar0) = (910) " (a1,0) = 10,
-FooNFE,;=2zasvakon e Niie{0,...,n—1},

iinace za svakon € N, i € {0,...,ny} im €N, j € {0,...,m — 1} vazi ili
F,;NF,; = @ ili za tatno jedno z € R? je F,; N F,,; = {z} i pritom je

(gn.i) "' (2) = (gm ) (2)

jednostavno je videti da je sa g := g_10 U go,o U U{gm :nmneN1ie
{0, ... ,n—l}} definisana neprekidna bijekcija g : R — F_LOUFQOUU{FW :
neNIiice€ {O,...,n—l}} =: L. Utodajeg: R — L zapravo
homeomorfizam mozemo se uveriti tako sto ¢emo proveriti da je slika svakog
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skupa oblika (a;b) za {a,b} C R, a < b, pr-otvoren skup, a ovo nije tesko
uraditi ako se koristi ¢injenica da je po konstrukciji F,,; C R? x {2—(’;)—2‘—1}
zasvakon € Nyn>2iie€{0,...,n—1}.

Neka je K :=[0;1]*> x {0} i X := K U L. Pokazimo da je X trazena
kompaktifikacija. Kako je K N L = @, a K je ocigledno homeomorfan sa
[0;1]2, a L homeomorfno sa R, ovo zapravo znaéi da treba samo dokazati
da je X kompaktan i da je cl(L) = X.

Kako je X je ogranicen preostaje da pokazemo da je zatvoren. Neka je
(r, : n € N) niz tacaka skupa X koji konvergira u prostoru R? ka tacki
z€R3 Iz {x, : ne N} C[0;1]* x R (a kako je [0;1]* x R zatvoren) sledi
z€[0;1* x R.

Slucaj 1: 0 je tacka nagomilavanja niza (n € N : z,(3)). Kako niz
(xn(3) : n € N) konvergira ka z(3) ovo zapravo znaci da je z(3) = 0, tj.
ze K CX.

Slucaj 2: Postoje 1 > e > 01mny € N tako da je € < |2,(3)] = x,(3) za
svako n > nyg.

U ovom slucaju postoji konacan 7" C {(0,0)}U U ({n}xA{0,...,n—1})

neN
tako da je {z,, : n € NN[ng;+o0)} C {(0,0,¢) : t € [g;1]} N (F1,o U
U F”> =: G. Ovo je zato §to vazi F,,; C (0; 1)% x {27(3)7i71} zan € N,
(4,5)€T
n>2i1€{0,...,n—1}.

Dalje svaki od F;; za (i,j) € T je zatvoren podskup od R*® (jer je
neprekidna slika kompakta - zatvorenog segmenta realne prave), a zatvoreni
sui{(0,0,t) : t€e1]}iF1on{(0,0,t) : ¢ € [e;1]}. Kako je T konacan
odavde sledi da je G zatvoren podskup od R? pa mora biti z € G C L C X.

Nakon sto smo dokazali da je X kompaktan, dokazujemo da je L gust
u X. Nekasuz € K ie> 0. Izaberimo m € N tako da je max{|z(1) —
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gm(1)],|2(2) — ¢n(2)|} < cinekajen € Ntakodajen >mi2™ <e.
Tada je an iy (1) = ¢n(1) 1 aniy(2) = ¢n(2) za neko iy € {0,...,n—1}. Kako
je takode a4, (3) = 9= (5)=i0~1 < 9-n < g,ax(3) =0, to je

an; € LN ((x(l)—a; z(1)+e) x (x(2)—e; x(2)+¢) x (z(3) —¢; x(3)+5)> # .

O
160. (1) Neka je h : [0;1]*> — [0;1] x S definisano sa

h(z,y) = (x, (cos(2my), sin(271y)))

Lako je videti da je ker(h) = E. ¢ je (7x,7y)-neprekidno kao proizvod
(#400;1], 140,17 )-neprekidnog preslikavanja idp,y i (.1, 7s)-neprekidnog pre-
slikavanja p : [0; 1] — S definisanog sa p(y) = (cos(2my), sin(27y)). 7x je
kompaktna topologija, a 7v Ts topologija pa je g (7x, Ty )-zatvoreno. Kako
je h preslikavanje na skup Y to zakljucujemo da je h je (7x, 7y )-koli¢nicko.
Otuda je ho : X;p = Y (Factor(rx, E), 7y )-homeomorfizam.

(2) Neka je f : [0;1]> = S x S definisano sa f(z,y) = (e*™ &¢*™'). Kao
u delu pod (1) zakljucujemo da je ovo (7x, 7y )-koli¢nicko preslikavanje, a
jednostavno je proveriti i da je ker(f) = FE, tako da je fo : X)p = Y
(Factor(7x, E), 7y )-homeomorfizam.

(3) Za u € [0;1] neka je M(u) := (2 + cos(27mu), 0,sin(27u)). Jasno K =
{M(u) : we|0;1]}. Za u € [0;1] sa K, oznac¢imo skup

{((2 + cos(2mu)) cos(2mv), (2 4 cos(2mu)) sin(27v), sin(27u)) : v € [0;1]}

tj. kruznicu koja nastaje rotiranjem tacke M (u) oko z-ose. Jasno

= {((2+cos(2mu)) cos(27v), (2+cos(2mu)) sin(27v), sin(27u)) : u,v € [0;1]}
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Dakle preslikavanje g : [0;1]*> — Y definisano sa
g(z,y) = ((2 + cos(2mu)) cos(27v), (2 + cos(2mu)) sin(27v), sin(27u))

slika X na Y. Za uy,us € [0;1] imamo da je ¢g— ({u1} x [0;1]) = Ky, kao i
da M (uy) # M(uz) povlaci K,, N K,, = @. Dakle ako su (u1,v1), (u2,vs) €
[0;1] takvi da je g(ui,v1) = g(ui,v1), onda mora biti M(u;) = M(uy),
tj. cos(2muy) = cos(2mug) 1 sin(2muy) = sin(27wus); obzirom da su uy, ug €
[0;1] to mora biti u; = ug ili {ui,us} C {0,1}; iz g(uy,v1) = g(uy,vy)
dalje sledi cos(27mv1) = cos(2mvg) i sin(27vq) = sin(27wve), tj. vy = ve ili
{v1,v2} C {0, 1}. Vidimo dakle da je ker(g) C E. Lako se proverava da je i
E C ker(g).

Kao u delu (1) zakljucujemo da je g (7x, 7y )-koli¢nicko preslikavanje
pa je go : X;p = Y (Factor(rx, F), 7y )-homeomorfizam. O

161. (1) Funkcija h : X — S definisana sa h(z) = (cos(2mz), sin(27z)) je
(Tx, pus)-kolicnicko preslikavanje i vazi ker(h) = E.

(2) Funkcija f : X — S)p definisana sa f(z) = [(cos(mx),sin(nz))]r je
(7x, Factor(ug, F'))-neprekidna jer je f = pog gde je g : X — S definisana sa
g(x) = (cos(mz),sin(rz)) (a ova funkcija je (7x, ps)-neprekidna) i p : S —
S)r prirodna projekcija indukovana sa F'. Lako je videti da je f na skup S)p.
Ako pokazemo da je A := Factor(ug, F') Ty topologija, onda ¢e, obzirom da
je 7x kompaktna topologija, slediti da je f koli¢nicko preslikavanje, pa kako
je ocigledno ker(f) = F dobi¢emo da je f, (Tx, A)-homeomorfizam.

Ako je Ny = {ev,életmil i N, = {6 Pt} za neke o, B € [0;7]
tako da je a # 3, onda je oc¢igledno da postoji realan broj e > 0 tako da su

U={e":te(a—cat+e)ju{e" i te(a—c+ma+e+m)}

Vi={e" te(B-cB+e)u{e" i te(B-—c+mB+te+m)}

disjuktni. U i V su jasno pug-otvoreni i pravilni za F, pa su Uy := p~ U i
Vo := p~V disjunktni, A-otvoreni skupovi. Naravno Ny € Uy i Ny € Vj.
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Drugi nac¢in da se uverimo u to da je A T; topologija jeste da primetimo
da je p (s, A)-otvoreno preslikavanje kao i da je F' pug X' pg-zatvoren po-
dskup od S? (provera ovih dveju €injenica je jednostavna pa je prepustamo
¢itaocu) i da onda primenimo naredno korisno tvrdenje:

ako je (Z,7z) proizvoljan prostor F' relacija ekvivalencije na X koja je
17 X' Tz-zatvoren podskup od Z* i ako je prirodna projekcija p indukovana
sa F (77, Factor(ryz, F))-otvoreno preslikavanje, onda je Factor(rz, F') Ty
topologija.

Da pokazemo ovo neka su a,b € Z tako da je [a|p # [b]r. Tada je
(a,b) € Z?\ F pa (F je 77 X' Tz-zatvoren) postoje Tz-otvoreni U 2 aiV 3 b
takodaje UxV C Z2\F. Uy :=p~ UiV} := p~V su Factor(7z, F)-otvoreni
(jer je p (77, Factor(rz, F'))-otvoreno preslikavanje) i jasno [a]r = p(a) € Uy
i[b]r = p(b) € V. Kad bi bilo ¢ € UyNVj za neko ¢ € Z,p, onda bi postojali
a; € Uib €V tako da je [a1]r = p(a1) = ¢ = p(by) = [b1]F, a odavde bi
sledilo da je (a1,b1) € (U x V)N F # @, §to bi protivurecilo izboru skupova
U i V. Dakle mora biti Uy NV = @. 0O

162. Neka su a € X i e € (0;+00) proizvoljni. Sa S oznacimo skup svih
onih tacaka c € X za koje postojen € Nixg,...,x, € X tako da je a = z,
c=x,id(x;1,7;)) <eczai=1n. Jasnoa € S # 2.

Pokazimo da je S Top,,(d)-otvoren. Neka je ¢ € S. Tada mora biti
Kylc;e) € S. Zaista, ako je ¢y € Ky[c;e) in € Nixg,...,z, € X tako da
je a =1xy, c=x,1id(xi1,7;) <ezai=1,n,onda ako uzmemo x,,1 = ¢y
imamo a = g, ¢g = Tpy1 1 d(zi_1, 7)) <eczai=1,n+1, pajecy€S.

Pokazimo da je S Top,,(d)-zatvoren. Neka je ¢ € X \ S. Tada mora
biti Ky[c;e) NS = @. Zaista ako bi postojalo neko ¢y € Kyfc;e) NS tada
bi za neke n € N i zg,...,z, € X bilo a = xy, ¢cg = z, 1 d(x;_1,2;) < &
za i = 1,n; no onda ako uzmemo z,,; = ¢ imamo a = Iy, ¢ = T4, i
d(xi_q,x;) <ezai=1,n+1, pajecéeS - kontradikcija.

Dakle S je neprazan Top,, (d)-otvoreno-zatvoren podskup od X pa kako
je (X, Topm(d)) povezan to mora biti S = X. a
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163. (1) Stavimo S := UAZ" Neka su U,V C X otvoreni skupovi takvi
i€l

daje SNUNV =20iSCUUV. Kakoje A;,, CUUV, 4, NUNV C
SNUNV =g, a A, povezan skup, to postoji Wy € {U,V} tako da je
A’L'o - Wo.

Neka je ¢ € I proizvoljno. Kako je A; CUUV, A;,nUNV C SNUNV =
@, a A; povezan skup, to postoji W € {U,V'} tako da je A; C W. Kad bi
bilo Wy # W onda bi imali {W, Wy} = {U,V} tei Wy NW = @. Zbog
Ajy CWoeTiA; CW €, ovo povlaci da je A;, € X\ Wi 4; C X\ W,
pa je otuda A,y N A; = o1 A;, N A; = @, suprotno pretpostavci.

(2) Stavimo I := {A} U B i definisimo S, := {2} za € B, odnosno
Sy = A. Za svako i € I skup S; je povezan, i vazi Sy NS; # @ za svako
i € 1. Kako je B = U S; tvrdenje sledi iz dela pod (1).
iel

Pokazimo sada tvrdenje i direktno. Neka su U, V' C X otvoreni skupovi
takvidaje BNUNV =gi B CUUV. Tadajei ANUNV =i ACUUV,
pa kako je A povezan to mora biti A C W; za neko Wy € {U,V}. Neka
je {Wa} = {U,V} \ {W1i}. Neka je b € B proizvoljno. Iz b € Wy € 7
ib € B C Asledi da postoji neko a € AN W,. No ovo znaci da je
ac ANWiNWy,=ANUNYV = @. Dakle ne moze biti b € W,. Zato sada
iz BC W, UW,;sledi daje BC W, € {U,V}. O

164. Za = € X neka je C, = [J{A € X : = € Ai A je povezan skup}
komponenta povezanosti tacke x u datom prostoru.

(1) Nekajex ~y iy~ z, tj. neka je z,y € P iy, z € @, za neke povezane
skupove P,Q C X. Zbogy € PNQ # @ je i skup P U(Q povezan, a pritom
jex,z€ PUQ. Dakle x ~ z.

(2) Imamo
z e C,

ako i samo ako

JAC X (Ajepovezan, z € Aiz e A)
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ako i samo ako
JA C X (A je povezan i {x,z} C A)

ako 1 samo ako

ako 1 samo ako
z € [z]~.

Prema (1) iz zadatka 163. skup C, je povezan. Ako je M C X povezan
skup takav da je C, C M,ondajex € C, C M paje M C C,, tj. M = C,.

(3) Neka je S C X maksimalan povezan podskup od X. Uo¢imo proizvoljnu
tacku x € S i pokazimo da je S = C,. Kako je S povezan skup to prema
definiciji samog pojma komponente povezanosti mora biti S C C,. Na
osnovu dela pod (2) skup C, je povezan, pa prema ucinjenoj pretpostavci
o skupu 5, odavde sada sledi da je S = C,.

(4) Na osnovu (2) iz zadatka 163. imamo da je C, povezan skup, pa sada
prema delu pod (2), a zbog C, C C,, sledi da je C, = C,. a

165. Neka je ~ relacija ekvivalencije iz zadatka 164. Neka je x € X i neka
je C € X komponenta povezanosti prostora (X, 7). Imamo C' = [y]..
Za proizvoljno z € X sa K, oznac¢imo komponentu povezanosti tacke x u
prostoru (X, 7). Dakle postoji y € X tako da je C = K, = [y].. Ako je
x € X proizvoljno imamo

relC <= zr€y. <= 1~y = [tl.=[yl. = K,=C
O
166. Neka je svaku tacku x € X skup C, komponenta povezanosti, a @),

kvazikomponenta povezanosti te tacke. Neka su S o x povezan podskup
od X i A 5> z otvoreno-zatvoren podskup od X. Kako je S C AU A€ oba
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skupa A i A° su otvorena, a S povezan, to mora biti S C A ili § C A°.
Zbog x € SN A # @ imamo da je S C A. Ovim smo pokazali da mora biti
Cr C Qs

Za svako x € X stavimo
Fp.={ACX : z€ Ai A je otvoreno-zatvoren} .

Dakle Q, = Fa-

Pokazimo sada da iz z € ), mora da sledi F, = F,, te specijalno i
Q. =Q,. Akoje A€ F,ondajez € Q,=(F.C Apaje Aec F, Ovim
smo pokazali da je F, C F,. Ako je B € F, takav da je x ¢ B, onda je
B¢ otvoreno-zatvoren skup takav da je x € B¢ & z, tj. B¢ € F, \ F,, §to
protivureci onom §to smo ve¢ pokazali. Dakle mora biti i F, C F,.

Da pokazemo da kvazikomponente ¢ine particiju skupa X, preostaje
da primetimo da ako su x,y € X takve tacke da postoji neko z € @, N @,

onda na osnovu ovog $to smo upravo pokazali mora biti ), = Q. = Q.
O

167. Neka je z € X proizvoljna tacka,
Fr.={ACX : 2€ Ai A je otvoreno-zatvoren}

i Q. := ) F: kvazikomponenta povezanosti tacke x.

Pretpostavimo da su K; i Ky relg, (7)-zatvoreni disjunktni skupovi
takvi da je @, = K; U Ks. Bez gubljenja opStosti mozemo pretpostaviti da
je x € Ki. Skup Q. je zatvoren pa su zato i skupovi K; i Ky zatvoreni.
Kako je prostor (X, 7) normalan kao Hausdorff-ov i kompaktan, to postoje
otvoreni skupovi U,V C X takvidaje Ky CU, Ko, CViUNV = @. Svaki
A € F, je kompaktan skup, kao zatvoren podskup kompaktnog prostora.
Zato sada iz (| F, = Q, = K1 U Ky C U UV prema zadatku 145. sledi da
postoji neki konacan M C F, takav da je G := (M C UUV. Skup G
je otvoreno-zatvoren pa je skup G U U otvoren. Kako je G zatvoren i vazi
GCUUV, UV erTiUNV = @ to na osnovu zadatka 37. sledi da je
G NU zatvoren skup. Daklez e UNQ, =UNF, CUNM=UNG
pa kako je G N U otvoreno-zatvoren skup, zakljucujemo da je GNU € F,.
Zatoje Q, CGNU CU, tj. Ky =02. O
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168. Neka je (X, 7) prostor iz P 7. Ako su F| i Fy zatvoreni i neprazni
skupovi, onda mozemo izabrati z; € Fy i xy € Fb; tada je z1x9 € 2NN
N =cl({m}) Nel({z2}) € BN Fy, = Fy N Fy, # o (videti zadatak 29.).
Dakle svaka dva neprazna zatvorena skupa imaju neprazan presek.

Neka je (X, 7) prostor iz P 9 ili P 10. Ako su U; i Us neprazni otvoreni
skupovi mozemo izabrati l; € U; i k; € N tako da je A; := NN (l;+k;Z) C U,
za i = 1,2; no tada je kiks € A,NA, CUNUy, # o (videti resenje dela
pod (2) zadatka 113.). Dakle zatvorenja proizvoljna dva neprazna otvorena
skupa imaju neprazan presek.

Neka je sada (Y, 7y) proizvoljan prostor i f : (Y,7v) — R tako
da postoje aj,as € f7Y pri cemu a; # ap. Ako je £ := |ag — a1]/3
i U; == [“(a; —g;a; +¢), Fy := f{a;} za i = 1,2, onda su U; i U,
neprazni otvoreni skupovi, F} i F, neprazni zatvoreni skupovi i imamo
UNU, C fTlay —ea1 +e]lNflayg —eia0+e]l =o0i INE = o

Iz gore izlozenog mozemo zakljuéiti da ako je (X, 7) prostor iz P 7, P
9ili P 10, onda svako f : (X,7) — R mora biti konstantno preslikavanje.
Ako je @ # S C Y 7y-otvoreno-zatvoren podskup prostora (Y, 7y ), onda
je g : Y — R definisano sa g(y) = 0 ako y € Y \ S, odnosno g(y) = 1
ako y € S, my-neprekidno preslikavanje koje nije konstantno. Zato najzad
mozemo zakljuciti i da su sva tri doticna prostora povezana. O

169. (1) Da pokazemo da je A povezan skup, neka su Fy i Fy rely(7)-
zatvoreni skupovi takvi da je F1NF, = o1 F1 UF, = A. Kako je A
zatvoren to su i Fy i Fy zatvoreni. Iz AN B = (BN F))N (BN Fy), akako
su BN Fy i BN F, zatvoreni, disjunktni skupovi, a A N B povezan skup,
sledi da je BN F, = @ ili BN F, = @. Bez gubljenja opstosti mozemo
pretpostaviti da je BN F; = @. Tada je AU B = F; U (Fy U B), skupovi
Fy i F, U B su zatvoreni, vazi F1 N (Fo,UB) = (F1NE)U(FINB) =9
i skup AU B je povezan pa mora biti AUB C F}illi AUBC FbUB. U
prvom slucaju iz Fo, C A C Fy i Fi1 N Fy = @ sledi da je Fy, = 2. U drugom
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slucaju iz Fy C AC FobUB i1 FiNB = o sledi da je F; C F,, pa ponovo
zbog Fy N Fy, = o mora biti F} = @.

Primetimo da tvrdenje ostaje na snazi ukoliko se za oba skupa, umesto
da su zatvoreni, pretpostavi da su otvoreni.

(2) Iz zadatka 38., obzirom da je G otvoren skup, sledi da je GNbd(G) = o,
tj. bd(G) C X \ G. Ako stavimo A := G = GUDbd(G) i B := X \ G imamo
da je

ANB = (GUbA(G)) N (X \G) =bd(G)N (X \G)=bd(G)

povezan skup. Kako je AUB = X, a (X, 7) po pretpostavci povezan prostor,
to tvrdenje sledi iz dela pod (1). O

170. Neka je a € X proizvoljna tacka. Stavimo S := {z € X : f(z)
f(a)}. Pokazimo da je S otvoreno-zatvoren skup, iz ¢ega bi, zbog a € S #
i ¢injenice da je (X, Tx) povezan prostor, sledilo da je S = X, tj. f(z)
f(a) za svako = € X.

I =

Neka je z € S. Po pretpostavci postoji neki otvoren skup U > z takav
da je f(z) = f(2) za svako x € U. Kako je f(z) = f(a) odavde sledi da je
z €U C S. Ovim smo pokazali da je S otvoren skup.

Neka je z € X \ S. Po pretpostavci postoji neki otvoren skup U > z
takav da je f(z) = f(2) za svako z € U. Kako je f(z) # f(a) odavde sledi
da je f(z) # f(a) za svako z € U, tj. daje z € U C X \ S. Ovim smo
pokazali da je X \ S otvoren skup. O

171. Stavimo Yy := f~X i 7y, := rely,(ry). Tada je f : (X,7x) —
(Yo, 7y, ). Izaberimo proizvoljno y € Yy. Kad bi (Yp, 7y, ) bio diskretan pro-
stor, onda bi skup {y} bio 7y,-otvoreno-zatvoren. Otuda bi skup f~{y}
bio Tx-otvoreno-zatvoren. Kako je y € f~X to je f~{y} # 2, pa kako je
(X, Tx) povezan prostor, zaklju¢ujemo da mora biti f*{y} = X, tj. dobi-
jamo da je f konstantno preslikavanje, suprotno pretpostavci.

Dakle skup Y, ne moze biti diskretan podskup prostora (Y, 71y), tj.
mora da postoji neka tacka a € Yj koja nije izolovana tacka skupa Y;. Kako
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je a Ty-tacka nagomilavanja skupa Yj, to ako je (Y, 7y) T prostor, onda u
svakoj okolini tacke a mora biti beskonacno mnogo elemenata skupa Yj, pa
specijalno Y, mora biti beskonacan.

Pokazimo sada da ako je (Y, 7y) T prostor, onda skup Yj zapravo ne
moze imati nijednu izolovanu tacku. Zaista, neka je, suprotno ono sto treba
pokazati, z € Y} izolovana tacka skupa Yy. Drugim rec¢ima, pretpostavimo
da postoji neki my-otvoren skup V' 5 z takav da je VNYy = {z}. Imamo
fzy=f" (V N fAX) = f“V € 1x. Takode, kako je (Y, 1y) Ty prostor,
to je {z} Ty-zatvoren skup pa je f“{z} Tx-zatvoren skup. Kakojez € f~X
toje f~{z} # @, pakako je (X, Tx) povezan prostor, zaklju¢ujemo da mora
biti f{z} = X, tj. dobijamo da je f konstantno preslikavanje, suprotno
pretpostaveci. O

172. Ako je < strogo linearno uredenje na nekom skupu Y, 7y := lot(=<)
i (X, 7x) takav prostor da je za svako x € X skup X \ {z} 7x-povezan, a
sam X je bar troclan, onda ne postoji nijedna (7x, 7y )-neprekidna injekcija
f: X =Y. Da pokazemo ovo neka je suprotno ovom tvrdenju f: X — Y
injektivno i (7x, 7y )-neprekidno preslikavanje. X je bar troclan, a f inje-
ktivno pa postoje a,b,c € f~X tako da je a # b # ¢ # a. Kako je <
linearno to bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da je a < b < c.
Skup f~{b} je jednoclan (ponovo jer je f injektivno) pa je po pretpostavci
Xo := X\ f7{b} 7x-povezan. Obzirom na (7x, 7y )-neprekidnost preslika-
vanja f ovo povlaci da je Yy := f~ Xy # b skup koji je my-povezan. No
a € (+<—b)xNYy = A € rely(rv), c € (b;—=)<NYy = B € rely,(1y) i
Yo = AU B, pri ¢emu je (jasno) AN B = @. Ovo protivuredi ¢injenici da je
Yy Ty-povezan.

Iz upravo dokazane ¢injenice (1) sledi direktno, dok (2) proizilazi iz nje
i toga da kad bi < bilo neko strogo linearno uredenje na skupu R” tako da je
prn 2 lot(<), onda bi id,,, : R* — R™ moralo da bude lot(<)-neprekidno
preslikavanje. O

173. Pokazimo da ako je < proizvoljno strogo linearno uredenje na nekom
skupu X i 7 :=lot(=<), onda je (X, 7) povezan prostor ako i samo ako vazi
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konjunkcija sledec¢a dva uslova (a) i (b):
(a) Va,be X (a<b=3ce€ X (a<c=b))

i
(b) svaki neprazan <-odozgo ogranicen podskup od X ima <-supremum.

Neka je najpre (X, 7) povezan. Pretpostavimo suprotno onom se tvrdi
pod (a) da postoje a,b € X takvi da a < bi (a;b)5x = 2. Tada za U :=
(«=b)x i1V i=(a;—=)svazia e U#2,beV £a, UNV = (a;b)< = 2,
{U,V}C 71X =UUV -dakle (X, 7) nije povezan, kontradikcija.

Dalje pretpostavimo suprotno onom se tvrdi pod (b) da postoji nepazan
A C X takav da je skup M :={x € X : Va € A (a < )} neprazan ali da
M nema najmanji element.

Dokazujemo da je M otvoren. Neka je x € M. Kako M nema najmanji
element to postoji neko y € M tako da jey < z, tj. = € (y;—)<x € T.
Takode je (y; =)< € M. Zaista ako je z € (y;—)<x1a € A, onda y > a
(zbog y € M) te iz > a (zbog z > y).

Dokazujemo da je M¢ otvoren. Neka je x € M¢. Dakle postoji neko
ag € A tako da je x < ag. Imamo (+—;a9)<x C M€ zaista, ako je z € (+
;ag)< onda =Va € A (a < z)jerag € Aiz < ay.

Najzad M # @ po pretpostavci i @ # A C M€ - ako a € A onda
(obzirom da A nema <-najveci element jer bi on automatski bio <-supremum

skupa A) b€ A (a < b) paa ¢ M.

Neka sada vaze uslovi (a) i (b) i neka su suprotno onom §to treba
dokazati @ # U € 7, 9 #V € T takodaje UNV =i UUV = X.
[zaberimo uy € U i vy € V. Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti
da je ug < vp.

Ako je u € U takvo da za neko v € V vazi u < v, onda mora da
postoji neko a € X tako da je u < a i [u;a)s C U. Zaista, ne moze biti
u € (y;—)< C U zaneko y € X jer bi to povlacilo v € UNV # @; zato iz
u € U € 7 sledi da postoje neki a,b € X takvi da je u € («—a)< C U ili
u € (b;a)<x C U - u svakom slucaju jeu < aifu;a)s CU.

Analogno, ako je v € V takvo da za neko u € U vazi u < v, onda mora
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da postoji neko b € X tako da je b <v i (b;v]x C V.

Specijalno imamo da je S :={a € X : wy < a ifug;a)x C U} je
neprazan. Ako a € S onda ne moze biti vy < a jer bi zbog uy < vy to
znacilo da je vg € V N [ug;a)<x €V NU # @. Dakle imamo a < v, za svako
a € S pa prema (b) postoji supremum r := sup_ S skupa S.

Dokazujemo da ne moze biti r € U. Pretpostavimo suprotno. Ako je
r € (x;—)< C U zaneko z € X, onda zbog r := sup_ S mora da postoji
neko s € S tako da je x < a; kako je vy <-majoranta skupa S to je a = vgy
pajevg € VN(r;—=)x CVNU # . Ako je r € («—;y)< C U za neko
y € X, onda bi imali uy < y te i [ug;y)< C («—y)< C U, tj. y € S; ali
y > r = sup_ S - kontradikcija. Najzad, ako je r € (z;y)<x C U za neke
z,y € X, onda zbog x < r = sup_ S postoji neko a € (z;7]5x NS, pa iz
[uo; ¥)< C [up;a)<U(x;y)< C Uiy > upsadaslediy € S;aliy > r =sup_ S
- kontradikcija.

Dakler € X\U =V. Nowug € U, r € Viuy < r pa (kako smo to ranije
ve¢ primetili) mora da postoji neko b € X tako da je b < r i (b;r]5x C V.
Iz b < r = sup_ S sledi da postoji neko a € S tako da je b < a. Prema
(a) postoji neko z € (b;a)<. Dakle b < 2 < a < r. Ako je b < uy onda
jeug € (byr]<xNU C VNU # o - kontradikcija. Ako je ug < b onda je
x € [ug;a)< N (b;r]x CUNV # @ - ponovo kontradikeija.

Kako nasSe konkretno strogo uredenje u zadatku zadovoljava gore nave-
dene uslove (a) i (b) (videti resenje zadatka 155.) to zakljucujemo da je
(X, 7) iz naseg zadatka povezan prostor.

Preostaje da pokazemo da (X,7) nije put-povezan. Tvrdimo da ne
postoji f : [0;1] — (X, 7) tako da je f(0) = (0,0) i f(1) = (1,1). Pre-
tpostavimo da takva funkcija f postoji i stavimo Y := f—[0;1]. Kad bi
postojalo neko a € X \ Y, ondabiza L := (+;a)xNY 1D :=(a;—>)xNY
imali (0,0) € L e rel,(Y)\ {2}, (1,1) € D e rel,(Y)\ {2}, Y =LUD
i ocigledno LN D = @, te (Y, relT(Y)) ne bi bio povezan. Ali on jeste
povezan kao neprekidna slika povezanog prostora [0;1]. Dakle mora biti
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f710;1] = X. Neka je sad U C 7\ {@} celularna familija mo¢i kontinuum
(ovakvo U postoji - videti zadatak 25.). Tada je familija V := {f~U : U €
U} C .y \ {2} celularna i moci kontinuum. No takva familija ne moze da
postoji jer je [0; 1] separabilan prostor (videti napomenu u resenju dela pod
(2) zadatka 33.) - kontradikcija. O

174. Pokazimo najpre da ako su p,q € R tako da je p < ¢, onda je [p;q]
povezan skup.

Neka su Uy, Uy C R otvoreni skupovi takvi da je [p; q] € UyUUs, p € Uy
iU, NU;N [p;q] = 2. Dakle skup S :={z € [p;q] : [p;z] C Ui} > pje
neprazan i ogranicen odozgo pa postoji r :=sup S € [p;q|.

Ako je x € [p;r) onda postoji neko ¢ € S tako da je z < ¢ pa je
x € [p;¢] C Uy. Dakle [p;r) C U;.

Pretpostavimo najpre da je r € Us. Zbogp € Uy i U1 NU; N [p;q]l = 2
je p < r. Skup U, je otvoren pa postoji neko ¢ € [p;r) NU,. No ¢ € [p;r) C
U N [p; q] pa sledi Uy NUs N [p; q] # @, suprotno pretpostavci.

Zaklju¢ujemo da mora bitir ¢ Us,. Iz 1 € [p; q] C U;UU; sada sledi da je
r € U;. Kad bi bilo r < ¢ onda bi, obzirom da je U; otvoren skup, postojalo
neko ¢ € (r;q) tako da je [r; ] C Uy. Tada biimali [p; | = [p;r)U[r; ¢] C Uy,
tj. ¢ € .S, a ovo je nemoguce jer je ¢ > r = sup S. Zakljucujemo da je r = q
pa je [p;q) = [p;r) U{r} € U1.

(1) Neka je A C R povezan skup i neka su z,y € A tako da je x < y. Kad
bi postojalo neko u € (x;y) \ A, onda bio vazilo A C (—oo;u) U (u; +00).
Kako su skupovi (—oo; u) i (u; +00) otvoreni, disjunktni, a skup A povezan,
to bi odavde sledilo da je A podskup tac¢no jednog od njih. No zbog
r€ AN (—oo;u) @iy € AN (u;+00) # @ ovo nije moguce.

Da pokazemo obrat, pretpostavimo da je neprazan skup A C R takav
da je (x;y) C A za svako z,y € A. Ako je a € A proizvoljno, ovo znaci da

Je
A:< U [a;b]>u( U [b;a])
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pa da je skup A povezan sledi iz ¢injenice da su segmenti povezani skupovi
i zadatka 163. pod (1).

(2) Lako je videti da svaki od navedenih tipova skupova ima osobinu iz dela
pod (1) te i da je povezan.

Obrnuto, pretpostavimo je neprazan skup A C R takav da je (z;y) C
A za svako z,y € A. Stavimo p := inf A € [—o0;4+00] 1 ¢ :== supA €
[—o0; +00]. Ako je x € (p;q) onda postoje u,v € A tako da je u < z < v,
te mora biti x € A. Dakle (p;q) C A. Nije tesko proveriti da zavisno od
togadalijepe Rilip=—oc0,geRilig=+4oc0,pe Ailipg A, g€ Aili
q ¢ A, skup A mora biti nekog od navedenih oblika. O

175. (3)=(1) Neka je z € U € 7 i C komponenta povezanosti tacke
z u prostoru (U,rely(7)). Tada je z € C C U i (C,relo(rely(r))) =
(C, relC(T)) je povezan prostor, tj. C' je povezan skup prostora (X, 7).
Prema (3) C' je otvoren skup.

(1)=(2) Ovo je ocigledno.
(2)=(3) Neka je U C X neprazan otvoren skup i C' C U proizvoljna

komponenta povezanosti prostora (U, relU(T)) i neka je x € C proizvoljna
tacka. Prema zadatku 165. C' je komponenta povezanosti tacke x u prostoru

(U, relU(T)) pa je
C = U {SCU :zeS1i(Srels(rely(r))) je povezan prostor} .
Ako je S C U onda je (S,relg(rely(7))) = (S, rels(7)). Zato je
C= U {SCU :xe€S1i8 jepovezan skup prostora (X, 7)}

Prema pretpostavci postoji neki povezan skup P C X prostora (X, 7) takav
da je z € int(P) C P C U. Odavde sledi da je P C C te iz € int(P) C C.
Ovim smo pokazali da je C otvoren skup. O
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176. (1) Neka je (X, 7) prostoriz P 7. Akojen € U € Tondan € D, CU
zanekom € X (videti zadatak 13.); non € D,, je ekvivalentno sa D,, C D,,
pajene D, CU.

Nakon §to smo ovo primetili neka su A, B € relp, (1) tako da je D, =
AUB, ANB=2in € B. Tada je B € T (zbog D,, € T) pa na osnovu gore
izvedenog zakljucka mora biti D,, C B, tj. D,, = B odnosno A = g. Odavde
vidimo da je D,, T-povezan, T-otvoren skup i to takav da jen € D, C U za
svaki T-otvoren skup U > n.

Neka je sada (X, 7) prostor iz P 10. Za k,l € N stavimo M(l, k) :=
NN (I + kZ). Primetimo da za z,y,n,m € N vazi

M(z,n) C M(y,m) <= x € M(y,m) A m|n

r € M(y,m) < M(z,m) = M(y,m)
M(z,n) "M(y,m) # @ <= z =y (mod NZD(n,m))

(u vezi sa poslednjim tvrdenjem mozete pogledati resenje zadatka 30. pod
(2)). Stavimo R := {k € N : ne postoji prost broj p tako da p?|k}. Znamo
daje B :={(l+kZ)NN : [k € N; NZD(l,k) = 1; k € R} baza za T
(videti zadatak 13.). Neka sul € N ik € R takvi da je NZD(l,k) = 1.
Pokazimo da je M(l, k) 7-povezan skup. Pretpostavimo suprotno. Tada
postoje neprazni A; € relyr) () za ¢ = 1,2 tako da je ;N Ay = @
i A U Ay = M(l,k); izaberimo po t; € A;. Kako je M(l,k) € T to je
Ay, Ay € T pa postoje ny,me € R tako da je M(t;,n;) C A; za i = 1,2,
Za i = 1,2 zbog M(t;,n;) € M(l, k) imamo n; = km; za neke m; € N; iz
km; € R sledi da je NZD(k, m;) = 1. Dakle NZD(k, myms) = 1, pa postoji
neko s € N tako da je smims =i [, tj. smymo € M(l, k). Bez gubljenja
opStosti mozemo pretpostaviti da je smymy € A;. Sada iz A; € 7 sledi da
je M(smymg,r) C A; za neko r € N takvo da je NZD(smymag,r) = 1. Zbog
M(smyma,r) C M(l, k) je r = krg za neko 1o € N. Jasno NZD(rg,mq) = 1
pa je NZD(r, kms) = k. Kako je smyms,ty € M(L, k) to je smiymy =g
| =i ty pa zbog k = NZD(r, kmy) zakljucujemo da je @ # M(smymsg,r) N
M(tq, kmsg) C Ay N Ay - kontradikeija.
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Ovim smo dokazali da je svaki element baze B’ 7-povezan skup, a ovo
znaci da je (X, 7) lokalno povezan prostor.

(2) Prostor (X,7) iz P 8 ima bazu sacinjenu od 7-otvoreno-zatvorenih
skupova (videti zadatak 130.). Ako je U € 71z € U onda se lako proverava
da postoji neki V € 7 tako da je x € V C U; ako je W takav T-otvoreno-
zatvoren skup dax € W C V', onda je W neprazan, pravi podskup od U koji
je otvoreno-zatvoren i u odnosu na topologiju rely(7), te U nije T-povezan
podskup. Dakle nijedan neprazan 7-otvoren skup nije povezan.

Neka je sada (X, 7) prostor iz P 9. Za k,l € N stavimo M(l, k) :=
NN (I + kZ). Imamo 1 € M(1,2) € 7. Neka je A € 7 proizvoljno tako da je
1 € A C M(1,2). Kako nijedan singlton nije T-otvoren (8to se neposredno
proverava) to postoji neko y € A\ {1} € M(1,2). y je neparan prirodan
broj pa postoje s,n € Nitako dajey =1+2%2n—1). Jasnoy € M(1,2)\
M(1,25"!) =: V. Dokazacemo da je V € 7, te ¢e iz A = (M(1,2°T )N A)U
(VNA), 1eM(1,25T)NA e rely(r), y € VNA € rela(r) i M(1,25T)NV =
o slediti da A nije 7-povezan skup. Neka je x € V proizvoljno. Tada
za neke m,k € N vazi x = 1+ 2¥(2m — 1) pri é¢emu je k < s. Imamo
x+ 287 =14 2% (1 + 2Z) pa je x € M(z, 2"1) C M(1,2) \ M(1, 2~ C
M(1,2) \ M(1,25"1) = V jer k < s. Kako je z neparan prirodan broj to je
NZD (z,2¥) = 1 pa je M(z,2"*!) € 7. Ovim smo dokazali da mora biti
Ver. O

177. Neka je (X,7) lokalno povezan prostor, A C X, 74 := rely(7) i
r: (X, 7) == (A, 74) tako daje r | A =id,. Pokazimo da je (A, 74) lokalno
povezan prostor. U tom cilju koristicemo se zadatkom 175.

Neka je Uy € T4 proizvoljan skup i C' komponenta povezanosti prostora
(Ug, relUO(TA)). Pokazimo da je C' € 74. Neka je x € C proizvoljna tacka.

Skup U :=r~ Uy je T-otvoren i zbog r | A =1id4 je v € Uy C U. Neka
je K komponenta povezanosti tacke x u prostoru (U, relU(T)). Tada je po
pretpostavei K € 7, pavazix € KNA€E Ty Zbogr | A=idyje KNAC
r— K, pa zbog K C U = r~ Uy kona¢no imamo z € K NA C r— K C U,.
Kako je K povezan skup prostora (X, 7) to je r— K povezan skup prostora
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(A,74). Zatosadaizx € r~ K CUpsledir" K CCtejexe KNACC i
KNAETy.

Kako je tacka x € C' bila proizvoljna, na ovaj nac¢in smo pokazali da
vazi C € 74. O

178. Neka je Z particija nepraznog otvorenog skupa U C R ¢iji su ¢lanovi
komponente povezanosti prostora (U, uy). R je lokalno povezan prostor pa
jesvaki I € T otvoren skup. Jedini neprazni, otvoreni i povezani podskupovi
skupa R su otvoreni intervali — skupovi nekog od oblika (—oc;z), (z;+00)
ili (z;y) za neke realne brojeve x < y (videti zadatak 174.). Dakle ¢lanovi
familije Z su otvoreni intervali realne prave. Kako je svaka celularna fami-
lija otvorenih skupova prebrojiva (jer je R separabilan prostor), tvrdenje je
dokazano. O

179. Neka je preslikavanje hy : [0;1/2] — X definisano sa hy(t) = f(2t) za
t € [0;1/2]. hy je T-neprekidno preslikavanje kao kompozicija preslikavanja
k:[0;1/2] == [0; 1] definisanog sa k(t) = 2t, za t € [0;1/2], i preslikavanja
f:[0;1] = (X, 7). Slicno, preslikavanje hy : [0;1/2] — X, definisano sa
hao(t) = g(2t —1) za t € [1/2;1], je T-neprekidno. Kako je hy(1/2) = ho(1/2)
to je na osnovu zadatka 51. preslikavanje f % g T-neprekidno. O

180. Neka je a € X proizvoljna tacka. Oznacimo sa S, skup svih onih
tacaka x € X takvih da postoji neki put f : [0;1] = (X, 7) takav da je
f(0)=ai f(1) =z. Jasno a € S,.

Pokazimo da je S, otvoren skup. Neka je z € S, proizvoljno. Dakle
postoji neki put f : [0;1] — (X, 7) takav da je f(0) = a i f(1) = z.
Po pretpostavci postoji neki otvoren skup U > z takav da za svaku tacku
x € U postoji neki put g, : [0;1] — (X,7) takav da je g,(0) = z i
9-(1) = z. Pokazimo da je U C S,. Neka je x € U proizvoljna tacka.
Preslikavanje h := fx*g, je put u prostoru (X, 7) i pritom je h(0) = f(0) = a
ih(l) =g.(1) = 2. Dakle z € S,.

Pokazimo da je X'\ S, otvoren skup. Neka je z € X'\ S, proizvoljno. Po

pretpostavci postoji neki otvoren skup U > z takav da za svaku tacku x € U
postoji neki put g, : [0;1] — (X, 7) takav da je g,(0) = z i g.(1) = z.
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Pokazimo da je U C X \ S,. Neka je x € U proizvoljna tacka. Kad bi
bilo 2 € S,, onda bi postojao neki put f : [0;1] — (X,7) takav da je
f(0)=ai f(1) = z. Definisimo k : [0;1] — X sa k(t) = g.(1 — t) za svako
t € [0;1]. Jasno k je T-neprekidno preslikavanje, jer je takvo g,. Zato je
preslikavanje h := f % k put u prostoru (X, 7) i pritom je h(0) = f(0) =a i
h(1) = k(1) = g.(0) = z. Odavde sledi da je z € S,, suprotno pretpostavci.

Kako je (X, 7) povezan, a S, neprazan otvoreno-zatvoren skup, to sledi
da je X = S,. Zato ako su u,v € X proizvoljne tacke i f,, f, putevi u
prostoru (X, 7) redom takvi da je f,(0) =ai f,(1) = u, odnosno f,(0) =a
i f,(1) = v, 1ako je preslikavanje k : [0; 1] — X definisano sa k(t) = f,(1—t)
za svako t € [0;1], onda je h := k * f, put u prostoru (X, 7) takav da je
h(0) =uih(l) =wv. O

181. (4)=-(1): Neka je d proizvoljna metrika na R? kompatibilna sa jige.

Neka je u € U proizvoljno i stavimo
S = {UEU : u#v= postojen € Nib=(by,...,b,) € (Rz)n koje ne

dozvoljava samopreseke

tako da je by = u,b, = v i PG(b) C U}.

Pokazimo da je S py-zatvoren skup. Neka je dakle z € cl, (S). Postoji
e € (0;+00) tako da je K := Ky[z;e] C U. Prema pretpostavei mozemo
uociti neko y € SN K. Znamo da postoji b € (RQ)Z za neko [ € N koje ne
dozvoljava samopreseke tako da je PG(b) C U b(0) = u i b(l) = v.

U slucaju da je x € PG(b) neka je ig € {0,...,l — 1} najmanji takav
da je x € Seglb,, biy+1]. Ako je x = B;, onda h := (by,...,b;) ne dozvo-
ljava samopreseke i svedoci da je x € S. Slicno, ako je z # b;, onda
h:= (bo, ..., by, x) ne dozvoljava samopreseke i svedoci da je x € S.

Pretpostavimo sada da je x ¢ PG(b). Skup Ky := K NPG(b) je kom-
paktan i z ¢ Kj pa je § := Dist({x}, KO) > 0 i pritom postoji neko p € K
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tako da je d(z,p) = ¢ (videti zadatak 142.). Neka je ig € {0,...,l — 1}
najmanji takav da je p € Segl[bi,, big+1]-

Primetimo da vazi Seglz,p] N PG(b) = {p}. Zaista, kad bi posto-
jalo neko ¢ € Seglz,p) N PG(b), onda bi vazilo § = d(z,p) < d(z,q) <
Dist({z}, Ko) = 6 (g € Ky jer je Seg[z, p] C K obzirom da je K konveksan
skup) - kontradikcija.

Slucaj 1: p = by = u. x # p jer x ¢ PG(b) > p pa (u, ) ne dozvoljava
samopreseke i svedoc¢i da je x € S (imamo Seg[u, x] = Seg[p,z] C K C U
jer je K konveksan skup).

Slucaj 2: p # by = u. Stavimo h := (by, ..., by, p,x). v & {p,bo} jer
z ¢ PG(b) D {p,bo}.

Kad bi bilo p = b;, onda zbog p # by bi imali io —1 > 01ip €
Seg[bi,—1, bi,] Sto bi protivureéilo izboru broja ig; dakle p # b;,. Da pokazemo
da h ne dozvoljava samopreseke preostaje, obzirom da ih b ne dozvoljava
kao i da vazi Seg[b;,, p] C Seg[bi,, biy+1], da pokazemo:

i0—1
(1) Sexly )1 Sexls
(2) Seg[big, 1) ﬂSeg[ 7] = {p}-
io—1
Kad bi bilo Seg[p, z] N U Seglb;, bj4+1] # @, onda bi zbog Seg[x, p] N
=0
-1
PG(b) = {p} imali p € U Seg[bj, bj+1]; no zbog p € Seg(bi,, biy+1], a kako

§=0
b ne dozvoljava samopreseke, odavde bi sledilo p = b;,, a ve¢ smo dokazali
da ovo nije ta¢no. Dakle (1) vazi. (2) je direktna posledica ¢injenice da je

Seg[bs,, p] C Seg(biy, big+1] € PG(b) i Seg[x, p] N PG(b) = {p}.

Dakle dokazali smo da h ne dozvoljava samopreseke. PG(h) C U sledi
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iz Seg[z,p] € K C U, Seglb;,,p| C Seg[bi,,biy+1] 1 PG(b) C U. Sada h
svedoci da je x € S.

Kako je z € cl,, (S) u prethodnom razmatranju bilo proizvoljno to
sledi da je S py-zatvoren skup.

Pokazimo sada da je S py-otvoren skup. Neka je dakle z € S. Postoji

be (]R2)l za neko [ € N koje ne dozvoljava samopreseke tako da je PG(b) C
1-2

U, b(0) = uib(l) = x. Ako je !l > 1 oznacimo M := USeg[bj,ij], a
=0

ako | = 1 neka M := {by}. b ne dozvoljava samopreseke pa je x = b, ¢ M.

M je zatvoren skup, a U otvoren pa postoji neko € € (0;+00) tako da je

Kgi[z;e] € U\ M. Tvrdimo da vazi V := Ky[z;e) € S. Neka jey € V

proizvoljno.

Ako je Segx,y] N Seglb;_1,z] # {z}, onda sledi da je y € Seg(b;_1, ]
(zbog b1 ¢ V > y) te i Seglb_1,y] N Seg[b_1, b;]. Lako je videti da u ovom
slucaju h := (bg,...,b_1,y) svedoci da je y € S.

Ako je Seglx,y|NSeglb_1,x] = {x}, onda h := (by,...,b;,y) svedoci da
je y € S: ovo je zato §to b ne dozvoljava samopreseke, b, = x, Seg[z,y] C
Kilz;e] i Bylz,e] " M = 2.

Dakle S je py-otvoreno-zatvoren skup, neprazan zbog u € S, pa kako
je U povezan to odavde sledi da mora biti S = U.

Lanac implikacija (1)=(2)=(3)=>(4) ocigledno vazi. O

182. Neka je || - || : R® — R euklidska norma, a d : R” x R — R euklidska
metrika na R".

Neka je a = (aq,...,a,) € S. Ako jen > 1 za svako (i,7) € {0,...,n}>

takvo da je i < j vazi Segla;, a;+1)NSegla;, aj+1] = @ pa kako sui Segla;, a;11]
i Segla;, a;11] kompaktni podskupovi od R? to imamo da je (videti zadatak
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142.)
g;j = Dist (Seg[ai, a1, Segla;, aj+1]> > 0.

Neka su f1, fo : (R2)3 — R definisane sa fi(x,y, ) := d(x, 2) 1 fo(z,y, 2)
= |d(y,x) — d(y, 2)| za (z,y,2) € (]RQ)S. Jasno je da fi, fo : (R2)3 R
(videti zadatak 83.). Ako je ¢ € {1,...,n — 1}, onda je Segla;_1,a;] N
Segla;, a;r1] = {a;} (dakle dve duzi imaju zajednicku samo jednu kra-
jnju tacku), tj. fi(a;_1,ai, a;41) # falai—1, a;, ai11), pa zbog neprekidnosti
postoji neko §; € (0;+o00) tako da je fi(x,y,z) # folz,y,2) za svako
(x,y,2) € Kylai—1;9;) x Kg(a;; 6;) x Bglasr1,0;). Najzad by # b, povlaci
da je Ky(ag; 0) N Ky(a,;0) = @ za neko 6 € (0; +00). Neka je A € (0;+00)
tako da je A < min{e;;/2, 8,0} za svako (i,7) € {0,...,n}? takvo da je
i<jisvako ke {l,...,n—1}. Tvrdimo

U :=Ky(ag; A) x - x Kg(a,; A) € S.

Neka je b = (by...,b,) € U proizvoljno. Ako je i € {1,...,n — 1}
onda iz (bi_1,b;,bi11) € Kalai—1;0;) x Kg(as; 6;) x Kg(aii1;9;) sledi da je
J1(bi—1,bi, biy1) # fa(biz1, bi,big1); ovo specijalno povlaci da je b; ¢ {b;_1,
biy1}, a onda sledi da duz sa krajnjim tackama b;_1 i b;, tj. Seg[b;_1, b;], 1 duz
sa krajnjim tackama b; 1 bi11, tj. Seg[b;, biy1], imaju kao jedinu zajednicku
tacku b;. 1z (bo, by) € Kglag; 0) x Ky(ay,; 0) sledi da je by # by,.

Dalje pretpostavimo da je (i,7) € {0,...,n}* takvo da je i < j i da
postoji neko u € Seglb;, bi+1] N Seglb;,bj11] # @. Tada je u = (1 —¢) -
bi+t1 - biy1 = (1 —t2) - bj + t2 - bj11 za neke t1,t, € [0;1]. Neka je x :=
(1—t1)-a;+t1-ait1 € Segla;, aipq] iy = (1—t2)-a;+t2-a;41 € Segla;, aj1].
Imamo

gij <d(z,y) <d(z,u) +d(y,u) =

=[[(1—t1)-a; +t1-air — (1 —t1) - by — t1 - by ||+
I(1 = t2) - aj +ta - ajyr — (L —t2) - bj + 12 - b <
(1= t)lla; = bill + tallairr = bisa |l + (1 = t2)[lag — byl + tallajy1 — bja |l < eiy

- kontradikcija. a
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183. Indukcijom po n € N. Tvrdenje za n = 1 se dokazuje koristeci istu
ideju kao u dokazu indukcijskog koraka i to znatno jednostavnije pa se stoga
prepusta ¢itaocu.

Pretpostavimo da je tvrdenje tacno zan € Nineka je a € (IRQ)THrl tako
da PG(a) C U i da ne dozvoljava samopreseke. Neka su z,y € U \ PG(a)
proizvoljni tako da je x # y. Pronadimo izlomljenu liniju koja spaja x iy i
sadrzana je u U \ PG(a).

Prema indukcijskoj hipotezi postoji neko m € N i b € (R2)m koje
definiSe izlomljenu liniju tako da PG(b) C U \ PG(ao,...,a,), bp = x i
by, = y. Ako je n > 1 stavimo K := PG(ay,...,a,-1), a ako n = 1 stavimo
K :={a,—1}. Imamo K NSeglan, 1] = @ (a ne dozvoljava samopreseke).
Kako je Seg|a,, a, 1] kompaktan, a F := (R?*\ U) U K U {x,y}) zatvoren,
i ova dva skupa su disjunktna, to postoji zatvoreni pravougaonik u R? II
tako da vazi Segla,, @y 1] C int(II) CTT C R*\ FF C U.

Ako je PG(b)NSeglay, an1] = @ onda je b trazena izlomljena linija koja
spaja x iy isadrzana je u U\PG(a). Neka je zato PG(b)NSeg[ay, ani1] # 2.
Za bar jedno i € {0,...,k — 1} vazi Seg(b;, bi+1) Nint(Il) # @. Neka je iy
najmanji, a i najveci takav indeks. Jasno je da mozemo izabrati neko
u € Seg(bi,, bi,+1) N int(IT) 1 neko u € Seg(bi,, biy+1) N int(Il) takve da je
Seglbi,, u| N Seglay, ant1] = Seg[v, bi,+1] N Seglan, ani1] = 2. Zbog {u,v} C
PG(b) i PG(b) N PG(ay,...,a,) = @ imamo i {u,v} N Segla,_1,a,] = 2.
Zato postoji ¢ € (R2)k za neko k£ € N koje definise izlomljenu liniju
tako da je PG(c) C II \ PG(ay_1,an,ap41), co = u i ¢cx = v. h =
(boy -y biyyCoye vy Chiybig, .. b)) definiSe izlomljenu liniju, vazi hy = z,
hiy tk4m—izr2 = y. Imamo

PG(h) = PG(bo, ey bll)USeg[bzl,u] UPG(C)USeg[U, bi2+1]UPG(bi2, R 7bm)
Na osnovu izbora brojeva iy i iy je

PG(by, ..., by,) Nint(Il) = o

PG(bi,, ... ,by) Nint(Ill) = 2.

’i27"
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Odavde zbog Seglan, Gni1] C int(II) i
PG(b) N K = @ sledi PG(by, ..., bi,) UPG(bs,, . .., bn) C R2\ PG(a).

Zbog PG(c)NPG(an_1,an,an11) = 2, PG(c) CITIIINK CIINF =2
jasno je da je PG(c) C R? \ PG(a).

Na osnovu Seg[bu ) u] N Seg[an7 an-‘rl] - Seg[v, biz-‘rl] N Seg[am aTL-H] = J,
Seg[bi,, u] C Seglbi,, bi,+1] € PG(b), Seg[v, bi,+1] € Seg|bi,, biy41] € PG(D) i
PG(b) N K = & sledi Seg[b;,, u] U Seg[v, b;,+1] € R*\ PG(a).

Najzad kako je jos PG(h) € PG(b) UPG(c) C UUII C U, vidimo da
je ¢ trazeno. O

184. Plan za kostrukciju nije vezan konkretno za R? te ga prezentujemo u
opstijem ambijentu - dakle neka je (X, d) proizvoljan metricki prostor. Ako
su F; C X povezani i kompaktni za svako ¢ € N i ako vazi

1
VneNVieN (z’<n=>Dist(Fi,Fn) < —) ,
n

onda skup P := U F,, mora biti povezan. Pokazimo ovo.
neN

Pretpostavimo da to nije tac¢no, tj. neka su Vi i V5 otvoreni tako da
za U; ::‘/;OP,Z':L_Q, V&ZiP:UlLJUQ, UlﬂUQIgiUl#g#UQ.
Uocimo po w; € U; za i = 1,2; postoje ni,ne € N tako da je u; € F,,.
Zai=1,2iz F,, = (U NF,)UUsNF,), (UNE,)N{UsNE,) =2,
{UNF,,,U,NF,}C pr,, > wi € UiNF,, # @ i ¢injenice da je F,, povezan
sledi da je U; N F,, = @, gde j € {1,2} \ {i}, pa je F,, C U;. Kako je
F,, CV; € uge i F,, kompaktan to postoji neko ¢ € (0;+00) tako da za
svako y € X vazi 3x € F,, (d(z,y) <€) = y € V; (videti zadatak
142.). Neka je m € N tako da m > max{ni,no,e '}. Po pretpostavci je

1 _
Dist(F,,, F,) < — < € pasledi da za i = 1,2 postoje x; € F,, i y; € Fy,
m

tako da je d(z;,v;). Tadajey; € ViNF,, = U;NF,, # @ zai = 1,2; kako jo§
imamo F,,, = (F,,NU,)U(F,,NU3) (zbog F,,, C P =U,Uls), F,,NU; € ug,,
zai= 1,21 (F,NU)N(F,NUy) = 2 to odavde dobijamo da F,, nije
povezan - suprotno pretpostavljenom.
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Vratimo se sada nasem zadatku. Skupove F,, ¢emo ovde traziti u obliku
izlomljenih linija PG(b) gde b € (R?)" za neko n € N i b ne dozvoljava
samopreseke, koje naravno moraju biti po parovima disjunktne.

Za Fy = {a1} i F» = {az} uwzmimo proizvoljne disjunktne singltone
tako da je d(aj,az) < 1/2. Uotimo dve razlicite tacke aj € R? i ay € R?
tako da je d(ai,a}) < 1/3 1 d(ag,dh) < 1/3. Kako je V := R?*\ (F, U Fy)
otvoren, povezan, {a},ay} C R?*\ (Fy U Fy) i a; # ay to postoje nz €
N ¢3 € (RQ)W’ koje ne dozvoljava samopreseke tako da je c3(0) = a i
c3(nz) = ay i tako da pritom PG(cz) C V. Stavimo F3 := PG(cs). I,
Fy i F3 su po parovima disjunktne izlomljene linije i po konstrukciji je
Dist(Fy, Fy) < 1/21 Dist(Fy, F3) < 1/3, Dist(Fy, F3) < 1/3. Prema zadatku

3

183. skup R?\ U F; =V \ F3 je otvoren i povezan.
i=1
Pretpostavimo da smo konstruisali po parovima disjunktne izlomljene
linije F; za i« = 1, k tako da vazi

1
Vne{l,...,k} VieN (z’<n:>Dist(E-,Fn)<—)
n

k
i tako da je U := R? \ U F; (otvoren) povezan. Za i = 1,k izaberimo po
i=1

xr; € Fi iz € U tako da je d(x;,z) <

i to tako da vazi z; 25
k+1 7 2
k
(ovo je mogudée uraditi recimo jer su skupovi oblika 7" U U F;, za konacne

i=1
T C R?, I kategorije kao unije kona¢no mnogo nigde gustih skupova kakvi
su Seglu,v] za u,v € R?, pa imaju praznu unutrasnjost obzirom da je R?
Baire-ov - videti napomenu uz reenje zadatka 47.). Pokazimo indukcijom
poi € {2,...,k} da postoji ¢ € (Rz)n za neko n € N koje ne dozvoljava
samopreseke tako da je {z1, 29,...,2;} C PG(c) CU.
Kako je U otvoren povezan i zq, zo € U tako da je z; # 23 to je 21 = ¢(0)

i 29 =c¢(n) za neko ¢ € (]Rz)n, gde n € N, koje ne dozvoljava samopreseke i
da pritom vazi PG(c) C U.
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Neka je tvrdenje tacno za neko m € {2,...,k — 1} i neka je ¢ €
(RQ)n, gde n € N, takvo da ne dozvoljava samopreseke i takvo da vazi
{z1,22,...,2m} C PG(c) CU. Ako je z11 € PG(c), onda je bas ¢ onakvo
kakvo se trazi. Neka je sada 2,41 € U \ PG(c) =: V. Rezon koji sledi veé
je koriséen u dokazu dela (4)=-(1) zadatka 181.

n—2

U Seg|c;, ¢i11] je zatvoren skup i ne sadrzi tacku ¢,, a U je otvoren pa

=0
n—2

postoji neko & € (0;+00) tako da je K := Ky[c,;¢] C U\ U Segl[ci, ¢iyal.

=0

Uocimo proizvoljno x € Ky[c,; €] \ Seg[cn_1, ¢ tako da je x # zp,11. V je
otvoren i povezan, a x, z,,+1 € V su razlicite tacke. Zato postoji b € (RQ)I
za neko | € N koje ne dozvoljava samopreseke tako da je PG(b) C V i
b(0) = z, b(l) = zms1. Skup Ky := K NPG(b) je kompaktan i ¢, ¢ K
pa je § = Dist({cn},Ko) > 0 i pritom postoji neko p € Ky tako da je
d(cn,p) = 6 (videti zadatak 142.). Neka je ig € {0,...,l — 1} najvedi takav
da je p € Seg[biy, big+1]-

Primetimo da kad bi bilo Seg[c,,p] N Seg[cn—1,¢] # {cn}, onda bi
moralo da bude p € Seg|c,,—1, ¢,] (setimo se da je ¢,—1 ¢ K 3 p), a ovo nije
moguce jer p € PG(b) i PG(c)NPG(b) = @. Dakle Seg[c,,—1, c,]NSeg[c,, p] =
{ca}.

Takode vazi Seg[c,, p| "PG(b) = {p}. Zaista, kad bi postojalo neko q €
Seg[cn, p) NPG(b), onda bi vazilo 6 = d(c,, p) < d(cy, q) < Dist({ca}, Ko) =
d (q € Ky jer je Seglcn,p] € K obzirom da je K konveksan skup) - ko-
ntradikcija.

Slucéaj 1: p=b, = zpmy1. h = (co, ..., Cn, p) ne dozvoljava samopreseke
n—2

jer ih ¢ ne dozvoljava, jer Seglc,,p] C K i jer K N U Seglci, civ1] = @.
i=0

Takode vazi {z1, 22, ..., 2m+1} C PG(h) C U.

Slucéaj 2: p # by = zpy1. Stavimo h = (co, ..., Cn, P, bigs1,-- -, b1).
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cn # pjer ¢, & PG(b) 3 p. 1z istog razloga je i ¢y # by = z,41. Kad bi bilo
p = b;,+1 onda zbog p # by bi imali ig+1 <[ —11p € Seg[biy+1, big+2] Sto bi
protivurecilo izboru broja ig; dakle p # b;,+1. Da pokazemo da h ne dozvo-
ljava samopreseke preostaje, obzirom da ih ni ¢ ni b ne dozvoljavaju kao i
da vazi PG(c) N PG(b) = @ 1 Seg|[p, biy+1] € Seg|bi,, biy+1], da pokazemo:

(1) Seg[cn, p] N U Seglcy, ¢j1] = 2
j= O

( )Seg Cnap U Seg ]+1 =
=ip+1

(3) Seg[cnfla Cn] N Seg[cmp] = {Cn};

(4) Seglen, p] N Segp, big+1] = {p};

n—2

(1) vazi jer Seglc,,p] € K i KN U Seglci, ciy1] = 2. (2) sledi iz

Seg[cn, p) NPG(b) = {p} (8to smo veé dokazall) p € Seglbiy, big+1], P # big+1
i ¢injenice da b ne dozvoljava samopreseke. Za (3) ve¢ znamo da vazi. (4)
sledi iz Seg[cn7p] A PG(b) = {p} 1iz Seg[pa bioJrl] - Seg[bzoa bzo+1] - PG(b)

Dakle dokazali smo da h ne dozvoljava samopreseke. PG(h) C U sledi
iz. Seg[c,,p] € K C U, PG(c) CU i PG(b) CV C U. Konacno jasno je da
{Zla s 7Zm+1} g PG(h)

Induktivnim rasudivanjem zaklju¢ujemo da da postoji neko cpyq €

(RQ)H za neko nyy1 € N koje ne dozvoljava samopreseke tako da je {z1, 29,

2kt C© PG(egy1) € U. Stavimo Fryq = PG(crt1). Zbog d(x;, z) <
1

za i = 1,k imamo da je Dist(F}, Fj1) <

za i = 1,k. Jasno

kE+1 kE+1

k
jeda Frpiq1 N U F; = 2. Kako je U otvoren i povezan, ¢ ne dozvoljava
i=1
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k1
samopreseke i PG(cgy1) C U, to je i R?\ U F; = U \ PG(cg41) otvoren i

i=1
povezan. O

185. Pokazimo da (C, 7) nije put povezan. Pretpostavimo suprotno. Tada
postoji neko preslikavanje f : [0;1] — (C,7) takvo da je f(0) = A i
f(1) = B. Nekajer :=inf f~{B}. Jasnor € [0;1]. Kako je { B} T-zatvoren
skup, a preslikavanje f 7-neprekidno, to je f~{B} zatvoren skup prostora
[0;1]. Zato mora biti r € f~{B}, tj. f(r) = B. Zbog f(0) = A # B sledi
da je 0 < r. Primetimo da za svako t € [0;7) vazi f(t) # B. Skup

U:={(z,y) e C :y>1/2}

je T-otvoren i f(r) € U. Otuda postoji neko a € (0;7) takvo da je f~[a;r] C
U. Kako je f(a) # B to za neko k € N mora biti f(«) € L N U. Tada je

1 1
f(a) = (1/k,s) zaneko s € (1/2;1). Izaberimo proizvoljno ¢ € (k—ﬂ’ E)
Imamo

Wi ={(z,y)eC:ax<é}er

Wy ={(z,y) € C x>} er
inﬁWQZQ. ZbOg

flosr) CUC{BYU | L, S WU,

neN

i fla) e Won folasr] # 21 f(r) = B e Win fa;r] # 2 sada sledi
da f~[a;7] nije povezan skup prostora (C,7). No preslikavanje f je 7-
neprekidno, a [o; r] povezan skup prostora [0; 1], pa ovo nije moguce. Dobi-
jena protivureénost svedo¢i da ne postoji nikakvo preslikavanje f : [0;1] —
(C,7) takvo da je f(0) = A1 f(1) = B.

Ovim smo pokazali da (C,7) nije put povezan prostor.
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Pokazimo sada da je (C,7) povezan prostor. Ako stavimo S,, := L, i
Sp := H onda je, na osnovu zadatka 163., skup

povezan skup prostora (C, 7). A na osnovu istog zadatka, zbog

Becl. <HUULH> ,

neN
sada i skup
{ByuHU|JL,=C
neN
mora biti povezan. O

186. Skupovi
Vi={zel0;1] : f(x)>a}iM:={ze€[0;1] : f(z) <=z}

su otvoreni podskupovi od [0; 1], jer je f neprekidno preslikavanje, i vazi
VNM = 2. Kad bi bilo f(z) # x za svako z € [0;1], onda bi imali
[0;1] = VUM, avazilobii f(1) <11 f(0)>0,tj. 0 € V#oil e M # o,
te prostor [0; 1] ne bi bio povezan, §to znamo da nije tacno. O

187. Skupovi
Vi={zeR: f(x)y >z} i M ={zeR: f(z) <z}

su otvoreni podskupovi od R, jer je f neprekidno preslikavanje, i vazi V' N
M = @. Prema ucinjenoj pretpostavci vazi R =V U M. Zato, obzirom da
je R povezan prostor, odavde dobijamo da je R =V ilidaje R = M. U
prvom sluc¢aju za svako z € R mora da vazi f(x) > x, pa stoga za svako
r € R mora da vazi i f(f(z)) > f(x) > z. U drugom slucaju za svako
r € R mora da vazi f(z) < z, pa stoga za svako x € R mora da vazi i

f(f(@)) < fle) <z O
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188. Neka su A i B dve razlicite tacke datog prostora i neka je s simetrala
duzi Seg[A, B|. Za svako T € s stavimo

Ly :=Seg(A, T| USeg|T, B)

Imamo Ly, N Ly, = @ za svako 11,7, € s tako da je 11 # T;. Kad bi za
svako T € s postojala neka tacka Cp € Ly N Q?, onda bi, zbog ¢injenice da
je Cr, # Cr, kad god su 11,75 € s tazlicite tacke, skup {Cr : T € s} bio
neprebrojiv podskup prebrojivog skupa Q2. Dakle za neko T' € s mora biti
Lr NQ?* = 2. Kako je jos A, B ¢ Q?, to sada sledi da je

Seg[A,T]USeg|T,B] C X

O

189. Neka je dg,, metrika iz P 14 i neka su date funkcije f, g € X. Stavimo
C':= dgup(f, g). Definisimo preslikavanje H : [0; 1] — X tako da je

)] (5) = (1= D) (5) + tg(s)

za svako t, s € [0;1]. Da pokazemo da je H put u prostoru (X, 7) primetimo
da za svako t1,t9, s € [0; 1] imamo

(1)) (5) = [H(12)|(9)] = [(t2 = 10) £ () + (51 = t2)g(5)

< ftr —tof - [f(s) = g(s)] < Clt1 — &2
Odavde sledi da vazi

dsup<H(t1),H(t2)> < Oty — o

te preslikavanje H zaista jeste put.

Dakle dati prostor je put povezan, pa tim pre i povezan. a

190. Za svako n € N neka je p, : YR — R projekcija definisana sa p,(z) :=
z(n) za svako z € "R. Neka je 7 N-stepen uobicajene topologije na skupu
R.
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Neka su dati z,y € C. Za svako t € [0;1] i n € N vazi

lim ((1 —t)z(n) + ty(n)) =

n—-+o0o

(1—1t) lim x(n)+t lim y(n)=(1—t)r+tr=r

n—-+o0o n—-+o0o

Otuda, ako za svako t € [0; 1] definisemo niz H(t) € "R sa

[H®)](0) := (1= )z(n) + ty(n)

za svako n € N, onda imamo da je H : [0; 1] = X. Pokazimo da je H put u
prostoru (C’, relC(T)). Ovo je ekvivalentno ¢injenici da je H 7T-neprekidno
preslikavanje, odnosno ¢injenici da je za svako n € N vazi p, o H : [0; 1] SN
R. Dakle neka je ny € N proizvoljno. Za t € [0; 1] imamo

(png © H)(t) = [H ()| (no) = (1 = )ax(no) + ty(no)

Kako je za svako k,l € R funkcija f : [0;1] — R data sa f(t) := kt + 1
neprekidna, to sledi da je H put u prostoru (C, relC(T)).

Ovim smo pokazali da je dati prostor put povezan. Tim pre on mora
biti i povezan. O

191. (1) Neka je B 7y-zatvoren (slucaj kad je B Tx-otvoren se razma-
tra potpuno analogno) tako da ¢~ B nije Tx-povezan. Kako je ¢~ B 7x-
zatvoren ovo drugim rec¢ima znac¢i da je ¢~ B = A; U Ay za neke neprazne,
disjunktne, Ty-zatvorene A;, Ay C X. Kad bi bilo ¢(a1) = g(a2) =: b za
neke a; € A;, i = 1,2, onda bi (zbog b € Bi ¢ B = A; U Ay) imali
g {b} = (Aing={b}) U (Ayng={b}), pri ¢emu za i = 1,2 imamo da je
o # A; N g~ {b} > a; rely—y(7x)-zatvoren skup, sto bi znacilo da ¢~ {b}
nije Tx-povezan, suprotno pretpostavci. Dakle By := ¢~ A1 1 By := ¢~ A,
su disjunktni. Iz ¢~ B = A; U A, i ¢injenice da je ¢ preslikavanje na skup Y
imamo da je B = By U By, a kako je jo§ B; N By = @ to mozemo zakljuciti
da je ¢ B; = A; za i = 1,2. q je (7x,Ty)-koli¢nicko pa su zato By i B
Ty-zatvoreni. Kako je By # @ # By (jer Ay # @ # As) to sledi da B nije
Ty-povezan.
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(2) Neka je A := Factor(r, E) i N C X,p A-komponenta povezanosti tacke
C € X/g. Dakle C' je T-komponenta povezanosti i C C [JN = ¢~ N. ¢
je (7, A)-kolicnicko, za svako S € X, imamo da je ¢~ {S} = S 7-povezan
jer je ¢ak 7-komponenta povezanosti, pa prema (1), obzirom da je N -
zatvoren (kao A-komponenta povezanosti), skup ¢~ N mora biti 7-povezan.

No iz C' C ¢~ N sada sledi C = ¢~ N, a ovo znaci da je N = {C'}. a

192. (1) Tvrdenje je direktna posledica ¢injenice da ako je Y U{U} C 7
konac¢na familija i ' C X 7-zatvoren skup, onda vazi

fU =Hitx({U}) N A, £~ [Hitx (@) N A = (U

J T [Missx(F)N Al =X\ F .

(2) Neka su dati konacan U C 7, T-zatvoren F' C X i A, B € A tako da je
AUB € Hitx(U)NMissy (F)NA=:W. Stavimo Uy :={U elUd : UNA#
otilUp:={U el : UNB # o}. Zbog AUB € Hitx(U) jeU = U, UUg.
Ocigledno je

(A, B) € [Hityx (Ua) N Missx(F) NA] x [Hitx(Up) N Missx(F) NA] =

Melx"Niu"M CW, zbogU =Us UUE.

193. (1) Nekajez e K1 K e F={AC X : X\ A € 7} tako da je
x ¢ K. Postoji U € 7 tako da je x € U C ¢l (U) C X \ K. Lako je videti
da je (z, K) € U x [Missy(cl,(U))NF] C (X x F)\ R. Ovim smo dokazali
daje (X x F)\ReTx"A\

(2) Neka su K,L € F tako da je K € L ineka je xz € K\ L. Po-
stoji U € 7 tako da je x € U C ¢l (U) C X \ L. Lako je videti da je
(K,L) € [Hitx({U}) n F] x [MISSX(CI (U))NF] € (FxF)\ R Ovim
smo dokazali da je (F x F)\ R € X x" A
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(3) Ako su K,L € F tako da je K N L = @, onda postoje U,V € 7
tako da je K C U, L CViUNV = o. Jasno (K,L) € [Missx(X \
U)NF] x [Missx(X \V)NF] € (Fx F)\ R Ovim smo dokazali da je
(FxF)\ReAx"A 0

194. (1) Tvrdenje je direktna posledica ¢injenice da ako je Y C 7 konacna
familija i F' C X, mp-zatvoren skup, onda vazi

g Hitx,(U) =Hitx, {f7U : UeU}) i g Missy,(F) = Missx, (fF)

(2) Akojen e Ni{U; : i=1,n} C7, {V; : i=1,n} C 7, onda je
m;HitXIXxQ ({Uz X ‘/z D= ,TL}
Hity, ({U; : i =1,n}) x Hitx, ({Vi : i =1,n})

Neka je sada (K, Ks) € K1 x Ko 1 F C X3 x Xy (11 X' 7)-zatvoren
skup tako da je m(Ky, K3) € Missx, x i, (F), tj. K1 x Ky C (X1 xX5)\ F =:
O e sl x! T9.

Za svako (x,y) € K; x Ky postoji po Uy, € 71 1 V,, € 7 tako da
je (x,y) € Upy x V. € O. Ako je y € Ky onda iz K; C U U,y sledi

rxeKq
da postoji konacan T, C K, tako da je K; C U Usy; stavimo P, =
z€Ty
U ULy €eEn i Qy = ﬂ Vny € To.
z€Ty z€Ty

Ako jey € Ky i (a,b) € P, x @y, onda je (a,b) € Uy, , za neko zg € T,
paiz b€ Q, C V,,, dalje sledi (a,b) € Uy y X Vi € O. Ovo znadi da za
svako y € Ky vazi P, x Q, C O.

Iz Ky C U Qy sledi da je Ky C U @, za neki konacan S C Kj.
yeEK? yeS
Stavimo A := ﬂ P,iB:= U (), Lako se proverava (rezon iz prethodnog
yeS yeS
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pasusa) da je A x B C O. Imamo L1 x Ly € A x B C O za svako
(L1, Ly) € W gde je

W .= 1\/ﬁSSX1 (Xl \ A) X MiSSXQ(XQ \ B) S )\1 x! )\2
tj. m~ W C Missx, xx,(F). Jasno (K, K) € W. O

195. (1) Neka je S C N konacan i B € X tako da je maxS < min B.
Uy := {{n} : n € S} je konacna familija P(N)-otvorenih skupova, a Fj :=
N\ (SUB) je P(N)-zatvoren skup pa je EI(S, B) = Hity(Up)NMissn(Fp)NX €
Al

Obrnuto, neka su dati konacan U C P(N) \ {o}, zatim A€ X i F CN
tako da je A € Hity(U) N Missy(F) N X =: O. Za svako U € U izaberimo
po xy € ANU. Stavimo mgy := max{zy : U € U}, S := AN [l;mg] i
B :=(N\ F)N[my+1;400). Jasno {zy : U U} CS. Iz A € Missy(F)
sledi da je A C N\ F, pa kako je A beskonacan to imamo da je B € X.
max S =mgy < mo+1 < min B iS5 jekonacan pa je EI(S, B) € 7. Pokazimo
da je A € EI(S,B) C O.

Zbog AC N\ Fje AN[mo+1;+00) C (N\ F)N[mg+ 1;+00) = B.
Otuda je A = (AN [1;me]) U(AN[me+1;4+00)) C SUB. Kakoje S C A
po konstrukeiji, i jasno A € X, ovim smo dokazali da je A € EI(S, B).

Neka je sada C' € El(S,B) C X proizvoljno. Ako U € U onda je
zy € S C Cpajexy € CNU # @. Dakle C € Hity(U). Imamo
SCACN\FpajeCCSUBCNN\F,tj C e Missy(F). Ovim smo
dokazali da je EI(S, B) C O.

(2) Neka je T € Y. Kako je T konacan skup to jei V :={{n} : n €T}
konacan pa je Y NHity(V) € Ag. Otuda je {T'} =Y N Hityn(V) N Missy(N '\
T) € X. O

196. (1) Neka je K C X; 71 kompaktan i neka je ¥V C 7 tako da je
UK C UV. Treba dokazati da postoji neki konacan U C V tako da je

Uk cyu.
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Za svako A € K postoji po neki konacan V4, C V tako da je A C
UVa (jer je A € X; T-kompaktan podskup od X); stavimo Uy := X7 N
Missx (X \ [UVa) € 7. Dakle za svako A € K je A € Ua, tj. K C | J{Ua :
A € K} pa kako je K 7i-kompaktan podskup od X, to postoji neki konacan
Ko C K tako da je K C(J{Ua : A € Kp}. Stavimo U :=(J{V4 : A € Kp}.
U je jasno konacan podskup od V.

Neka je = € | JK proizvoljno. Postoji K € K tako da je z € K. Po-
stoji B € Ky tako da je K € Ug, tj. K C|JVp C U (UVA>. Dakle

AeKky

r e K CJU. Ovo znaci da je JK C JU.

(2) Stavimo
Ly :={X;nHitx({A}) : Ae7\{2}}

Lo :={X;NMissx(F) : F' jeT — zatvoren}

Kako je £, U Ly predbaza za 7 to ¢e (72, 71)-neprekidnost preslikavanja f
neposredno slediti ako pokazemo da je f~S € 1 za svako S € L1 U Ls.

Neka je A € 7\ {2} iV := X; NHity ({4}). Za K € X, imamo
KefV < KeXonAn| JK# 0 < KeXoAIKeKKNA# o

— KeX, A Kn[X;NHitx({A})] #2

paje [TV = XoNHity, ({U}), gde je U := X, NHitx ({A}). Kakoje A€ 7
to je U € 1 pa zakljuCujemo da je [~V € m.

Neka je sada F' C X 71-zatvoren i V := X; N Missx(F). Za K € X,
imamo

KefV < KeXonFNJK=2 < KeX;AVK e KKNF =2

— KeXo NVKeKKeX NMissx(F) < KeXoKCU
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gde je U := X; N Missx(F), paje f=V = Xy N Missy, (X; \ U). Kako
je FF C X t-zatvoren to je U € 7 pa je X; \ U m-zatvoren. Otuda je
f'_V € To. O

197. (1) Za n € N definisimo
S,(U) = {V C B\ {2} : V je celularna familija sa n elemenata i UV C U}
i pokazimo da je

{A e A : postoji BC ANU san elemenata} = U Hitx (V)

VeSS, (U)

Da pokazemo manje ociglednu inkluziju, neka je A € A i {by,...,b,} =
B C ANVU san elemenata. Kako je i # j = b; # b; to, obzirom da je
(X, 7) Hausdorff-ov prostor, postoje O; € 7 za i = 1,n tako da je b; € O;
it1#j=0;,N0; =o; BjebazazaT,alU €T papostoje V; € B tako da
je b; € V; CUNO;. Lako je videti da je V :={V; : i = 1,n} € S,,(U) kao i
da je A € Hitx (V). Tvrdenje pod (1) sada sledi iz

{Ae A: ANU je beskonacan} = ﬂ U Hitx (V)
neNVes, (U)

(2) Neka je B prebrojiva baza prostora (X, 7). Stavimo
L= {(Ul,Ug) € 82 : 71 Q UQ}

Iy :={Ae€ A: ANY je beskonacan}
za svako Y C X. Kako je B prebrojiv skup to je i £ prebrojiv. Za
svako (Uy,Us) € L definisimo Py, p, := Missy (U1) U Iy,; na osnovu (1)
i zbog identiteta N U();c; M; = [;c,(N U M;) imamo da je Py, 1, Gs skup
topologije \. Pokazimo

D :={A € A : A nema izolovanih tacaka} = m Py, v,
(Ul,Uz)Gﬁ
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(a kako je presek prebrojive familije G5 skupova ponovo G4 skup, iz ovog bi
sledilo tvrdenje pod (2)). Primetimo najpre da ako je (Z,77) Ty prostor i
S C Z bez tz-izolovanih tacaka, onda za svako V € 747 vazi SNV # @ =
SNV je beskonacan skup.

Neka je A € D i (Uy,Uy) € L. Ako A ¢ Missx (71), onda je @ #
ANU, C ANU, paje ANUs, € 7 beskonacan, tj. A € Ip,.

Neka je sada A € A\ D. Tada postoje W € 7ia € A tako da je
WNA = {a}. Kako je (X, 7) regularan prostor, a B njegova baza, to postoje
neki V1, V, € B takvi dajea € Vi C Vo € W. Jasno (Vi,Va) € L. Zbog
ac€VinAje Ad¢ Missx(V)),adaje A¢ Iy, slediiz ANV, C ANW = {a}.
Dakle A ¢ Py, v, paje A ¢ ﬂ Py, v, O

(U1,U2)eL

198. Neka je F :={(z,1/x) : z € (0;+00)} € Fy. Jasno

F € Fon Missgz (R x (—00;0]) =W € A

Neka je € € (0;1) proizvoljno. Izaberimo bilo koji realan broj zg > 2/¢
i stavimo Fy = F U {(2,0)}. 1z d((x0,0),(xo,1/2z0)) = 1/x0 < £/2
sledi [F, Fo,e/2]q pa je Hy(F, Fy) < e. Kako je ¢ < 1 to je p(F, Fy) =
Hy(F, Fy) < e te je Fy € K, [F;¢). No Fy ¢ W. Ovim smo dokazali da vazi
W€ A\ Top,(s).

Neka je sada P := R x {0} € Fyinekasuk € N, Up,..., Uy € upe
i S C R? ppe-zatvoren skup tako da je P € Fy N Hitge ({Uy,...,Ux}) N
Missg2(S) =: V. Za svako i = 1, k mozemo izabrati po z; € R tako da je
(;,0) € U;. Stavimo Zy := {(:vi,()) : z:L_n} € Fu. Jasno Zy € Vi
Zyv NS = (zbog Zy C P).

Za y := 1+ maxz; imamo (y,0) € P i bir%f d((y,0),b) = 1 pa je
i=1,n SVAY
Hy(P, Zy) > sup inf d(a,b) > 1. Otuda je p(P,Zy) = 1. Dakle Zy ¢

acP b2y
K,[P;1) paje Zy € V\K,[P;1) # @. Iz prethodnog se lako moze zakljuciti
da vazi K,[P;1) € Top,,(p) \ A. 0
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199. Znamo da je p := Hg, 4 metrika na skupu Cy. Ako je o # S C X
konacan, € € (0;+00), U := {Ky[z;e) : € S}, F:= X\ U Kg[z;€) i ako
zes
su A, B € Hitx(U)NMissx (F'), ad € (2¢;4+00), tvrdimo da je Hy(A4, B) < 4.
Zaista, ako je a € A onda zbog Missx (F') postoji neko z; € S tako da
je a € Kylz1;¢). Zbog B € Hitx(U) postoji neko b € Ky[z1;¢). No tada
je d(a,b) < d(a,zy) + d(x1,b) < 2¢. Dakle Ya € A3b € B d(a,b) < 2e.
Analogno se dokazuje da je Vb € Bda € A d(b,a) < 2¢. Ovo znaci da je
[A, B, 24 pa kako je 2¢ < 6 to sledi Hy(A, B) < 6.

Ako je A € Cy onda za svako € € (0; +00) postoji konacan S C A tako
da je

A € Hitx ({Kgla; ) : € S) N Miss (X VU {Kalzse) : w e 5})

Iz ove ¢injenice i prethodne analize se lako sada zakljucuje da vazi Top,,(p) C

A

Neka su sada U C 7 konacan skup, F' C X 7-zatvoren skup i A € Cy
tako da je A € Hity(U) N Missx(F). Zbog K N F = @ postoji 6 € (0;+00)
tako da je d(b,a) > 0 za svako (b,a) € F x A. Zbog A € Hitx(U) za svako
U € U postoji po ayg € ANU idy € (0;0] tako da je Kylay;oy) C U.
Stavimo ¢ := min{dy : U € U}. Pokazimo da je K,[A;¢) C Hitx(U) N
Missx (F').

Neka je B € K,[A;¢). Imamo [A, B,¢]y. Ako je b € B onda postoji
neko a € A tako da je d(b,a) < ¢ < 0 pa ne moze biti b € F prema
izboru broja 6. Dakle B € Missx(F'). Ako U € U onda, obzirom da je
ay € A, postoji neko b € B tako da je d(ay,b) < e. Zbog € < dy je sada
be Kd[CLU;(SU) CU,pajebe BNU # @. Dakle B € HltX(u>

Ovim smo dokazali da je A C Top,,(p)- O

200. (1) Zaa € R? i p € (0;400) definisimo funkciju f,, : [0;1] — X
sa fo,(t) = Kqla;tp] ako t > 0, odnosno f,,(0) := {a}. Za a,b € R
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definisimo funkciju gop : [0;1] — X sa gup(t) == {(1 —1¢)-a + ¢ - b}
Neka su F' pgz-zatvoren i n € NiU = {Uy,...,U,} C pge i stavimo
W .= MiSSR2<F) N Hitu@ (Z/{) NnxX.

Pokazimo da su funkcije f, , 7-neprekidne. Neka je t, € (0;1] tako da
je fap(to) € W. Imamo gy := Dist (f, ,(t0), F)) > 0. Ako je i € NN [1;n]
onda zbog U; N Ky[a; top] # @ mozemo uociti neko u; € U; N Kyla; top) # 2

d(a, u; : . .
tada je 0 < tg — M =: g;. Neka je realan broj ¢ takav da je 0 <
p_

d < ¢gjzasvako j = 1,n, 19 < g¢/p. Lako je proveriti da mora da vazi
(fa7p)é([0; 1] N (to — d5t0 + 5)) C W. Ovo znadi da je f,, T-neprekidna
u tacki to. Ako je f,,(0) € Wi6 € (0;1) tako da je Kyla;0) C R*\ F,
onda se jednostavno proverava je (f,,,) " (0;6/p) € W. Ovo znadi da je fo,,
T-neprekidna u tacki 0.

Pokazimo da su funkcije g,, 7-neprekidne. Neka je ¢, € [0;1] tako
da je f(to) € W. Stavimo Uy := X \ F. Za svako i € NN [0;n] neka je
g; € (0;+00) takvo da je Kyla +to - (b —a);e;) C U;. Ako je ¢ proizvoljan
realan broj takav da je 0 < 0 < ¢;/d(a,b) za i = 0,n, onda je ocigledno
(9ap) ™ (10; 1] N (to — b3t + 0)) S W.

Neka su najzad a,by,...,b, € R%ip,ry,...,rym € (0;+00) tako da je
UKd[bi§Ti] C Kyla; p]. Za i = 1,m preslikavanje g, * fp,, koje nastaje

i=1
nastavljanjem f, . na gqp je 7-neprekidno. Preslikavanje v : X™ — X
definisano sa u(Ay,..., A,) = A U---UA, je (H’ ;117', T)—neprekidno (Sto
sledi iz zadatka 192. koristeéi indukciju). Zato je preslikavanje p : [0; 1] — X

definisano sa p(t) = U(ga,bi * fp,.r)(t) T-neprekidno. Konacno, za preslika-
i=1
vanje ¢ * p, gde je ¢ : [0;1] — X definisano sa ¢(t) = f, ,(1 —t), imamo da

je T-neprekidno kao i da vazi (¢ xp)(0) = Kyla; p] i (¢xp)(1) = U Kalbi; 3]
i=1
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(2) Ovo se jednostavno dokazuje, recimo ispitivanjem neprekidnosti u svakoj
tacki.

(3) (I) Neka je najpre (Y, ) proizvoljan prostor, a (X, 7) hiperprostor
nepraznih kompaktnih podskupova tog prostora. Za A, B C P(Y)sa A C_.
B ¢emo oznacavati ¢injenicu da je VA € AB € B(AC B),sa AC. B
¢injenicu da je VB € B3A € A (A C B) isa A C., B ¢injenicu da je
AC.B N AC_B.

Za konacnu familiju A C A definisimo (A) := Hit(A)NMiss (Y \ J.A)N
X. Lako je videti da familija {(A) : A C X je konacan} predstavlja bazu
prostora (X, 7). Jasno A C, B = (A) C (B).

Pretpostavimo sada da je A regularna topologija i neka je B baza za
(Y, A). Tvrdimo da ako je K € (M) N (M,), onda postoji neki konacan
By C Btakodaje K € (By)iBy C.s My, By C.y My: zaista ako je S € My,
onda postoji neko z(S) € K N S; zbog K C [JM; je z(S) € N za neko
N € Ms. Kako je X regularna topologija to postoji neko f(S) € B tako da
jex(S) € f(S) C f(S)CSNN. Jasno f~ M; C. Myi [~ M; Cy M.
Slicno za svako S € Mp postoji neko y(S) € KNS i g(S) € B tako da je
y(S) € g(S) € g(S) € SNN. Jasno g~ My C. My ig My Cy M.
Za svako z € K postoje M;(z) € My i My(z) € My tako da je z €
Mi(z) N My(z) i U(z) € B tako da je z € U(z) C U(z) C M;(z) N My(2).
K je kompaktan pa je K C U U(z) za neki konacan T'C K. Ako stavimo

z€T

By:={U(z) : z€ T}U f~M;Ug Ms, onda je By kao sto se trazi.

Iz prethodnog specijalno sledi da ako je B prebrojiva baza, onda je
L = {(By) : By C B je konac¢an} prebrojiva baza za X. Neka je K € X i
{{A;) : i € N} lokalna baza u strogom smislu u tacki K, gde su A4; C A
konacni. Neka je By C B konacan tako da je K € (B;) i By C., A;p; za
i € N neka je B;y1 C B konacan tako da je K € (Biy1) 1 Biv1 Coy B i
Bii1 C. A;. Kako smo to ranije primetili imamo (B;) C (A;) za svako
i € N, pa je {(B;) : i € N} lokalna baza u strogom smislu u tacki K, i to
takva da je B; 1 C., B; za svako ¢ € N.
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(IT) Vratimo se sada nasem zadatku. B := {Kylg;d) : ¢ € Q% r € QN
(0;1)} je prebrojiva baza prostora (R? uge2). Za i € N neka je B; C B
konacan tako da je {(B;) : i € N} lokalna baza u strogom smislu u tacki
K, i to takva da je B;y1 C., B; za svako ¢ € N. Stavimo U; := By;_1 i
Vi = {Z A€ BQZ} ZbOg <Bi+1> Q <Bz> imamo da je {<u1> S N}
lokalna baza u strogom smislu u tacki K i to takva da je (Uir1) C (U;)

za svako ¢ € N. Pritom je V;11 C., V; C., U; za svako ¢ € N. Stavimo
K;=JV,e X,zaieN.

Ako je A zatvorena kugla i F # @ konacan skup zatvorenih kugli tako
da je JF C A, fiksirajmo (po;1], 7)-neprekidno preslikavanje ha,r : [0;1] —
X tako da je har(0) = A, har(l) = UF i @ # har(t) C A za svako
t € [0;1].

1
Neka je m; :== 1 — = za i« € N. Fiksirajmo i € N. Za A € V; skup
i
Vis1(A) :={B € V41 : B C A} je zbog Vi1 C._ V; neprazan; stavimo

t—m,
ri(t) == hawv,, 4 (—) e X
U A i —m

za t € [mg;miyq]. Preslikavanje r; : [m;;miq] — X je (u[mi;mm],T)—
neprekidno. Pritom je

mi) = | haw,(0) = | A=K,

A€EY; AeV;

i(Mig1) U hay, )1 U (U Vin(4 ) -

AeV; AeV;
=BV : A€V (BC A)} = Vi1 = Kina

Pokazimo da je r;(t) € (U;) za svako t € [my;miyq]. Imamo r;(t) C
U AC U S = UUi, jer V; C_. U;. Neka je sada Sy € U; proizvoljno.
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Zbog V; C._ U; postoji neko Ag € V; tako da je Ay C Sy. Imamo

t—mi

P aovii1(A0) ( ) C Ay € Sp

My — My

pa je

Ti(t) NSy 2 hAo;Vz‘+1(A0) (—) NSy = hAO§Vi+1(AO) (—) 7& <

miy1 — My miy1 — My

Kako za svako ¢ € N vazi r;(m;1) = Kiy1 = rip1(miqq) kao i
(ri) " [mi; miga] € (Us), t0 iz (Lmysma, ), T)-neprekidnosti ovih preslikavanja,
¢injenice da je {(U;) : ¢ € N} lokalna baza u strogom smislu u tacki K i toga
sto vazi (Ui1) C (U;) za svako ¢ € N, zakljucujemo da je r := {(1, K)} U
Uri (,u[o;l],T)—neprekidno preslikavanje; pritom je r(0) = ri(my) = K;
ieN
i (1) = K. No ve¢ smo videli u dokazu dela (1) da postoji (p;1),7)-
neprekidno preslikavanje f : [0;1] — X tako da je f(0) = {(0,0)} i f(1) =
K, jer je K unija konacno mnogo zatvorenih kugli. Tada je g := f *r
(1101}, T)-neprekidno preslikavanje tako da je g(0) = {(0,0)} i g(1) = K.
O

201. Neka su A i B proizvoljni skupovi, svaki od kojih ima po bar dva
elementa, tako da je AN B = @. Stavimo X := AUB, E; := A2U{(z,2) :
v € B}, By := B*U{(z,z) : * € A} i R := {F}, E»}. Ocigledno, FE i
E, su relacije ekvivalencije na skupu X i vazi £; N Ey = Ay. Uslov (FB)
ne vazi jer je Fy # Ax # F,. Ako je S C X proizvoljan i z € S, onda je
ili z € Aili € B; u prvom slucaju je Blz; Ey) = {z} C S, a u drugom
Blz; Ey) = {z} C S. Dakle Top,(R) = P(X). O

202. (1) Za S C X stavimo D :={z € S : JAec U (B[z; A) C S5)}.

Ako je x € int,(S) onda je zbog int,(S) € T prema definiciji topologije
7 za neko A € Y mora biti z € Blz; A) C int,(S) C S, paje x € D. Ovim
smo dokazali da je int,(S) C D.
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Da pokazemo sada D C int,(S) neka je € D proizvoljno. Imamo
Blz; A) C S za neko A € U. Neka je C' € U tako da je C2 C A. Pokazimo
da je Blz; C') C D.

Neka je y € Blz;C) proizvoljno. Ako je z € Bly;C) onda iz 2 C'y i
yCzslediz C?zpajexr Az tj. z € Bla; A) C S. Ovim smo dokazali da je
Bly;C) € S. A ovo znadi da je y € D. Kako je y € Blz; C) bilo proizvoljno
to sledi B[z;C) C D.

Kako je x € D bilo proizvoljno to smo upravo dokazali da je D € 7 pa
je zbog D C S'i D Cint,(95).

(2) Zbog x € Blx; A) C B[z; A) prema (1) sledi da je z € int, (Blz; A)).
(2) sledi iz te ¢injenice i definicije topologije Top, (). O

203. (1) Neka je M € U. Postoji neko N € U tako da je N® C M.
Neka je Ng := NN NL Jasno Ny € U, (No)™t = Ny i (No)® C M.
Da je cly(M) € U sledi neposredno iz U 5 M C cl\(M). Pokazimo da je
No C inty (M) iz cega ¢e slediti da je inty(M) € U.

Dakle neka je (x,y) € Ny proizvoljno. Imamo U := int, (B[z; Ny)) X
int, (Bly; No)) € A kao i (z,y) € U. Ako je (a,b) € U proizvoljno onda je
(z,a) € Ng = (No)“ti (y,b) € Ny, tj. (a,z) € Ny, (z,9) € Noi (y,b) € N,
pa je (a,b) € (Nog)® C M. Dakle (z,y) € U C M, pa je (z,y) € inty(M).
Ovim smo dokazali da je Ny C inty(M).

(2) Ako je M € U onda je prema (1) N := inty\(M) € U N A. Preslika-
vanje f: X? — X? definisano sa f(z,y) := (y,z) je (\, \)-homeomorfizam
(5to se trivijalno proverava) pa je zato N(=! = f~N € \. Otuda je Ny :=
NNNELeUnNivazi (Ng)! = Ny. Jasno, imamo Ny C inty(M) C M.

(3) Za proizvoljno M € U uocimo (kao u delu pod (1)) neko Ny € U tako
da je (Ng)=! = Ny i (Ng)® C M. Pokazimo da je cly(Ny) € M. Neka je
(a,b) € cl\(Ny). Imamo V' := int, (B[a; Ny)) x int (B[b; Ny)) € A pa postoji
neko (z,y) € VN Ny. (a,2) € Ny, (2,y) € Noi (b,y) € Ny = (No)™!, pa
je (a,b) € (Ng)® C M. Ovim smo dokazali da je cly(Ng) € M. Dalje, kako
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je f: X?* — X? definisano sa f(z,y) := (y,x) (\, A)-homeomorfizam, to
imamo (cly (No)) ! = f=ely(No) = cly (f = Np) = cly(Np). O

204. (1) Nekaje A C X. Za proizvoljno a € A imamo Bla; Ax) = {a} C A,
pa je A € Top,(U).

(2) Sledi direktno iz definicije topologije indukovane uniformnoscéu.

(3) Neka je 7 := Top,(U) i pretpostavimo najpre da je U Hausdorff-ova
uniformnost. Neka su a,b € X tako da je a # b. Kako je (a,b) ¢ Ax = (U
to je (a,b) ¢ R za neko R € U. Neka je Q € U takvo da Q? C R. Stavimo
U := int, (Bla;Q)) i V := int, (B [b;Q"')). Prema zadatku 202. pod (2)
jea € Uibe V. Kad bi postojalo neko ¢ € UNV, onda bi imali (a,c) € @
i (b,c) € Q1 tj. (a,¢) € Qi (c,b) € Q, pa bi bilo (a,b) € Q¥ C R, sto
nije tacno. Dakle mora da vazi UNV = .

Pretpostavimo sada da je 7 Hausdorff-ova topologija i neka je (a,b) €
X2\ Ax. Zbog a # b postoji neko R € U tako da je a € Bla; R) # b. Jasno
je da (a,b) ¢ RO NU.

(4) Ako je Ug uniformnost na skupu X, onda zbog E € Ug postoje neki
A, B € Uy tako da vazi A? C Fi B C E-l. Kakoje E C AN B to
je E2 C EiE C EC tj. EC C E. Ovo znaéi da je E tranzitivna i
simetricna relacija.

Obrnuto, ako je FE relacija ekvivalencije na skupu X, onda za svako
ABcUgvazii E?=ECA E=E-'C A-Yi EC An B. Ovo govori
da je Ug uniformnost na X.

Akoje FEC AC X x X ixe€ X, onda je Blz; E) C B[z; A). Zato ako
jex € S C X, ondaje 3A € Ug (B[z; A) C S) ekvivalentno sa B[z; E) C S,
obzirom da je E € Ug. Zato je S € Top,(Ug) ako i samo ako Vx €
S (Blz; E) € S). No Blx; E) = [z]g te je S € Top,(Ugr) ako i samo
ako Vo € S ([z]g C 9). O
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205. (1) Primetimo najpre da je x R.y ako i samo ako {z —y,y — 2} C
Q N (—o0;e). Kako su sve relacije R. za € € (0;+00) refleksivne, to treba
zapravo proveriti da li V zadovoljava uslove (FB), (U1) i (U2). Sve relacije
R. za € € (0;+00) su simetri¢ne tako da (U2) automatski vazi. (FB) vazi
jer je Rey N Rey = Ruinge,e0)-

Nekasuz,y,z € Rtakodajey R./p 212 Rejpx. Iz y—2 € QN(—00;¢/2)
iz—2x€QN(—o0;e/2)slediy—x € QN(—o0;¢), aiz z—y € QN(—o0;£/2)
iz —2zeQnN(—o0;¢e/2) sledi z —y € QN (—o0;¢). Dakle x R.y. Ovim je
dokazano (Ra/g)(2 C R.. Zato vazi (Ul).

(2) Sve relacije D, za a € R su simetricne i tranzitivne pa (Ul) i (U2) au-
tomatski vaze. (FB) sledi iz jednakosti Do, MDy, = Diax{ay,as} 28 a1, a2 € R,
koja se jednostavno proverava.

(3) Daje V, uniformnost na skupu X sledi iz zadatka 204. pod (4) i ¢injenice
da je E relacija ekvivalencije na skupu R Sto se lako proverava.

(4) Imamo (1/3,0),(0,1/2) € F dok je (1/3,1/2) ¢ E. Zato E nije relacija
ekvivalencije na skupu [0; 1] pa prema zadatku 204. pod (4) V, nije uni-
formnost. O

206. (1) Ako je z < a onda je B[z; D,) = {z} pa je zato {z} € Top,(V).

(2) Na osnovu zadatka 204. pod (4) imamo da za S C R vazi S € Top, (V)
ako i samo ako je S pravilan za F := Ax U {(z,—z) : « € R}. Lako se
proverava da je Ry = {{z,—z} : = € [0;+00)}. Ako je z € [0;+00)
proizvoljno, onda je {x, —x} pravilan za E i pritom je {z} = [0;+00) N
{z,—z} Ovo znaci da je [0;+o0) Top,(V)-diskretan podskup od R. Iz
[0;4+00) N A # @ za svako A € R/ sledi da je [0;+00) N UN # o za
svaki neprazan N C R/g. Ovo znaci da je [0; 4+00) Top,(V)-gust. 0

207. Da je Vg u-baza na X sledi iz jednakosti D, N D., = Diinfe, e01
(Da/g)(Q CD.i (DE)(_1 = D,, koje vaze za svako 1,9, € (0; 4+00).
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Jednakost Top, (V4) = Top,,(d) sledi iz toga §to vazi B[z; D.) = Ky[z; )
za svako € X i€ € (0;+00).

Da pokazemo da je V; C Top,,(d) x’ Top,,(d) = X neka je ¢ > 0
proizvoljan realan broj i (zg,y9) € R.. Tada je r := d(xg,y0) < € pa je
5= =T < 0. Stavimo W = Ka[zo;0) x Kg[zo;9). Jasno (xg,yo) €
W € X\ Ako je (a,b) € W onda iz d(a,xy) < ¢ i d(b,yo) < 9 sledi
d(a,b) < d(a,xo) + d(xo,y0) + d(yo,b) < 20 +1 < g, tj. (a,b) € R..
Dakle (xg,y0) € W C R.. Ovim smo dokazali da je V; C A.

d je metrika ako i samo ako V(a,b) € X?\ Ax d(a,b) > 0 ako i samo
ako V(a,b) € X?\ Ax e € (0;400) d(a,b) > € ako i samo ako V(a,b) €
X2\ Ax Je € (0;+00) (a,b) ¢ D, ako i samo ako Ax = (V4. No (V4 =
N Va),- D

208. Za svako € € (0;+00) je R. C R. := {(z,y) € R* : |z —y| < e}
Ako je V' :={R. : ¢ € (0;400)} onda prema zadatku 207. vazi Top, (V') =
Top,,(d) = pr gde je d euklidska metrika na R, pa je prema (2) iz zadatka
204. je pug = Top, (V') C Top,(V).

Kako je U := QnN(0; 1) ¢ ug skup koji je Top, (U)-otvoren (jer zax € U
ie:=min{z, 1 -2z} vazi Blz; R.) C U) to smo dokazali da je ug C Top, (V).

Ako je ~ kongruencija na grupi (R, +) koja odgovara podgrupi (Q, +),
onda je R = (JR,., pa kako je za svako z € R skup [z]. = z + Q prebrojiv
to R/ mora biti neprebrojiv (Stavise moéi kontinuum). R,. je celularna

familija. Ako je s € Rir € s+ Q, onda za proizvoljno € € (0; +00) vazi
Blr; R.) € s+ Q. Ovo znaci da je R, C Top, (V). O

209. Oznacimo sa d euklidsku metriku na skupu [0;1]. Da familija O
zadovoljava uslov (FB) je ocigledno, a da proverimo uslov (Ul) neka je
A € O. Sledi da za svako x € X postoji po g, € (0;+00) tako da je
A= U [Kd[x;sx)f. Kako je X = U Kg[z;e,) to na osnovu zadatka

reX zeX
144. postoji neko § € (0;+00) takvo da za svako u € X postoji neko

z € X tako da Ky[u;0) C Ky[z;e,). Stavimo B := U (K[ 5/4)}2. Jasno
zeX
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B € O. Da pokazemo da je B? C A neka su u,v,w € X tako da je
(w,v), (v,u) € B. Ovo znaéi da postoje neki z,y € X takvi da je {u,v} C
Kalz;6/4) i {w,v} C Kyly;0/4). Odatle je d(u,v) < d(z,u) + d(xz,v) < /2
i d(w,v) < d(y,w) + d(y,v) < §/2 pa je d(u,w) < d(u,v) + d(v,w) < .
Dakle {u,w} C Ky[u; ) pa za neko z € X vazi {u,w} C Ky[z;e,). Zato je
(u,w) € [Kalz; 533)]2 C A. Ovim smo dokazali da je B C A.

Da proverimo uslov (U2) neka je A € O. Kako je preslikavanje f : X —
X definisano sa f(z,y) := (y,x) (7 X' 7,7 x' 7)-homeomorfizam, onda je i
ACT = = A e 71 x' 7. Jasno Ay C ACL &to znaci da je AT € O.

Pokazimo da je A := Top,(O) C 7. Neka je S € Aixy € S proizvoljno.
Postoji neko A € O tako da je Blzg; A) C S. Kako je (zg,z9) € A€ 7 X' T
to postoji T-otvoren V' 3 xq tako da je {xo} x V C A. Dakle zp € V C
Blzg; A) € S. Kako je xy € S bilo proizvoljno ovim smo dokazali da je
Ser.

Neka je sada S € 7iixzg € S. Postoji ¢ € (0;400) tako da je
Kg[rg;e) C S. Prema zadatku 207. je R. := {(a,b) € X? : d(a,b) < e} €
7 x"7. Dakle R, € O i Blzg; R.) = Ky[zg;¢) € 5. Ovim smo dokazali da je
S e

Primetimo da nam za dokaz ove poslednje ¢injenice nije bila potrebna
metrizabilnost topologije 7 ve¢ samo ¢injenica da se radi o Ty topologiji.
Zaista ako zp € S € 7, onda je C := (X \ {x0})?US% € O ixy € Blxy;C) C
S, odakle vidimo da mora biti 7 C Top,(O).

Napomena 9. Ako je (X, 7) proizvoljan prostor i
O={ACXxX:AxCAerx'7}

onda je, obzirom da O zadovoljava uslov (FB), Top,(O) topologija na skupu
X; gore smo zapravo dokazali da je uvek Top,(O) C 7. Ako je 7 T
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topologija onda je Top,(O) = 7. Familija O ne mora uvek biti u-baza na
X; doduse jeste u-baza ako je 7 Hausdorff-ova parakompaktna topologija
— specijalno metrizabilna ili T3 Lindeldf-ova (gore smo zapravo dali dokaz
ove ¢injenice u sluc¢aju kompaktne metrizabilne topologije). a

210. Stavimo K := {(K,e) : K C R je kompaktan skup i € € (0;4+00)}.

(1) Da familija V zadovoljava uslov (FB) sledi iz D, Uk, min{ey,ea} © Dy N

Dg, «,, kad god je (K1,¢1), (K1,¢1) € K, obzirom da je tada i K7 U Ky kom-

paktan skup. (U2) sledi iz toga Sto su svi elementi familije V' simetri¢ne

relacije. (U1) sledi iz (D c2)? C Dg . za svako (K, ) € K. Zaista, neka su

g,h, f € X tako da je rq :=sup|g(t) —h(t)| <&/21irg —sup\h() f)] <
teK

e/2. Ako je ty € K proizvoljno, onda je |g(to) — f(to)| < ’g(to) h(to)] +
|h(to) — f(to)| < 11+ 12. Odavde sledi da je sup |g(t) — f(t)] < ri+re <e,
tek

tj' (f>g) € DK,E'

(2) Neka je f € X, (K,e) € Kih € B[f;Dk.). Tada je r := sup |h(t) —

tek
ft)] <e Zaey:= < ; " imamo Blh; Di,) € B[f; Dk.). Zaista ako je
g € Blh; Dk ,), onda kao u delu (1) dobijamo

sup [g(t) — f(1)] < sup|g(t) = h(t)] +-sup[h(t) = f(t)] <o+ 7 <e
teK teK teK

pa je g € Blf; Dk,).

(3) Pokazimo najpre da je B C Top,(V).
iU; € up za i = 1,k, i neka je f € Mlay, b, ..., a5 bi|Us, ..., Uy = W.
Za svako i = 1,k i x € f~[a;; by U; postoji po neko e,; € (0;+00)
tako da je ¥ € (v — 2,550 +2e,5) C Ui Zai = 1,k skap f~[a;; b je
kompaktan pa postoji po konacan F; C [~ [a;; b;] tako da je f~[ai; b C
U (x —ez;@ + €44). Neka je 0 := minfe,; : ¢ = 1,k, x € F;}. Tvrdimo

zeF;

B[f;DK’(;) Q W. Neka je g € B[f,DKﬁ), j € [1,]6] NNit e [aj;bj}.

Dakle neka je k € N, a;,0; € R

C
C
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Zbog f(t) € f~]a;;b5] C U (x — €45, + €,,;) postoji neko zy € F; tako
IEEF]'

da je f(t) € (o — €493 To + €a0,5)- Kako je |g(t) — f(t)] < & < €45 (Jer

zo € F;) to je g( ) € (T — 284,55 + 284,5) C U;. Ovim smo dokazali da je

g la;;b5] CU;j zasvako j =1,k tj. g € W.

Neka su sada dati f € X i S € Top,(V) tako da je f € S. Postoji
(K,e) € K tako da je f € B[f;Dg.) € S. Za svako t € K postoje
ai, by € R tako da je t € [a;b] i f7]ai;be] C (f(t) —e/4; f(t) +/4) (jer
R R). K je kompakt pa postoji nekom € Nity, ..., t,, € K tako da

je K C U(ati;bti)' Neka je A := Mlay,, bty ..., a4, b,
i=1
U, = (f(t;) —e/4; f(t;) +€/4) zai=1,m. Imamo f € A na osnovu izbora
brojeva a; i b; zat € K. Neka je g € Air € K. Postoji neko j € [1;m|NN
tako da je 7 € [ay;;by;] Sledi da je g(r) € (f(t;) —e/4; f(t;) +€/4). No
f(r) € (f(t;) — /4 f(t;) +¢/4) (zbog 1 € lay; bt]]) pa je |g(r) — £(r)| <
e/2. Kako je r € K bilo proizvoljno ovo znaci da je sup |g(t) — f(t)] < /2 <
tek

e, tj. g € B[f; Dke). Ovim smo dokazali da je f € A C B[f; Dk,.). Dakle
AeBifeACS. O

Ui, ..., Uyl gde je

211. (1) Neka su dati a,b,c € X i neka je ¢ > 0 proizvoljan realan broj.
Prema definiciji funkcije d postoje

k,leN, xo,...,Tr, Y05yt € X, S1,...,8k,T1,--.,71 € Ny

tako da je xg = a, xk—b Ti—1 Vs, mlzaZ—lk‘lyo—b Y= ¢, Yie1 Vo, Ui

zaz-llltakodaJersl < d(a,b) +512f7‘, < d(b,c) +¢e. Zato

i=1 i=1
l

k
je d(a,c) Z f(s:)+ Z f(r:) < d(a,b)+d(b,c)+ 2. Ovim smo dokazali

1=1

da je d(a,c) Z d(a,b) + d(b, c).

(2) Primetimo najpre da iz pretpostavki zadatka sledi i < j = V; C V] za
svako 7, € No. Zato ako je 7,5 € Ny, onda f(i) < f(j) = Vi C V41 (ovo
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je zato 8to f(i) < f(j) povlacii > j+1).

Ako je i € Ny i (a,b) € V;, onda uzimajuéi k = 1, xy = a, 21 = b
k
i sy = i imamo d(a,b) < Zf(sl) = f(i). Ovim smo dokazali da je
i=1
Vi € {(a,b) € X* : d(a,b) < f(i)}.
Pokazimo indukcijom po k € Nda ako jer € Nyiakosuxzg,...,xx € X
k
is1,...,8, € Ngtakodajew; Vi z;zai=1,k, onda Zf(si) < f(r) =

=1
xo Vy x. Ako su xq, 29 € X 1 s € Ny tako da je f(s) < f(r) i zo Vs 21, onda
je (xo,z1) € Vs C V,. Pretpostavimo sada da je tvrdenje ta¢no za neko

k € Ny i neka su xg,...,2x41 € X 151,...,5:+1 € Ny tako da je x;_1 V;, z;
k1
za i = 1,k +1inekaje Y f(s;) < f(r). Mora biti f(s1) < f(r+1) Vv
i=1
k+1

f(sk+1) < f(r+ 1) jer bi u suprotnom imali Zf(si) >2f(r+1) > f(r).
i=1
Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da je f(s;) < f(r+1). Neka je

m € NN [1; k] najvedi takav da je Z f(si) < f(r+1). Prema indukcijskoj
i=1

hipOteZi je Zo V;“-&-l L. f(sm—i-l) < f(?") pOVlaéi (xmaxm-i-l) € ‘/sm+1 g ‘/H-l'

Ako je m = k onda, obzirom da f(sky1) < f(r) povlaéi (z,, xk41) €

C Vyy1, imamo (zg, 2511) € (Voy1)? C (Vo1)® C V. Akoje m < k
m+1

onda je m+2 < k+11i (prema izboru broja m) vazi Z f(si) > f(r+1), pa
i=1

v

Sk+1

k+1
je Z f(si) < f(r)—f(r+1) < f(r+1). Prema indukcijskoj hipotezi ovo
1=m+2
znaci da je w01 Vi g dakle oo Vi Ty @ Vit Tier 1 i1 Vi T

pa je (zo, 2p41) € (Vor1)® C V.
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Ako je sada i € Ny i ako su a,b € X tako da je d(a,b) < f(i), onda

prema definiciji funkcije d postoje k € N, xg, ..., 2 € X 1 51,...,5 € Ny
k

tako da je 1o = a, xp = bia;_ Vi, 2, za i = 1,k i Zf(sz) < f(z). Na
i=1

osnovu onog $to smo upravo dokazali sledi (a,b) € V;. Ovim smo dokazali

da je {(a,b) € X? : d(a,b) < f(i)} C V.

(3) Ako je ﬂ Vi = Ax iako su a,b € X tako da je d(a,b) = 0, onda zbog
i€Np
(a,b) € {(u,v) € X* : d(u,v) < f(i)} CVi zasvakoi€N
mora biti (a,b) € ﬂ Vi=Ax,tj. a=0b.
1€Np

(4) Pretpostavimo da je lim; . f(i) = 0. Ako je a € X ie > 0 proizvol-
jan realan broj, onda uzimajuéi k = 1, a:o =2 =ais €N takvo da je

f(s1) < € imamo a 'V, a te i d(a,a) Zf ) = f(s1) < e. Ovim smo
dokazali da je d(a,a) = 0.
(5) Na osnovu (1) vazi d(z,y) < d(z, z)+d(z,y) zasvako x,y, z € X. Kako

je (Vi)"! =V} za svako i € N to imamo i da je d(x,y) = d(y,z) za svako
z,y € X. Zato vazi |d(z,z) — d(y, z)| < d(z,y) za svako z,y, z € X.

Stavimo 7 := Top,(U). Ako je (a1,b), (az, b)) € X?i¢e € (0;+00),
onda imamo

|d(a1,b1) — d(as, b2)| < [d(ar,b1) — d(ar, b2)| + |d(as, b2) — d(az, b))

S d(b17 bQ) + d((ll, a2)

Zbog lim; . f(7) = 0 postoji neko ¢ € N takvo da je 2f(i) < e. Kako je
Vi € {(u,v) € X% : d(u,v) < f(i)} to mora biti

(ag,by) € int, (Blay; V;)) x int, (Blby; V;)) = |d(a1,b1) — (a9, b)| < ¢
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a pritom znamo da je (a1,b;) € int, (Blay;V;)) x int, (B[by;V;)) € 7 X' 7
(videti zadatak 202. pod (2)). O

212. Dakle neka je (X,U) proizvoljan uniforman prostor, 7x := Top,(If)
i neka je x € X \ F, gde je F Tx-zatvoren skup. Postoji neko C' € U
tako da je ™! = C' i B[z;C) € X \ F (videti zadatak 203. pod (2)).
Neka je Ay := X2, A; := C. Na osnovu zadatka 203. pod (2) mozemo
dalje rekurzivno definisati 4; za i € N\ {1} tako da vazi (4;)"! = 4; i
(A;11)B C A; za svako i € N \ {1}. Neka je f(i) := % za i € Ny i neka je
d: X xX — [0;4+00) pseudometrika na X koja odgovara nizovima (A; : i €
Np) i f kao u zadatku 211. Znamo da je d (7x X' 7x)-neprekidna funkcija pa
je g : X — R definisana sa g(y) = d(x,y) Tx-neprekidna. Jasno g(x) = 0.
Ako y € F onda je (z,y) ¢ Ay pa zbog {(a,b) € X? : d(a,b) <1} C
sledi g(y) = d(z,y) > 1. Ovim smo dokazali da je 7x potpuno regularna
topologija. a

-----

(U2) sledi iz simetri¢nosti doti¢nih relacija, a (Ul) iz ocigledne ¢injenice
Dy, ) ¢c Dy, fue- Dakle F(7) je u-baza na skupu X.

Da pokazemo Top,(F(7)) C 7 neka je zp € S € Top,(F(7)). Tada
postoje ¢ € (0;4+00), k € N i 7-neprekidne f; : X — R za i = 1,k tako da
vazi

vy e X (mmfi(xo)—fi(yﬂ <e = yes)

i=1k

Za svako ¢ € NN [1; k], obzirom da je f; T-neprekidna funkcija, postoji
po T-otvoren V; 3 zy tako da je (f;)”Vi C (f(xo) —¢€; f(zo) — €). Stavimo
k
W = ﬂ V; € 7. Neka je y € W proizvoljno. Za svako i € NN [1; k] imamo
i=1
|fi(zo) — fily)| < e. Zato je y € S. Dakle zyp € W C S. Ovim smo dokazali
Top, (F(7)) € 7
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Pretpostavimo sada da je (X, 7) potpuno regularan prostor. Da pokaze-
mo 7 C Top,(F (7)) neka je g € U € 7. T je potpuno regularna topologija
pa postoji neko f : (X,7) — R tako da je f(xg) =01 f(y) = 1 za svako
y € X\ U. Dakle ako je y € X \ U, onda je |f(xo) — f(y)| = 1 pa je
(z0,y) ¢ Dyy. Ovo znaci da je Blzg; Dy,1) € U. Dakle U € Top,(F(7)).
Ovim smo dokazali da je 7 C Top, (F(7)).

Napomena 10. Neka je (X, 7) proizvoljan prostor, A := 7 x' 7, O(7) =
(MeX: Ax CM}i
M(T) =

{M € O(r) : postoje 4; € O(7) za i € N tako da je A; = M i
(Ai+1)(2 C A, za svako i € N}

O(7) ne mora biti u-baza na X ali je Top,(O(7)) uvek topologija na X i
vazi Top,(O(7)) C 7 (videti napomenu uz resenje zadatka 209.). S druge
strane jednostavno se proverava da je podfamilija M(7) familije O(7) uvek
u-baza na X. Ako je F(7) u-baza iz naseg zadatka, onda je F(7) C M(7):
zbog neprekidnosti funkcija fi,. .., fi lako je videti da je Dy, f.. € O(7)
pa koristedi ¢injenicu da je [D Pl frie /2} & C Dy, ... .. nije tesko dokazati da
foe € M(7). Zbog F(1) C M(7) C O(7) imamo da vazi

~~~~~

Top, (F()) € Top, (M(r)) C Top, (O()) € 7

(pri kraju ove napomene dokazacemo je zapravo Top, (F(7)) = Top, (M(71))).
Dakle, ako je 7 potpuno regularna topologija, onda iz naseg zadatka sledi da
je Top, (M(7)) = 7. Obrnuto, ako je Top, (M(7)) = 7 onda, obzirom da
je M(7) u-baza na skupu X, iz resenja zadatka 212. sledi da je 7 potpuno
regularna topologija. Ukratko

7 je potpuno regularna topologija ako i samo ako vazi Top, (M(7)) =7

Ukoliko je 7 proizvoljna, ne nuzno potpuno regularna topologija, stavi-
mo 75 := Top,(M(7)) i Ao := 7o X’ 7p; imamo 79 C 7 pa jei Ag C A\
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Pokazimo da ako je U proizvoljna uniformnost na skupu X koja indukuje
tu istu topologiju 7y (tj. takva da je Top,(U) = Top, (M(T)) = 1), onda
mora biti & C (M(7)) . Zaista ako je N € U onda, koriste¢i zadatak
203. pod (1) i uslov (Ul), nije tesko rekurzivno konstruisati niz A; € U
tako da je A; = N i [int,\O(AiH)](Q C inty,(A;) za svako i € N. Kako je
inty, (A;) €eUN X CUN N to je inty, (A4;) € O(7) za svako i € N. Zato je
inty,(A;) € M(7) te zbog inty,(A;) € N sledi N € (M(7))..

Specijalno, za datu potpuno regularnu topologiju 7 na skupu X uni-
formnost (M(7))  u-generisana u-bazom M(7) je najveca (preciznije: C-
najve¢a) uniformnost na skupu X koja indukuje 7. Nju nazivamo fina
uniformnost potpuno reqularne topologije T.

Ukoliko je 7 proizvoljna, ne nuzno potpuno regularna topologija, pokazi-
mo da vazi

Top, (F(7)) = Top, (M(7))

Iz Top, (M(7)) =: 10 C 7 sledi F(7y) C F(7) pa je Top, (F(m)) C

Top, (F(7)). No 7y je potpuno regularna topologija (jer je M(7) u-baza
na skupu X) pa prema nasem zadatku mora biti 79 = Top, (F(10)) C
Top, (F(7)) € Top, (M(7)) = 7. O

214. Za svako x € X postoji po U, € Ai P, € U tako da je B[z; P,) C U,, a
zatim i Q, € U tako da je (Q,)? C P,. Familija {int,(B[z;Q,)) : z € X}
je T-otvoren pokrivac jer je x € int, (B[x; Q$)) za svako x € X, pa postoji
neki konacan T' C X tako da je X = U Blz;Q.). Stavimo R := ﬂ Q. €

zeT €T

Uu.

Neka je (a,b) € R. Za neko zg € T je a € Blxo; Qup), tj- (20, a) € Qu-
Zbog (a,b) € R C Qg je sada (20,0) € (Qu)? C P,,. Dakle b €
Blzo; Psy) C Usy. 1z (20,0) € Quy € (Qu)? C Py, sledi a € Blag; Py,) C
Uy,- Dakle {a,b} C U,, € A.
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Napomena 11. Primetimo da tvrdenje ovog zadatka uopsStava ono iz za-
datka 144.

Napomena 12. Neka su M(7) 1 O(7) kao iz Napomene 10. Pretpostavimo
da je 7 = Top, () za neku uniformnost na X i da je 7 kompaktna topologija.
Nije tesko, koristeéi ovaj zadatak, videti da mora biti O(7) C U. Specijalno,
obzirom da je Topu((./\/l(T))u) = 7 jer je 7 potpuno regularna topologija
(videti zadatak 212.), odavde sledi da je O(1) C (M(7)),. Zato, obzirom
da je M(7) u-baza na X, za svako M € O(r) postoje A; € M(1) C O(1)
za i € N\ {1} tako da je (A3)2 C M i (Ai;1)? C A; za svako i € N\ {1},
te uzimajuéi A; := M € O(7), iz same definicije familije M(7) vidimo da
je M € M(7). Dakle mora biti O(1) C M(1).

Da rezimiramo: ako je (X, 7) kompaktan potpuno regularan prostor,
onda je O(1) = M(1), O(7) je u-baza na skupu X, Top, (O(1)) = 7 i
uniformnost (O(7)), je upravo fina unifomnost potpuno regularne topologije
T. -

215. (1) Neka je z € @G fiksirano. Preslikavanje g := ¢,Aidg, gde je
gz : G — G konstantno preslikavanje definisano sa g,(z) = x za svako z € G,
je (7, 7)-neprekidno kao dijagonalni proizvod (7, 7)-neprekidnih. Kako je po
pretpostavci f : G* — G definisano sa f(u,v) = uv (7 x’ 7,7)-neprekidno
preslikavanje, to je fog (7, 7)-neprekidno. No fog = [,. Na analogan nag¢in
se dokazuje da je i d, (7, 7)-neprekidno.

Kako je  u gornjem razmatranju bilo proizvoljno to sada iz (I,)~' =

l,-1 i (d,)™' = dy—1 zakljuujemo da su I, i d, (7,7)-homeomorfizmi za
svako z € G.

(2) Preslikavanje f : G — G definisano sa f(z) = z~! je po pretpostavci
(7, 7)-neprekidno, pa iz f o f = idg sledi da je f (7, 7)-homeomorfizam .
Otuda je (A)"D = f=(4) = f~A = (ALD).

Za x,y € G neka je s,, : G — G definisano sa s, ,(z) = zzy. Iz
Sey = ly ody, sledi da je s,, (7,7)-neprekidno preslikavanje. Kako su x

. e . . . -1
i ¥y u ovom razmatranju bili proizvoljni, a kako je (Sz,y) = Sp-1,-1, 1O
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zaklju¢ujemo da je s, (7, 7)-homeomorfizam za svako z,y € G. Otuda je
int(zAy) = int((s4,) " A) = (s4,5) " (Int(A)) = z - int(A) - y.

(3) Pokazimo da je {A € 7 : x € A} C {zy™'B : y € B € 7} za svako
r,y € G. Neka je A € 7 tako da je x € A. Tada je A = xy !B, gde je
B :=yxz 'A. Imamo B = yz 1A= (I,,-1)" A €7 (zbog A € 7, prema delu
pod (1)) iy € yz~'A (zbog z € A).

Pokazimo sada da je {zy'B : ye Ber} C{Aer : 2z € A} za
svako z,y € G. Neka je B € T tako da je y € B. Prema upravo dokazanom
je B=1yx 'A zaneko A € 7 tako da je x € A. Otuda je xy ' B = A.

(4) Neka je f: G" — G definisano sa f(z1,...,2,) = @1 ... Tp. (7,7)-
neprekidnost mnozenja u grupi G nam omoguéava da (jednostavnom in-
dukcij kljucimo da j X x! - kid lika-
ukcijom po n) zaklju¢imo da je f (7 7, T)-neprekidno preslika
n puta
vanje. Zato kako je f(e,...,¢) = ¢ to postoje W; € 71, za i = 1,n,
——

n puta

takvi da je ¢ € ﬂWl i tako da vazi f~(Wy x --- x W,) C U. Stavimo

=1

n n -1
Vo= (ﬂW) N (ﬂw) CJasno V =VEY Veriece V. Zbog
=1 =1

V C W, zasvakoi = 1,n imamo V™ = f=(V") C f~(Wy x---xW,) CU.
Naravno V C V() zbog e € V. O

216. Pokazimo najpre da je A C (N{AU : U € B}. Neka je 2 € A i neka
je U € B proizvoljno. Kako je ¢ € U to postoji V € 7 tako da jee € V' i
V =VED CU (recimo V =UNUY). Zbog 2 € A mora da postoji neko
a€ AN (zV). Imamo x € aV(™Y =aV C aU C AU.

Pokazimo sada da je (J{AU : U € B} C A. Neka je z € N{AU :
U € B} i O € 7 proizvoljno tako da je z € O'. Imamo O' = xO za neki
otvoren O 3 e. Postoji V. = VY € 7 tako daje e € V C O, a kako
je B lokalna baza u tacki ¢, i neko U € B takvo da je U C V. Prema
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pretpostavci je x € AU C AV, pa je x € aV za neko a € A. Otuda je
a€zVi) =2V C20=0" paje ANO # 2.

Dakle dokazali smo da je A = N{AU : U € B}. Jednakost A =
(W{UA : U € B} se dokazuje potpuno analogno. 0

217. (1) Neka su x € G i otvoren U > z proizvoljni. Tada je x7'U >
otvoren skup pa postoji otvoren V 3 ¢ takav da je V® C z7'U. Prema
zadatku 216. imamo da je V C V@, Dakle V je otvoren skup takav da
e € V CV Ca'U. Zato je 2V otvoren skup takav da z € 2V C zV =
2V CU.

(2)_Neka je A otvoren skup zatvoren za operaciju “-”. Prema zadatku 216.

je A C A®_ No prema pretpostavci je A® C A. Zakljuéujemo da je skup

A zatvoren. O
+o0

218. Stavimo H := U A™ i pokazimo da je H otvorena podgrupa.
n=1
Neka je x € H. Tada postoje n € N1i ay,...,a, € A tako da je z =
ap-...-an. lze €int(A) slediay-...-a, € ay-...-apint(A) = int(a;-...-a,A),

tj. z € int(ay - ... - a,A) Cint(ACPTY) C int(H). Dakle H € 7.
Neka su sada x,y € H. Tada postoje n,m € Niay,...,a,,b1,...,b, €
Atakodajex=ay-...-ap,iy=0bi-...-b,. Otudajeay t=a;-... -a,-

(b))t (b))t € A Her je ACY = A. Dakle H je podgrupa.

Prema zadatku 217. pod (2) sledi da je H otvoreno-zatvoren skup. On
je neprazan jer ¢ € int(A) C A C H. Kako je 7 povezana topologija ovo
znaci da je H = G. O

219. Jasno je da (4) = (3) = (2) = (1). (1) = (4) sledi iz zadatka 217.
pod (1) i ¢injenice da svaki Ty regularan prostor mora biti Ty, pa samim
tim i T3. Zaista neka su z,y € G i x # y. Ako je prostor (G,7) Ty onda
postoje u,v € G tako da je {x,y} = {u,v} 1 U € 7 tako da vazi u € U % v.
No (G, 7) je regularan pa za neki V € 7 mora bitiuw € V C V C U. No
tada su Vi G\ V otvoreni i medusobno disjunktni skupovi i imamo u € V
ive G\UCG\V.
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Implikacija (2) = (5) vazi u bilo kom topoloskom prostoru bio on
sa kompatibilnom strukturom grupe ili ne. Da se uverimo u istinitost
implikacije (5) = (2) iskoristimo ¢injenicu da je (G, 7) homogen topoloski
prostor, tj. za svako x,y € G postoji neki (7, 7)-homeomorfizam h : G — G
tako da je h(x) = y (preslikavanje [,,-1 iz zadatka 215. pod (1) je jedan
takav (7, 7)-homeomorfizam). Pretpostavimo dakle da je (X, A) homogen
topoloski prostor i zy € X takvo daje ({U € A : o € U} = {x¢}. Neka su
a,b € X tako da je a # b ineka je h: X — X (A, \)-homeomorfizam tako
da je h(a) = xo. Tada je h(b) # h(a) = xo pa prema pretpostavci postoji
neko U € ) tako da je 7o € U Z h(b). Tada je a = h™(zg) € (h™1)"U Z b
i pritom je (h™1)"U € \. O

220. (1) Neka su z,y € H. Tada je (2,9) € clyw,(H x H). Kako je
funkcija f : G* — G definisana sa f(u,v) = uwv™! (7 x’ 7, 7)-neprekidna to
je f(z,y) €cl(H x H), tj. xy~t € H- H-Y = H, jer je (H,e,-) podgrupa
grupe G.

(2) Neka je (H,e,-) normalna podgrupa grupe G i a € G. Preslikavanje
f: G — G definisano sa f(z) = aza™! je (7, 7)-homeomorfizam pa je zato

aHa ' = f~(H)=f"H =aHa ' = H. O

221. Kako je C' T-povezan skup to je C' x C' 7 x’ 7-povezan skup. Funkcija
f : G?* — G definisana sa f(u,v) = uwv™! je po pretpostavci (7 x’ 7, 7)-
neprekidna pa je C - CY = f=(C x C) 7-povezan skup. Kako je ¢ €
C-OVi0C=U{SCG:cecSiSjer— povezan} to odatle sledi da
je C-CEY C €. Ovim smo dokazali da je (C,e,-) podgrupa grupe G.
Preostaje da pokazemo da je normalna.

Neka je a € G proizvoljno. Funkcija g : G — G definisana sa g(z) =
ara~! je (1, 7)-neprekidna, a C' T-povezan skup pa je aCa~! = g~ C takode
T-povezan. 1z ¢ € aCa~! sada sledi da je aCa™! C C. O

222. (1) Za svako a € G stavimo M, := {x € G : ar = xa}; funkcija
f: G — G definisana sa f(z) = aza™'x~! je (7, 7)-neprekidna, a skup {e}
zatvoren (jer je (G, 1) Ty prostor) paiz M, ={z € G : f(z) =} = f~{c}
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sledi da je M, zatvoren. Kako je {x € G : ax = za za svako a € G} =
(M, : a € G} tvrdenje pod (1) sledi.

(2) Prema pretpostavci je S x S C g~ {e}, gde je g : G* — G definisana sa
f(u,v) = voutv~t. Kako je S 7-gust to je S x S 7 x’ 7-gust skup. ¢ je
(1 x’ 7, 7)-neprekidna funkcija, a {¢} 7-zatvoren skup pa jei g~ {e} 7 x' 7-
zatvoren skup. Otuda je G X G = cl (S x S) C g {e}, tj. xyzty™!

= ¢
za svako x,y € G. O

223. Neka sua € HiU € 7 takvida je UNH = {a}. Akojeb € H
proizvoljno onda je (ba='U) N (ba™'H) = ba"'{a} tj. (ba™*U)NH = {b} i
pritom je ba='U € 7. 0

224. Neka je a € H proizvoljno. Funkcija f : G — G definisana sa f(z) =
ara~'z~! je (1, 7)-neprekidna, a {¢} zatvoren skup pa je M, := {x € G :

ara~'z™! = ¢} = f~{e} zatvoren skup. Pokazimo da je M, i otvoren skup.

Neka je x € M, proizvoljno. Neka je U > ¢ otvoren skup takav da je
UNH = {¢} (ovakav skup postoji jer je ¢ € H, a H diskretan podskup).
Iz f(x) = e € U € 71 (1, 7)-neprekidnosti funkcije f sledi da postoji neki
otvoren V' 3 x tako da je f~V C U. Pokazimo da je V C M,. Neka
je y € V proizvoljno. Po pretpostavci je yHy ! = H - H = H, pa zbog
a”! € H' = H sledi da je f(y) = a(ya~'y™') € H. No prema izboru
skupa V' mora biti f(y) € U pa je zato f(y) € HNU = {¢}, tj. y € M,.

Kako je M, > e neprazan otvoreno-zatvoren skup, a (G,7) povezan
prostor to mora biti M, = G, tj. axr = za za svako x € G. O

225. Pokazimo da je D¢ otvoren skup. Neka je z € D¢ proizvoljno. Kako je
¢ € D to po pretpostavci postoji neki otvoren V' takav da je DNV = {e}.
Funkcija f : G* — G definisana sa f(u,v) = uv™! je (7 x’ 7, 7)-neprekidna
ivazi f(z,z) = e € V € 7 pa za neke otvorene U; 5 x i Uy 5 x mora biti
Uy - (Uy)TY = f= (U x Uy) CV. Za U := U NUs imamo U - UY C V.

Ako je a;,as € DN U onda mora biti ay(ax)™ € DNV = {¢}, tj.
a; = ag. Ovoznacida jeii DNU =@ ili DNU = {a} zanekoa € D. U
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svakom slucaju je skup W := U\ D = U N (U N D) otvoren (jer je (G, )
T, prostor pa su singltoni zatvoreni) i naravno vazi x € W C D°. O

226. Implikacije (1)=-(2) i (3)=-(1) su ocigledne. Da pokazemo (2)=-(3)
pretpostavimo da je f (71, 72)-neprekidno u nekoj tacki a € G7 i neka je
b € GG; proizvoljno. Dokaza¢emo da f mora biti (71, 72)-neprekidno i u tacki
b.

Neka je U 3 f(b) proizvoljan mo-otvoren skup. Imamo f(a) € f(a) ®
f(b)™' ®U € 1, te po pretpostavci postoji neki 7y-otvoren V' 3 a tako da je
TV Cfla)ofb)eU. Imamobeb-a~'-V =W € 7. Pokazimo da je
f~W CU. Neka je x € W proizvoljno. Tada jex = b-a~!-vzanekov € V
paimamo f(z) = f(b)O f(a)' @ f(v) € f(B)Of(a) O (fla)Of(b)~'OU) =
U. O

227. (1) Neka su preslikavanja g : X x X — X i f: X — X definisana sa
gla,b) =a+0bi f(a) = —a. Zasvako ly,ly € Z ik € Z\ {0} vazi

g L +EZ)x (b +kZ)]) Clhi+b+kZ i [f~(I4+kZ)=-1+kL

Kako je za svako [ € Z familija {{+kZ : k € Z\{0}} lokalna baza topologije
7 u tacki [ (Sto se neposredno proverava), ovo znaci da je preslikavanje g
(7 x’ T, 7)-neprekidno, a preslikavanje f (7, 7)-neprekidno.

(2) Neka je f : X — X definisano sa f(x) = —z. Imamo [0;1) € 7 dok
f710;1) = (—1;0] ¢ 7. Dakle f nije (7, 7)-neprekidno preslikavanje. O

228. (1) (X, 7) je Ty prostor koji nije Ty prostor (videti zadatak 219.).

(2) Ako je n € N imamo {1/n} € 7. S druge strane je {0} ¢ 7. Prostor
dakle nije homogen (videti resenje zadatka 219.). a

229.7Za C, D CNin,meN, gde n <m, imamo

g, CN[L;n]

# DNl
m,D), CN[lin]#D =

V(n,C)NV(m,D) = { V( 1)
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Dakle B := {V(n,S) : n € N, S C N} je baza topologije 7.

Kako je svaki element nase grupe sam sebi inverzan (reda je 2) to da
pokazemo da je (X, A, 7) topoloska grupa treba proveriti da je preslika-
vanje h : X? — X definisano sa h(A, B) := AAB za A,B € X (7 X' 1,7)-
neprekidno. No ako su A, B,C C Nin € N tako da je AAB € V(n,(C),
onda je lako videti da je AyAB; € V(n,C) za svako (Ay, By) € V(n, A) x
V(n, B), tj. k= (V(n, A) x V(n, B)) C V(n,C).

Da je 7 kompaktna topologija dokaza¢emo “indirektno”. Uocimo pre-
slikavanje f : P(N) — N{0,1} =: Y definisano sa f(A4)(i) = 0 ako i ¢ A
odnosno f(A)(i) =1lakoi € A,za A CNiie N, tj. f(A) jekarakteristicna
funkcija skupa A u odnosu na skup N. Preslikavanje f je bijekcija na skup
Y injen inverz g := f' : Y — X je dat sa g(a) = a= {1} zaa € Y.
A =[] yP({0,1}) je kompaktna Hausdorff-ova topologija, kao proizvod
kompaktnih Hausdorff-ovih. Dokaza¢emo da je f (7, A\)-homeomorfizam,

Sto ¢e znaciti da je i 7 kompaktna Hausdorff-ova topologija.

Ako jen € Nis € {0,1}", onda imamo ¢~ [s)(o13 = {AC N : AN
[1;n] = s {1}} =V (n,s {1}). S druge strane ako jen € NiC' C N, onda
je fA(V(n,C)) = [s)g0,1y gde je s := f(C)N([1;n] x {0,1}), tj. s € {0,1}"
je definisano sa s(i) = 1 ako ¢ € C odnosno s(i) = 0 ako i ¢ C, za
i€ NN[1;n)].

Kako familija skupova [s){01} za s € {0,1}<* predstavlja bazu za
topologije A, a familija B je baza za topologiju 7, to smo upravo dokazali
da je f (1, A)-otvoreno, a g (A, 7)-otvoreno preslikavanje.

Napomena 13. Primetimo da je f istovremeno i izomorfizam grupa
(P(N)), A)i (N{0,1},®,), gde je za a,b € "{0,1} niz (a ®, b) € ¥{0,1} do-
bijen pokoordinatnim sabiranjem po modulu 2 nizova a i b, tj. (a®,b)(n) =
a(n) +, b(n) za n € N. Dakle f je topoloski izomorfizam topoloskih grupa
(X, A, 7)1 (Y, @,, ). =

230. Neka je (H,+) zatvorena podgrupa topoloske grupe (R, +, ug) tako
daje {0} C H CR.



245

Pokazimo da ne moze biti 0 € H \ {0}. Pretpostavimo suprotno, t;j.
neka za svako n € N postoji po b, € HN(—1/n;1/n)\{0}. Za a, := |b,| vazi
a, € HN(0;1/n). Skup S := {ka, : n € N, k € Z} C H je gust. Zaista,
ako su u < v proizvoljni realni brojevi i ako je n € N tako da je 1/n < v—u,
a k € Z najvece takvo da je ka, < u, onda mora biti v < (k + 1)a, < v,
jer bi (k + 1)a, < u protivurecilo izboru broja k, dok bi iz v < (k + 1)a,
sledilo a,, = (k4 1)a, — ka, >v—u>1/n. Zatoje R=S5 C H C R, pa je
H = H = R, suprotno pretpostavci.

Dakle mora biti 0 ¢ H \ {0}. Kako H ima izolovanu tacku to H mora
biti diskretan skup (videti zadatak 223.). Zbog H # {0} je HN(0; +00) # @
((H,+) je podgrupa). Neka je a := inf[H N (0;+00)]. Zbog 0 ¢ H \ {0} je
0 < a, azbog H=H je a € H. Kad bi postojali neki k € Z i h € H takvi
daje ka < h < (k+1)a, onda bi imali 0 < h—ka < aih—ka € H, sto nije
moguce prema izboru broja a. Zato je HN (R \ Za) = @. Naravno Za C H
pa je zapravo H = Za. O

231. Pretpostavimo da je H C S beskonacan tako da je (H,-) podgrupa
grupe (S,-). Neka je d euklidska metrika na R? i neka je f : R — S
definisano sa f(z) := (cosz,sinx) = é* zax € R. Primetimo daza xz,y € R
vazi f(x +vy) = f(z)- f(y), kao i da ako je § < 1/4 proizvoljan realan broj,
onda imamo f~(x — §;x +0) = SNKy[f(z);2sin(5/2)).

Neka su a € S irealan broj e > 0 proizvoljni. H je beskonac¢an podskup
pre-kompaktnog skupa S C R? pa postoji neka pge-tacka nagomilavanja
zo € S skupa H. Naravno ug2 je T; topologija pa u svakoj pgz-okolini
tacke zp postoji beskona¢no mnogo tacaka skupa H.

Uoc¢imo proizvoljno ¢y € R tako da je f(co) = zo 1 realan broj ¢ €
(0;1/8) takav da je 2sind < e. Postoje 21,29 € H N Ky[z0;25sin(6/2)) tako
da je z; # 25, te postoje i ¢1,¢o € (co — 0;¢9 + 0) tako da je f(ey) = 2z i

f(ca) = 2. Naravno mora biti ¢; # . Tada je f(c; — ca) = A c Hi
Z2

flea —c1) = 2 € H. Neka jer € {c; — co,c0 — 1} takav dajer > 0 i
21
stavimo h := f(r) € H. Jasno r < 20.

Uocimo sada proizvoljno ¢ € R tako da je f(t) = a i neka je k € Z

najveci ceo broj za koji vazi kr < t. Tada je 0 <t —kr < r < 20 pa je
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(zbog 26 < 1/4) f(kr) € f~(t —25;t +25) C Ky[f(t);2sind), tj. d(a,h) =
d(f(t), f(kr)) <2sind < e. O

232. (1) f~ G je kompaktan podskup od R, pa je ograni¢en. Kad bi bilo
f(x) =:r#0zaneko x € G, onda bi {kr : k € Z} = {f(2*) : k € Z} bio
neogranic¢en podskup od f~ G - kontradikcija.

(2) Neka je z € S beskonacnog reda i stavimo a := f(z). Ako je k € N
tako da je a* = ¢, gde je e jedinicni element grupe G, onda za svako m € Z
imamo f(2™*) = ¢, pa je {z™ : m € Z} beskonacan (z je beskonacnog
reda) podskup od f~{¢}. Dakle f~{e¢} je beskonacan i pug-zatvoren skup (7
je Ty topologija), i (f“{e}, 1, ) je podgrupa od (S, 1,-), te £ {e} mora biti
ps-gust skup (videti zadatak 231.). Kako je on pug-zatvoren, to zakljuéujemo
daje f~{e} =5, tj. f je trivijalan homomorfizam. O

233. (1) Neka su o, € X, € Nizy,...,z,01,...,yx € A tako da je
aofBteVizy,...,xlyr, .., yx] = W. Imamo

aelU =V 2),....87 @) |y1. - - vl

BeV =V xy),...,8 aw) |z, ..., 2

Pokazimo da je wov™! € W za svako (u,v) € U x V. Dakle neka
(u,v) € U x V. Ako je i € [1;k] NN onda imamo v(87(z;)) = x; pa je
v () = B7Hx;) paje zato (wov™h) (z) = u (v Hzy)) = u (87 wy)) = i
Ovo znaéi da je uv™' € W.

(2) Neka je (H,id,o) normalna podgrupa od (X,id4, o) i neka su dati
keN, z,...,25,91,..., yp € A tako da je V]xy,...,zx|t1,. .,y # 2.
Ovoznacidajei # j = x; # x;, kaoii # j = y; # y; (setimo se su elementi
skupa X bijekcije). Treba dokazati da je V[zy,...,xk|lys, ...,y N H # 2.

(I) Pokazimo najpre da je ovo tacno kad god je x; # y; za i = 1,k. U
tom cilju ¢emo prvo na¢i neko h € H i r; € A za i = 1,2k tako da je
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i # j = r; #r;itako da h(rg_y) = ry za i = 1,k. Uotimo proizvoljno
ge H\{ida} # 2.

Pretpostavimo prvo da je skup S := {a € A : g(a) # a} beskonacan.
Za proizvoljan konacan F' C A mora da postoji neko a € S\ (FUg™F);
za ovo a oCigledno vazi {a,g(a)} N F = @ kao i g(a) # a. Koriste¢i ovu
¢injenicu jednostavno je rekurzivno definisati injektivan niz (r; : i € N)
tako da je g(rg;_1) = ro; za svako i € N,

Neka je sada S konacan skup. Kako je g # id4 to postoji ap € A
tako da je a; := g(ag) # ao. Uocimo u;,v; € A\ S za i = 1,k tako da
i A= uFu, i FE = A, i A vjzaidj =1k Zai=1k neka
je fi € X definisano sa fi(u;) = ao, fi(ao) = wi, fi(vi) = ay, fi(ar) = v; i
fla) =azaa € A\{u;,v;, a9, a1}. Lako je videti da ((f;) " ogo fi)(w;) = v,
kao i da ako i # j onda ((fi) ™ ogo f;)(u;) =u;i ((fi)Fogo fi)(v;) = ;.

Zato za

h = ((fk)_logofk) 0---0 ((fQ)_logon) o ((fl)_logofl)

vazi h(u;) = v; i = 1, k. Kako je (H,id, o) normalna podgrupa to je h € H.
Sada mozemo uzeti ro;_1 1= u; 1 ro; 1= v;.

Nakon sto smo nasli ovakve h € H ir; € A za i = 1,k, uotimo
proizvoljno
Y € V[T1, Y1, T2, Y2 -+ Tk, Ykl|T1, 72, 73, Ty Dok 1, T2k
Ovo je mogucée uraditi jer je po pretpostavci skup {z1,..., 2k, y1,...,yx} sa

2k elemenata. Lako je videti da za hg := v lohoy e H vazi hy(x;) = y;
za1=1,k.

(IT) Ako su {z1,...,z} € Ai{ys,...,yx} C A proizvoljni skupovi sa po
k elemenata (gde sada moze da bude i z; = y; za neko i), onda izaberimo
proizvoljan skup {z1,...,2} € A sa k elemenata koji je disjunktan sa
skupom {z1,...,zk, Y1, .., Yr}. Prema onom $to smo dokazali mozemo naci
neke hy € Vizy,...,xglz1,...,2k) N H 1 he € V[zp,..., z6lvn, - ue] N H.
Ocigledno je hoo hy € V]xy, ..., xk|y1, ..., ye] N H. O
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234. (1) Kako je m prirodna projekcija indukovana sa ~py to znamo da je
(7, A)-koli¢nicko, pa tim pre i (7, A)-neprekidno preslikavanje. Da pokazemo
da je m (7, A)-otvoreno neka je U € 7 proizvoljno. Znamo da je 7= U €
A <= 7 (rU) € 7. Dalje imamo

m (mU) =7 {[z)ey 2 €Uy = Ity = J2H=U-H=

zeU zelU

jer je Ux € T za svako = € G.

(2) Neka je f : Gu, X G)u, — G, definisano sa f(u,v) = ww™' za

(u,v) € Gjup, X Gyu,,. Kako je p: G — G/, (7,A)-neprekidno i (7, A)-
otvoreno preslikavanje to je p®@p : G X G = G, X Gy, (T X' 7, X X" X)-
neprekidno i (7 x’ 7, A X’ X)-otvoreno. p ® p je ocigledno preslikavanje na
skup G/, pa je zato (7 x' 7, A x’" X)-kolicnicko. Otuda ¢e f biti (A x" A, X)
neprekidno ako i samo ako je h := f o (p® p) (7, A\)-neprekidno. No ako su

v,y € G onda je h(z,y) = [w]/my - (W/nn) = [y jmy = (P o 9)(2.y),
gde je g : G x G — G definisano sa g(a,b) := ab™! za a,b € G. Dakle
h = gopitvrdenje pod (2) neposredno sledi. O

235. Neka je funkcija f : R — S definisana sa f(x) = (cos(27x), sin(27x))
za svako x € R. Lako je videti da se kongruencija ~ poklapa sa ker(f).

f je (ur, ps)-neprekidno ako i samo ako je (ug, pgr2)-neprekidno ako i
samo ako su oba preslikavanja p; o f 1 py o f (ug, ur)-neprekidna, gde je za
i =1,2 p; : R? = R odgovarajuca projekcija definisana sa p;(ai, as) = a;, a
ovo poslednje jeste tacno jer je (p1of)(x) = cos(2mx) i (p2o f)(z) = sin(27z)
za z € R.

Ako jez € R1i0 < 6 < 1/4 proizvoljan realan broj, onda imamo
[T (x=6;240) = SNKy[f(z);2sin(md)) € ug gde je d euklidska metrika na
R2. Dakle f je (ur, js)-otvoreno. Kako je jos f preslikavanje na skup S to
je f (pm, pus)-kolicnicko. Otuda je fo : Rjer(y) — S (Factor(pur, ker(f)), ps)-
homeomorfizam. Da je f, izomorfizam grupa (R/ker(f),Z,+) i (S,1,-) di-
rektno sledi iz ¢injenice da je f epimomorfizam iz grupe (R, 0, +) na grupu
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. zaista, ako je 7 € R, onda imamo f(z+y) = e27@+v)i = e2mei.a2myi —

)
- f(y).

O

236. Stavimo X := {1-"PR. Neka je za i, € NN [1;n] p; : X — R
projekcija definisana sa p; j(A) = A(7,7) za svako A € X. Stavimo \ :=
Hse{1 77777 2 Hr. Sva preslikavanja iz skupa S := {p;; : i,j € NN [L;n[}
u (A, pr)-neprekidna. Zato su i sva preslikavanja iz skupa S; := {f; -
fr » k€Nif; € Szai=1k} () ug)neprekidna pa su takva i sva
preslikavanja iz skupa det,, € Sy := {a;fi+ - Fapfr : k€NIi f; € 51, o; €

R zai=1,k}. Otuda je f:=det, | M : (M,7) — (R\ {0}, umf0}) P2 je
(M, 1) = (R\ {0}, tmiqoy)-

Preslikavanje g : X x X — X definisano sa g(A,B) = A- B je (A x’
A, A)-neprekidno ako i samo ako je za svako i,7 € NN [1;n] kompozicija
pijog: X xX = R (Xx"A ug)-neprekidna. Akosum : X x X — X

\Il—ﬂ

i1 X x X = X definisane sa m;(ay,ay) == a; za i = 1,2, onda je
Dijog = Z(pzk om) - (pr;om) € C(A X" A\ ur) paje g € C(A x" A\, \).
k=1

Zato (i zbog g~ (M x M) C M) je restrikcija preslikavanja g na skup M x
M (relprxpr(A X" A), 7)-neprekidno preslikavanje, i pritom je kao $to znamo
relprsar (A X' A) =rely (A) X rely (N) =7 %' 7.

Preostaje da pokazemo da je h : M — M definisano sa h(A) := A~}
(7, 7)-neprekidno. Neka je m : R x X — X klasicno mnozenje matrica
realnim brojevima. Ako suv; : Rx X — Rivy : Rx X — X defi-
nisane sa m;(ay,as) == a; za i = 1,2, onda za i,5 € NN [l;n] imamo
pijom =uvy-(pijoure) tojem (ug X" A\, A)-neprekidno preslikavanje. Neka
je Adj: X — X tako da je za A € X Adj(A) adjungovana matrica matrice
A. Jasno je da p;; o Adj € Sy pa je Adj (A, A)-neprekidno preslikavanje.
Zato je Adj,:= Adj | M : M — M (1, 7)-neprekidno preslikavanje. Imamo
pijoh=mo (%AAdjo) za svako i, j € NN [1;n], paje h (7, 7)-neprekidno.

Ovim smo dokazali (1).

Da pokazemo (2) neka je A € M. Primetimo da je M = (det,,) (R
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{0}) A-otvoren skup pa postoji neko dy € (0;+00) tako da za svako C' € X
iz max |C(i,j) — A(i,5)| < do sledi C' € M. Neka je ¢ € (0;d) proizvoljno

1,j=1,n

i

U:= {C €M : max |C(i,j) — A4, )| < 5}
ij=Tn

Stavimo a := det,(A) = f(A). Za s = 1,n neka je B, € X definisano sa
Bs(i,7) = A(i,7) ako j # n, Bs(i,n) = 0 ako i # s i Bs(s,n) = 1. Kako je
f(A) # 0 to postoji neko ig € NN [1;n] tako da je r := f(B;,) # 0.

— € (—0;9).
Imamo C := A+¢-E,;, € U, gde je E € X definisano sa E;, ,(i,j) =0

ako (i,7) # (ig,n) odnosno Ej, ,(ig,n) = 1,1 f(C) = f(A) +¢- f(BZ-O)_
a+ er = x. Ovim smo dokazali da je f~U D (f(A) —rd; f(A) + 19).

Tr —a

Neka je x € (a — rd;a + rd) proizvoljno. Tada je ¢ :=

Iz gore izlozenog vidimo da je f 7-otvoreno preslikavanje. Kako je
ono jo$ i 7-neprekidno na skup R\ {0}, to je ono (7', MR\{O})—koliéniéko,
pa je fo i Mpuey — R\ {0} (Factor(r, ker(f)), pu\ fo})-homeomorfizam.
f je homomorfizam grupa (M,-) i (R\ {0},-) (ovo je poznata ¢injenica)
pa je ker(f) =~p, a fo : M,., — R\ {0} izomorfizam grupa (M., ) i
(R\ {0},-). Dakle f, je jedan topoloski izomorfizam kakav se trazi. O

237. Neka je ¢ neutral grupe (G,-). Za 7-otvoren V 3 e stavimo Dy =
{(z,y) € G* : y € 2V} C G?% jasno, Ag C Va. Neka je D := {S C
G? : Dy C S za neki 7 — otvoren V' 3 ¢}. Tvrdenje zadatka ¢e neposredno
slediti iz zadatka 212. ukoliko dokazemo da je D uniformnost na skupu G i
to takva da je Top,(D) = 7.

Dokazujemo da je D uniformnost na skupu G. Neka su 5,5y € D.
Tada postoje 7-otvoreni Vi > ¢ i Vo 3 ¢ tako da je Dy, C .S, za ¢ = 1,2.

Imamo ¢ € Vi NVy € 7 pa iz Dy,ny, = Dy, N Dy, C 51 NSy sledi
S1 NSy € D. Dalje, znamo da postoji neki 7-otvoren U 3 e za koji je
UY C Vi, Ako je (z,y) € Dy, tj. y € U, onda je x € yU™Y C yl,
tj. (y,z) € Dy, C S; odnosno (z,y) € (S;)"1. Dakle Dy C (S;)L.
Dalje, znamo da postoji neki 7-otvoren W 3 ¢ za koji je W C V;. Ako
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(z,y) € (Dw)? onda postoje z € G i wy,wy € W tako da je z = zwy,
y = 2wy, pa je y = zwiwy € aW®P C 2Vi, tj. (z,y) € Dy, C S;. Dakle
Dy € Di (Dy)? C Sy.

Pokazimo sada da je A := Top,(D) = 7. Primetimo da za svaki 7-
otvoren V' 3 ¢ i svako a € G vazi Bla; Dy) = aV o 7. Odatle i iz definicije
topologije A direktno sledi A C 7. S druge strane neka je U € 7. Ako je
a € U proizvoljno onda ¢ € a™'U € 71 U = Bla; Dy-1y) C U; dakle U € \.
Ovim smo dokazali da je 7 C .

Napomena 14. Primetimo da suza a € Gie €V € 7 skupovi Bla; Dy)
uvek Top,(D)-otvoreni. O

238. Ako je f € X proizvoljno i ¢ : R — R konstantna nula funkcija, tj.
c(t) = 0 za svako t € R, onda imamo v(c) = v(f — f) = v(f) —v(f) = 0.
Dakle v(c¢) = 0 € (—1;1) pa kako je v (7, ur)-neprekidno preslikavanje
to postoje k € N, t1,...,tx € RiUy,...,Uy € ur tako da za W :=
Olty, ..., te|Ur, ..., Ul vazic € Wiv—=W C (—1;1). Bez gubljenja opstosti
mozemo pretpostaviti da 7 # j = t; # t; za i,j = 1,k. Zato za svako
i = 1, k mozemo fiksirati po f; € X tako daje fi(t;) = 11i # j = fi(t;) =0
za svako 1,7 = 1, k.

Neka je f € X proizvoljno tako da je f(t;) = 0 za svako i = 1,k. Za
svako n € N vazi (n- f)(t;) =0 =c(t;) € Uy zai = 1,k (jer ¢ € W) pa je
n-f €W, tezbogtogaiv(n-f)e (—1;1),tj. |v(f)| < 1/n. Zakljuéujemo
da mora biti v(f) = 0.

k
Neka je sada g € X proizvoljno i stavimo hy, := Z g(t:)- fi. Akojeig €
i=1

{1,...,k} proizvoljno, onda je hy(t;,) = g(ti,) fio(tiy)+ Z g(t;) fi(ti,) =
j=Lk,j#io
g(ti,) paje (g — hg)(tiy) = g(ti,) — hy(ti;) = 0. Na osnovu onog §to smo
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ve¢ videli ovo zna¢i da mora biti v(g — hy) = 0, tj. v(g) = v(hy) =
k

k
Zg(ti)l/(fi) = (Z a; -pti> (9), gde je a; :=v(f;) zai=1,k.
i=1 i=1
Kako je ¢ € X u gornjem razmatranju bilo proizvoljno ovim smo

k

dokazali da je v = Z a; - P, - a

=1
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