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Predgovor

Ova zbirka je namenjena kao pomo¢ni udzbenik za standardne kurseve na Prirodno-matematickim
fakultetima za predmete Obrada rezultata merenja ili Metrologija i obrada rezultata merenja na
odsecima za Fiziku ili za predmet Statisticka obrada rezultata merenja na Odsecima za hemiju, zatim
za studente Tehnickih fakulteta za predmete Elektri¢na merenja ili Fizicko-tehnicka merenja.

Ova zbirka zadataka je nastala kao rezultat naSeg visegodisnjeg angazovanja u ovoj oblasti. Koliko
nam je poznato, na Srpskom jeziku ne postoji nijedna zbirka zadataka koja bi odgovarala predmetu
»,Obrada razultata merenja”’. Postoji izvestan broj udzbenika sa ovom tematikom, od kojih u nekima
ima nekoliko primera. Pored toga, postoji veliki broj udzbenika i zbirki zadataka iz matematicke
statistike, koji delimi¢no odgovaraju nekim oblastima koji pokriva ovaj kurs. S obzirom da u svojim
istrazivanjima koristimo veliki broj statistickih metoda, izvestan broj ovih metoda je ukljuc¢en u ovu
zbirku zadataka.

Na pocetku svake glave u ovoj zbirci dat je teorijski uvod, koji je mozda neuobicajeno opSiran, u
odnosu na standardne zbirke zadataka. Medutim, smatrali smo da je ovo neophodno iz nekoliko
razloga. Pre svega ovakav pristup omogucava studentima brzi uvid u teorijske postavke pojedinih
precedura, bez koga bi bila otezana izrada ovih zadataka. Pored toga, poSto imamo visegodisnje
iskustvo u radu sa studentima, poznato nam je da posto se ispiti polazu najpre pismeno pa usmeno,
studenti najpre vezbaju zadatke, a teoriju uce tek kada poloze pismeni deo ispita. Ovakav pristup po
nasSem misljenju ¢e uticati na studente da najpre proc¢itaju neophodnu teoriju potrebnu za resavanje
zadataka, pa tek onda krenu na resavanje zadataka.

Zahvaljujemo se prof. dr Miodragu Arsi¢u, redovnom profesoru Elektronskog fakulteta u Nisu i prof.
dr Jugoslavu Karamarkovi¢u, redovnom profesoru Gradevinsko-arhitektonskom fakultetu u Nisu na
detaljnom ¢itanju rukopisa i konstruktivnim sugestijama. Pored roga, zahvaljujemo se kolegama mr
Suzani Stamenkovi¢, mr Biljani Samardzi¢ i mr Dejanu Aleksi¢u, asistentima Prirodno-matematickog
fakulteta u Nisu, koji su detaljno procitali rukopis i ukazali na omaske, koje se javljaju prilikom pisanja
zbirki zadataka.

Kako je ovo prva verzija ove zbirke zadataka, unapred se zahvaljujemo ¢itaocima koji nam ukazu
na eventualne nejasnoce, ili na eventualno nastale greske. Za sve pomenute primedbe nas mozete
kontaktirati preko e-maila: cmaluckov@tf.bor.ac.rs, zokip@pmf.ni.ac.yu i mkradovic@junis.ni.ac.yu.
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Glava 1
Sistemi fizickih velicina

1.1 Istorijski osvrt

prirodu. U isto vreme javlja se potreba za merenjem i osnovnim mernim jedinicama raznih fizickih
veli¢ina kao §to su: duzina, vreme, temperatura, masa i druge. Razni narodi stvorili su razlicite
osnovne jedinice za iste fizicke veli¢ine, kao Sto su: palac, stopa, korak, jard, itd. Njihove jedinice
bile su lokalnog, odnosno regionalnog karaktera sa namenom za medusobno sporazumevanje. Razvija
se zanatstvo, umetnost, nauka, saobracaj, trgovina, a u isto vreme razvija se i medusobna saradnja i
razmena iskustva u razli¢itim oblastima, i pri tome jedna od najces¢ih poteskoca su razlicite jedinice
za iste velicine.

Pocetkom osamnaestog veka u Francuskoj se javlja ideja o potrebi formiranja jedinstvenih mernih
jedinica. Francuska revolucija 1789. godine stvorila je pocetne uslove da se ostvari jedinstveni sistem
mera, uz vizionarsko geslo ,,Za sva vremena i sve narode’. Francuska vlada 1789. godine dala je
Francuskoj akademiji nauka da prouci i predlozi jedinstveni sistem jedinica koji treba da zameni sve
dosadasnje sisteme. Ovu ideju predlozili su francuski naucnici kao sto su: Lagranz, Laplas, Monz i
drugi. Posle detaljne analize francuski nauénici su predlozili:

e Jedinice jedinstvenog sistema treba da se zasnivaju na zakonima prirode.

e Metricki sistem mera sa osnovnim jedinicama za duzinu metar, za masu gram, i za vreme
sekunda.

e Sve druge jedinice su izvedene na osnovu navedenih osnovnih jedinica za duzinu, masu i vreme.

e Svi multipli ve¢ih i manjih osnovnih i izvedenih jedinica treba da budu u decimalnom sistemu,
a predlozili su i sistem prefiksa (predmetka).

Na ovaj predlog Lagranza i drugih francuskih naué¢nika 1790. godine Nacionalni Sabor Francuske
doneo je i odluku o reformi jedinica i mera. Tada je donet ,Metricki sistem mera’ sa osnovnim
veli¢inama i osnovnim jedinicamas:

Osnovna | oznaka | jedinica | oznaka
veli¢ina | veli¢ine jedinice
1 | Duzina l metar m
2 Masa m gram g
3 | Vreme t sekunada S

Definicije ovih jedinica su:

e Jedinica za duzinu jedan metar (1 m) je definisan kao desetomilioniti deo Getvrtine Pariskog
meridijana.
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e Jedinica mase je masa lem? destilovane vode na temperaturi 4°C i pritisku 100 kPa (760 mmHg),
nazvana je gram sa oznakom 1g.

e Jedinica za vreme je jedna sekunda (1s) koja je definisana kao 1/86400 deo srednjeg sunc¢anog
dana.

Sve ostale jedinice mere ostalih fizickih veli¢ina smatrane su izvedenim jedinicama.

Francuska vlada je zakonom od 7. aprila 1795. godine usvojila predlog definicija jedinica za duzinu
i masu. Delambr (Delambre) i MeSen (Mechain) izvrsili su premeravanje meridijana luka zemlje od
Dunkerquea do Barcelone. Zatim je izraden etalon metra i etalon kilograma mase.

e Etalon metra duzine bio je izraden od platinaste pene u obliku lenjira popre¢nog preseka
25x4 mm, ¢ija je duzina na 0° C bila jedan metar, odnosno 1 m (Arhivski metar). Duzina lenjira
je oko 1.02m, a 1 m je odreden izmedu dva paralelna zareza na njemu.

e Etalon kilogram mase izraden je od platine u obliku valjka pre¢nika 39 mm i visnine 39 mm
(Arhivski kilogram).

Etalon metra i etalon kilograma 22. juna 1799. godine predati su arhivi Francuske Republike.

Tako je metricki sistem nudio velike prednosti i jednostavnost primene, samo uvodenje i njegova
primena i§la je veoma sporo i otezano. Zbog toga je Francuska vlada 4, jula 1837. godine donela novi
zakon da se od 1840. godine iskljucivo koristi metricki sisitem jedinica.

Sa vremenom, u osamnaestom veku sazrela je ideja o jedinstvenom medunarodnom sistemu jedinica,
kako bi se olakSala trgovina i medusobna saradnja naroda u nauci i tehnici. Posle duze diplomatske
pripreme ove ideje osamnaest zemalja je 20. maja 1875. godine u Parizu odrzalo Diplomatsku
konferenciju o metru i potpisale ,, Metarsku konvenciju” (fr. Convention du Metre) sa ciljem — da se
osigura medunarodno jedinstvo mera i usavrsava metarski sistem. Tada je utvrdeno sledece:

1. Definisane su jedinice duzine metar i jedinice mase kilogram

2. Osnovan je medunarodni biro za tegove i mere (fr. Bureau International des Poids et Measures,
BIPM)

4. Osnovan je medunarodni komitet za tegove i mere (fr. Comite International des Poids et
Measures, CIPM)

5. Odluceno je da se svakih Sest godina u Parizu odrzava Generalna konferecija za tegove i mere
(fr. Conference Generale des Poids et Measures, CGPM)

Generalna konferencija za tegove i mere je vrhovno telo, kome je podreden Medunarodni komitet ¢iji
program rada i smer razvoja utvrduje Medunarodni biro. Srbija je metarsku konvenciju potpisala
1789. godine.

U periodu od 1882. godine do 1889. godine uradeno je ¢etrdeset primeraka etalona metra od legure
Pt(90%) i Ir(10%) sa poprecnim presekom u obliku slova X duzine 102cm. Na prvoj Generalnoj
konferenciji za tegove i mere 1889. godine odluceno je da primerak sa oznakom Ag bude medunarodni
etalon metra. Jedinica duzine metra definisana je kao rastojanje izmedu dve paralelne crte na ovom
lenjiru Ag u obliku slova X na 0°C. Duzina od 1m mogla je da se meri sa tatnoséu od +1 um.
Na istoj, prvoj Generalnoj konferenciji za tegove i mere, definisana je i jedinica mase kilogram.
Medunarodni etalon kilograma napravljen je od iste legure Pt(90%) i Ir(10%) u obliku valjka pre¢nika
39mm i visine 39 mm. Masa ovog etalona je ta¢no jedan kilogram (1kg) i u odnosu na njega izraduju
se drugi nacionalni etaloni za masu. FEtaloni metra i kilograma su iste godine predati na ¢uvanje
Medunarodnom birou sa sediStem u Sevru kod Pariza.

U tom periodu, u nauci, a posebno u fizici koriséen je CGS sistem koji se zasniva na jedinicama:
centimetru, gramu i sekundi. U tehnici, primenjivan je metricki sistem zasnovan na metru, kilogramu
i sekundi, $to je takozvani MKS sistem. Brzi razvoj elektrotehnike dovodi do stvaranja veceg broja
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novih izvedenih jedinica. U nauci i tehnici javljaju se poteskoée prilikom tumacenja raznih fizickih
efekata, tako da se osecala potreba za novom jedinicom koja bi odrazavala fizicku sustinu pojava.
Italijanski fizicar Dordi (G. Giorgi) je 1901. godine predlozio da se koristi sistem od Cetiri jedinice:
metar, kilogram, sekunda i om za elektri¢nu otpornost. Prihvatanje Dordijevog sistema odvijalo se
veoma sporo i tek 1913. godine je prihvaéen njegov predlog na petoj Generalnoj konferenciji za tegove
i mere. Medunarona elektrotehnicka komisija (engl. International Electrotehnical Commision, IEC)
je 1950. godine, takode prihvatila predlog Pordija, sa razlikom §to je za Cetvrtu jedinicu umesto
oma za otpornost, usvojena jedinica amper za jacinu elektri¢ne struje. Ovaj koherentni sistem imao
je prednosti u odnosu na postojeée sisteme i prema pocetnim slovima jedinica (metar, kilogram,
sekunda, amper) naziva se MKSA sistem, a Cesto se naziva i prakticni MKSA sistem. Medunarodni
savez za Cistu i primenjenu fiziku 1951. godine predlozio je ovaj sisitem za korisc¢enje.

Na jedanaestoj Generalnoj konferenciji za tegove i mere 1960. godine usvojen je Medunarodni sistem
jedinica sa oznakom SI (fr. Systeme International d’Unites). Ovaj sistem je koherentan, univerzalan
za sve oblasti nauke, praktican a i tacniji od prethodnih. U Jugoslaviji, a i u Srbiji SI sistem jedinica
je uveden od 1976. godine Zakonom o mernim jedinicama i merilima, a od 31. decembra 1980. godine
je jedino vazedi sistem (sluz. list SFRJ br. 13/76).

Generalna konferencija za tegove i mere je vrhovno telo, kome je podreden Medunarodni komitet
¢iji program rada i smer razvoja utvrduje Medunarodni biro. Danas postoje slede¢i konsultativni
komiteti za razlicite oblasti fizike:

- Consultative Committee for Electricity and Magnetism (CCEM)

- Consultative Committee for Photometry and Radiometry (CCPR)

- Consultative Committee for Thermometry (CCT)

- Consultative Committee for Length (CCL)

- Consultative Committee for Time and Frequency (CCTF)

- Consultative Committee for Ionizing Radiation (CCRI)

- Consultative Committee for Units (CCU)

- Consultative Committee for Mass and Related Quantities (CCM)

- Consultative Committee for Amount of Substance: metrology in chemistry (CCQM)

- Consultative Committee for Acoustics, Ultrasound and Vibration (CCAUV)

1.2 Medunarodni sistem jedinica SI

Osnovne jedinice medunarodnog sistema jedinica koje su definisane na jedanaestoj Generalnoj kon-
ferenciji za tegove i mere 1960. godine date su u tabeli 1.1.

Tabela 1.1. Osnovne jedinice medunarodnog sistema — SI.

Osnovna oznaka | jedinica | oznaka
veli¢ina veli¢ine jedinice

1 Duzina l metar m

2 Vreme t sekunda S

3 Masa m kilogram kg

4 Temperatura T kelvin K

5 Jacina struje 1 amper A

6 | Koli¢ina materije n mol mol

7 | Jacina svetlosti J kandela cd

Jedinice fizickih veli¢ina izvedenih pomoc¢u osnovnih jedinica nazivaju se izvedene jedinice. Izvedene
jedinice mogu biti sistemske izvedene jedinice i vansistemske izvedene jedinice. Izvedene sisitemske
jedinice mogu imati posebni naziv kao Sto je dato u tabeli 1.2, ali mogu biti i bez naziva kao na
primer jedinica za brzinu (m/s), ubrzanje (m/ 82), gustinu (kg/ m3) i druge. Pored toga izvedene sis-
temske jedinice SI mogu imati nazive kao kombinaciju imena i simbola izvedenih sistemskih jedinica
sa posebnim nazivom, a primeri su dati u tabeli 1.3.
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Tabela 1.2. Izvedene sistemske jedinice sa posebnim nazivom prema SI.

Veli¢ina Jedinica Simbol Odnos sa drugim jedinicama
osnovnim [ izvedenim

Ugao u ravni radijan rad m/m

Prostorni ugao steradijan st m? /m?

Frekvencija herc Hz s~

Sila njutn N m-kg-s 2 J/m

Pritisak paskal Pa m~'-kg-s” N-m™2

Energija dzul J m? kg -s72 N-m

Snaga vat W m? - kg-s73 J/s

Celzijusova temperatura | stepen Celzijusa °C K

Naelektrisanje kulon C A-s

Elektri¢ni potencijal volt A% m? - kg-s73-A"Y | J/C

Elektri¢éni kapacitet farad F m? - kg~! st A? Cc/V

Elektri¢na otpornost om Q m?-kg-s7 2. A2 V/A

Elekriéna provodnost simens S m~2. kg™ s® A% | A/V

Magnetni fluks veber Wb m?-kg-s72-A? V-s

Magnetna idukcija tesla T kg-s 2. AL V\/b/m2

Induktivnost henri H m? - kg-s7? A% | Wb/A=Q"s

Svetlosni fluks lumen Im cd - sr

Osvetljenost luks Ix m~2-cd-sr Im/m?

Aktivnost bekerel Bq g1

Apsorbovana doza grej Gy m? . s> J/kg

Ekvivalentna doza sivert Sv m? . 572 J/kg

Tabela 1.3. Izvedene sistemske jedinice prema SI.

Velicina Naziv Simbol Odnos sa drugim
osnovim jedinicama
Dinamicka viskoznost paskal sekund Pa-s m ' -kg-s?
Moment sile njutn metar N-m m? - kg-s2
Povrsinski napon njutn po metru N/m mt.kg s 2
Ugaona brzina radijan u sekundi rad/s m-m s =gt
Ugaono ubrzanje radijan u sekudni na kvadrat rad/s2 m-m s =g"2
Gustina toplotnog fluksa,
Energijski osvetljaj vat po metru kvadratnom W /m? kg 573
Toplotni kapacitet,
Entropija dzul po kelvinu J/K m?-kg-s 2 - K!
Specifi¢ni toplotni kapacitet,
Specifiéna entropija dzul po kilogramu i kelvinu J/(kg-K) | m?.s72.K!
Speciféna energija dzul po kilogramu J/kg m? - s7?2
Termicka provodnost vat po metru i kelvinu W/(m-K) | m-kg-s7% - K™*
Gustina energije dzul po kubnom metru J/m3 m!-kg-s7?
Intenzitet elektri¢nog polja | volt po metru V/m m-kg-s3. A7!
Gustina naelektrisanja culon po kubnom metru C/m? m®.s-A
Gustina elektri¢nog fluksa kulon po kvadratnom metru C/m? m?-s-A
Elektri¢na permitivnost fard po metru F/m m™3 . kgT!.st. A2
Magnetna permeabilost henri po metru H/m m-kg-s72. A2
Molarna energija dzul po molu J/mol m? - kg-s~2-mol™?
Molarna entropija dzul po molu i kelvinu J/(mol-K) | m® - kg-s72-K~ ! mol™*
Ekspoziciona doza
(x 1 zracenja) kulon po kilogramu C/kg kg7!-s-A
Brzina absorcione doze grej u sekundi Gy/s m? . s7!
Energijska jacina zracenja vat po steradijanu W /sr m? - kg.s73
Radijansa vat po kvadratnom metru
steradijanu W/(m?-sr) | kg-s73




1.2. Medunarodni sistem jedinica SI

Pored sistemskih izvedenih jedinica u praksi se koriste i vansistemske izvedene jedinice, a neke za-
konom dozvoljene date su u tabeli 1.4.

Tabela 1.4. Vansistemske jedinice ¢ija je upotreba dozvoljena.

Velicina Jedinica Oznaka | Odnos sa drugim osnovim
jedinicama
Duzina morska milja - 1 morska milja = 1 852 m
Povrsina ar ar 1 a =100 m? = 10% m?
hektar ha 1 ha = 10 000 m? = 10* m?
Zapremina litar I, L 11=1dm3= 102 m3
Ugao u ravni pun ugao - 1 pun ugao = 27 rad
prav ugao L L = (7/2) rad
stepen ° 1°=(7/180) rad
minut ’ 1’ = (1/60)°=(w/10 800 ) rad
sekund K 17= (1/60)’= (7/648 000) rad
Masa, tona t 1t = 1000 kg = 10° kg
Poduzna masa | teks tex 1tex = 1 g/km = 107¢ kg/m
Vreme minut min 1 min =60 s
cas h 1h =60 min = 3 600 s
dan d 1d=24h=286400s
godina yr 1 yr =365.25d

Pored ovih jedinica dozvoljeno je koris¢enje vansistemskih jedinica ¢ije vrednosti zavise od vrednosti
fizickih konstanti. Neke od od ovih jedinica su prikazane u tabeli 1.5. U ovoj tabeli m(*?C) je masa
atoma ugljenika — 12 koja zavisi od aktuelne vrednosti Avogadrovog broja. Naelektrisanje elektrona
e je aktuelna vrednost elementarnog naelektrisanja elektrona.

Tabela 1.5. Vansistemske jedinice ¢ije vrednosti zavise od vrednosti fizickih konstanti.

H Velic¢ina [ Jedinica [ Oznaka [ Definicija H
Masa atomska jedinica mase u 1 u = m(*C)/12=1.660 540 2(10)x10 " kg
Energija elektronvolt eV 1eV = (e/C) J= 1.602 177 33(49)x107*° J
Astronomska duzina | astronomska jedinica ua 1 ua = 1.495 978 706 91(30)x10*" m

Za pisanje simbola fizickih veli¢ina i jedinica treba postovati pravila koja propisuje SI. Pored tog
za sve oblasti fizike razradena je Sema oznaka fizickih velicina. Najvaznija pravila pisanja jedinica i
simbola fizickih veli¢ina su:

1. Jedinice se pisu uspravnim Stampanim slovima.

. Nije dozvoljena promena velikih i malih slova i obrnuto.

. Oznake izvedenih jedinica pisu se sa tackom ili sa malim razmakom izmedu osnovnih jedinica.

. Nije dozvoljeno iza brojne vrednosti veli¢ine stavljati jedinice u zagradi.

. Iza simbola veli¢ine ili imena veli¢ine dozvoljeno je staviti u zagradi jedinicu veli¢ine.

2
3
4. Oznake jedinica ne smeju se prekidati i prenositi u novi red.
5
6
7

. Za izvedene velicine dozvoljeno je koriséenje negativnih eksponenata i jednostrukih razlomaka
ukljuc¢ujudi i zagrade.

Prefiksi koji mogu biti koriséeni da pokazu decimalni umnozak ili delitelj jedinice navedeni su u tabeli
1.6. Prefiks s oznakom jedinice ¢ini jedinstvenu celinu i kao takav u celini podize se na pozitivan ili
negativan eksponent bez koriséenja zagrade.
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Tabela 1.6. Prefiksi uz jedinice SI sistema.

H Faktor \ Prefiks \ Oznaka H Faktor \ Prefiks \ Oznaka H

10%* | jota Y 101 | deci d
102! zeta Z 1072 | centi c
10'® | eksa E 1073 | mili m
10* | peta P 1076 | mikro U
1012 tera T 1079 | nano n
10° | giga G 10712 | piko p
105 | mega M 1071% | femto f
10% | kilo k 10718 | ato n
102 | hekto h 10721 | zepto z
101 deka da 10=2* | jokto y

1.3 Definicije osnovnih jedinica SI

U ovom delu date su vazece definicije osnovnih jedinica medunarodnog sistema jedinica SI.

1.3.1 Metar

Na 17-toj Generalnoj konferenciji o tegovima i merama (CGPM) 1983. godine utvrdeno je da je
jedinica za duzinu metar (oznaka: m), sa novom definicijom:

1
Metar je jednak duzini puta kojeg u vakumu prede svetlost za vreme od - = ——
c 299 792 458

sekunde.

Etalon duzine prema ovoj definiciji realizuje se pomocu lasera stabilisane frekvencije f i interfer-
ometra posebne konstrukcije. Frekvencija lasera odreduje se poredenjem sa vremenskim standardom.
Interferometar omogucuje prenosenje odredene duzine [ preko kona¢nog broja k talasnih duzina A emi-
tovane svetlosti stabilisanog lasera, prema nekom sekundarnom standardu, odnosno l = k-A=k-c- f.
Ovako definisana jedinica duzine je izvedena veli¢ina uzimanjem da je jedinica vremena (frekvencija)
tacna i jedinica brzine svetlosti ta¢na. Formalno treba imati u vidu da je duZina osnovna veli¢ina i
metar osnovna jedinica prema SI. Etalon duzine na ovaj na¢in reprodukuje se sa relativnom greskom

od 1079 do 1012

1.3.2 Kilogram

Jedinica za masu kilogram (oznaka: kg) utvrdena je na Prvoj Generalnoj konferenciji o tegovima i
merama 1889. godine.

Kilogram je masa medunarodnog etalona kilograma.

Ovaj etalon izraden je od legure platine (90%) i iridijuma (10%) u obliku valjka pre¢nika 39 mm i
visine 39 mm. Prototip se ¢uva u Medunarodnom birou u Sevru kod Pariza pod istim uslovima koji
su utvrdeni 1889. godine.

1.3.3 Sekunda

Jedinica za vreme je sekunda (oznaka: s) definisana je na 13-toj Generalnoj konferenciji za tegove i
mere 1967. godine.

Sekunda je vremenski interval jednak 9192631770 perioda elektromagnetnog zracenja
koje odgovara prelazu izmedu dva hiperfina energetska nivoa osnovnog stanja (F =
4, mp=0 i F=3 mp=0)atoma 33Cs.

Vremenski etalon realizuje se pomoc¢u cezijumovog ¢asovnika. On se sastoji od vakumske cevi u ko-
joj je smesten izvor cezijuma, magnetnih selektora prvog i drugog, posebnog talasovoda sa slabim
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visokofrekvetnm poljem frekvencije fo =9 192 631 770 Hz, jonizatora Cs atoma, masenog spektome-
tra, umnozivaca elektrona, pojacivaca i frekvencijskog sistema sa kvarcnim oscilatorom. Pomocu
ovog sistema vrsi se uskladivanje frekvencije spoljasnjeg visokofrekventnog elektromagnetnog polja sa
frekvencijom prelaza F = 4 i F = 3 atoma 33C's formiranjem pozitivnih jona *3Cs™, sto dovodi
do pojave ostrog pika jonizacione struje (struje elektrona) reda pA. Ovaj kvantni prelaz odabran je
zbog stabilnosti frekvencije od spoljasnjeg uticaja elektri¢nog i magnetnog polja. Stabilnost frekven-
cije ostvaruje se u duzim vremenskim intervalima od najmanje tri godine, a odstupanje frekvencije
+2-107!2. Relativna greska je reda velicine 107!, §to odgovara razlici pokazivanja vremena dva
¢asovnika od 1 s na period 3 - 10% godine.

1.3.4 Amper

Jedinica za jacinu elektri¢ne struje je amper (oznaka: A) ustanovljena je na 9-toj Generalnoj konfer-
enciji za tegove i mere 1948. godine.

Amper je jacina stalne struje koja pri prolasku kroz dva pravolinijska provodnika bes-
konaéne duzine i zanemarljivog kruznog preseka na medusobnom rastojanjuodd =1 m
u vakuumu, dovodi do pojave sile izmedu provodnika od 2-10~7 N po metru duzine.

Prema Amperovom zakonu (1820) sila izmedu dva provodnika kroz koje protice elektri¢na struja I
i Iy jednaka je:

I - I
Ar-d

gde je magnetna permeabilnost vakuuma prema SI jednaka:

F:,UO

N T-m
_ -7 _ -7
o =4m - 10 —A2—47T-10 —

Ako su jacine struje u paralenim provodnicima iste Iy = I, = 1 A, to je:

. _7 1/2 . _7 1/2
LA— (47r 10 N> _ <47r 10 m-kg~s_2>
Ho Ho

a sila uzajamnog dejstva je:
F=210"N=2-100"T -m-A

Merenje ove sile vrsi se pomocu strujne vage, a najpoznatija je Rejlijeva (Raylegh) strujna vaga koja se
koristi u americkom Nacionalnom birou za standarde (NBS - National Bureau of Standards). Jedinica
za jacinu elektricne struje ostvaruje se uz pomoé strujne vage sa relativnom nesigurnoséu od 3- 1076,

1.3.5 Kelvin

Jedinica za termodinamicku temperaturu je kelvin (oznaka: K) koja je usvojena na 13-toj Generalnoj
konferenciji za tegove i mere 1967. godine.

Kelvin je termodinamicka temperatura koja je jednaka 1/273.16 termodinamicke tem-
perature trojne tacke vode.

Kelvinova termodinamicka skala bazira se na jednoj referentnoj tacki, to je trojna tacka vode koja
iznosi 273.16 K. Podrazumeva se nulta tacka termodinamicke skale, a to je apsolutna nula 0 K .
Trojna tacka vode je ona tacka u p — T dijagramu (dijagramu zavisosti pritiska od temperature) u
kojoj voda moze postaojati u sva tri agregatna stanja ¢vrstom, teCnom i gasovitom. Temperatura
izrazena u termodinamickoj skali obi¢no se naziva apsolutna temperatura.

Pored Kelvinove skale dozvoljeno je prema SI koriséenje Celzijusuve i Farenhajtove skale u razli¢itim
zemljama u svetu.

Celzijusuva skala predlozena je 1730. godine, a polazi od dve referentne temperature vode, tacke
topljenja leda 0°C i temperature kljucanja vode 100°C na normalnom pritisku. Definicija apsolutne
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temperaturne skale tako je uskladena da je razlika temperature u K i °C bude ista. Veza ovih
temperaturnih skala je:

T[K] = T[°C] 4 273.16

Farenhajtova skala predlozena je 1714. godine, a i ona polazi od dve referentne temperature,
temperature topljenja leda 32°F i temperature krvi ¢oveka 96°F. Tacka kljucanja vode je 212°F.
Veza temperatura Farenhajtove skale (°F') i Kelvinove skale u (K) je:

TK] = gT["F] +255.372

Veza temperatura Celzijusove skale (°C) i Farenhajtove skale (°F) je:

T[°C] = g (T[°F] — 32)

Takodje, veza temperatura Farenhajtove skale (°F) i Celzijusove skale (°C) je:

T[°F] = gT[OC] +32

1.3.6 Kandela

Jedinica za jacinu svetlosti kandela (oznaka: Cd) usvojena je na 16-toj Generalnj konferenciji za
tegove i mere 1979. godine. Definicija kandele je:

Kandela je jednaka jacini svetlosti u datom pravcu iz izvora koji emituje monohromatsko
zracenje frekvencije 540 - 1012 Hz (ili talasne duZine 555 nm), &ija je energetska jaéina

1
izracena snaga) u datom pravcu jednaka —— — .
(iz ga) pravcu j 686 or

Sa ovom jedinicom ja¢ine svetlosti omoguéena je veza zakona fotometrije (vidljivog dela spektra)
sa zakonima fizike zraCenja. Ova definicija kandele omogucuje da se odredi jedinica sa relativhom
greskom 5 - 1072, Kandela (lat. candela, sveéa) prvi put je uvedena 1842. godine, a kao etalon
korissena je svetiljka od ulja. Ovako definisana jedinica jacine svetlosti koris¢ena je do 1889. godine.
Posle toga u razli¢itim zemljama bilo je razli¢itih jedinica i definicija etalona: Hafnerova kandela
(sveda), Medunarodna kandela i druge. Kandela kao jedinstvena jedinica u svetu uvedena je na 9-toj
Generalnoj konferenciji za tegove i mere. Kao osnovna jedinica medunarodnog sistema jedinica SI
uvedena je na 10-toj Generalnoj konferenciji za tegove i mere 1954. godine.

1.3.7 Mol

Jedinica za koli¢inu materije mol (oznaka: mol) usvojena je na 14-toj Generalnoj konferenciji za
tegove i mere 1971. godine, a njena definicija glasi:

1 mol je kolicina materije sistema koji sadrzi toliko elementarnih jedinki koliko ima
atoma u 0.012kg ugljenika 2C.

Na osnovu ove definicije mol se moze shvatiti kao jedinica za broj jedinki u nekom sistemu, a taj
broj jednak je Avogadrovom broju N 4. Elementarne jedinke mogu biti atomi, molekuli, joni ili neka
druga grupa jednoznacno odredenih cestica. Brojna vrednost Avogadroovg broja zavisi od stepena
razvoja tehnike merenja, a aktuelna vrednost je No = 6.022 137(4) - 1023 mol .

Atomska jedinica mase odredena je definicijom mola. Jednom molu ugljenika '2C odgovara masa
tacno 12 g. Sada je atomska jedinica mase jednaka:

m(12C) 12 ¢g o7
lu= = =1. 402(10) - 1 k
w= T = e = 1660 5402(10) 1107 kg

Vrednost atomske jedinice mase zavisi od aktuelne vrednosti Avogadrovog broja.
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1.4 Kvantni etaloni

Poslednjih godina ostvario se san fizicara da se etaloni mernih jedinica fizickih veli¢ina odreduju preko
fundamentalnih fizickih konstanti. Princip rada kvantnih etalona zasniva se na diskretnoj strukturi
atoma i kvantnim efektima. Atomi i molekuli zavisno od ukupnog ugaonog momenta mogu se nalaziti
samo u odredenom energetskim stanjima, odnosno odredenim energetskim nivoima. Promena energije
izmedu dva stanja atoma ili molekula odgovara odredenoj frekvenciji:

_AE By —Es
=% =
gde je h — Plankova konstanta, F; i E5 — energije susednih stanja atoma i molekula. One frekvencije
koje se mogu meriti sa visokom ta¢noséu su od posebnog znacaja za prakti¢nu primenu.

Kvantni cezijumski etalon vremena i frekvencije usvojen je na trinaestoj Generalnoj konferenciji za
tegove i mere 1967. godine. Od 01. 01. 1990. godine odluka Konsultativnog komiteta za elektricitet

2
(CCE) je da se DzZozefsonova konstanta R; = Fe

h
i fon Klicingova konstanta Ry, = — usvoje kao
e

kvantni etaloni napona i otpornosti.

1.4.1 Vodonicni maser kao stabilni izvor frekvencije

Vodoni¢ni maser kao generator stabilne frekvencije prvi je predlozio N. F. Ramsey sa saradnicima
1961. godine. Kao izvor frekvencije vodoni¢ni maser je najstabilniji u vremenu od nekoliko sekundi
do jednog meseca. Etalon frekvencije kod vodoni¢nog masera je posledica razlike energije izmedu dva
superfina nivoa atoma vodonika u osnovnom stanju. Spin protona atoma vodonika je 1/2. Ukupni
moment atoma vodonika u osnovnom stanju jednak je J = 1/2. Moguée vrednosti stanja energije
su F=0(mp =0)iF =1(mp = 0,£1). Ako je osnovna frekvencija fo = 1420 MHz moguce je
proracunatai odgovarajuéu energiju osnovnog stanja pomoc¢u kvantnog modela. Posto se projekcija
momenta u stanju F'=01 f =1 (mp = —1), razlikuju po znaku od momenta u stanju F =1 (mp =
0,1), atome koji se nalaze u razli¢itim stanjima moguée je razdvojiti propustajuéi mlaz atoma kroz
homogeno magnetno polje. Sematski vodoniéni maser prikazan je na slici 1.1.

-

Temperaturno stabilisana Kvarcnzm

Vakuumska komora ¢ 1iina TEO11 kugla Teflonski
L s1oj

[zvor Sestopolni

atoma magnet

vodonika Magnetski

A\

(2 L IS o | e
= {1y

L

N J

Slika 1.1. Tustracija principa rada vodoni¢nog masera.

Aktivni vodoni¢ni maser sastoji se iz izvora atoma vodonika koji prolaze kroz visokofrekventnu razelek-
trisanu cev. Dalje mlaz atoma vodonika usmeren je kroz nehommogeno polje koje vrsi selekciju atoma
sa stanjem visoke energije i propusta ih u termostabilisanu kvarcnu kuglu. Atomi vodonika sa ma-
njom energijom skrec¢u sa osnovnog pravca i zadrzavaju se na zidovima cevi. Kvarcna kugla zatvara
atome vodonika u oblasti uniformnog magnetnog polja, koje je formirano mikrotalasima frekvencije
fo = 1420 MHz, a koja odgovara prelazu atoma vodonika izmedu energetskih nivoa F = 0 (mp = 0)
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i F=1(mp =1). Prinudno zracenje ée generisati atome na frekvenciji prelaza izmedu dva energet-
ska nivoa. Unutar kvarcne kugle atomi vodonika slucajne prelaze i odbijaju se pri svakom sudaru sa
zidom. Atomi ostvaruju veliki broj sudara sa zidom, a njihovo efektivno vreme interakcije sa mikrota-
lasnim poljem na ovaj nacin produzuje se na oko 1s. Za ovo vreme interakcije atomi teze da oslobode
i predaju svoju energiju mikrotalasnom polju u unutrasnjosti Supljine kvarcne kugle. U isto vreme ovo
polje tezi da stimuliSe sve viSe atoma da zrace, povecavajuéi intezitet sve dok se ne postigne stabilni
rad masera. U stabilnom stanju maser samoosciluje, $to znaci da je koli¢ina energije usled prelaza sa
viSeg nivoa na nize stanje energije veca od gubitka energije u supljini kvarcne kugle. U ovom stanju
samooscilovanja vodoni¢nog masera generise se signal frekvencije fo = 1.420405 751778 GHz. Ovaj
signal se zatim pojacava i sinhroniSe sa kvarcnim oscilatorom.

Izlazna frekvencija vodoniénog masera ostvaruje se sa greskom +1-107!3, a njegova stabilnost iznosi
+1-10713/100 s, odnosno +3 - 107% /dan.

Pored ovog aktivnog vodoni¢nog masera postoji i pasivni vodoni¢ni maser i oni se bitno konstruktivno
ne razlikuju. Kod pasivnog vodoni¢nog masera se ne ostvaruje proces samooscilovanja, ve¢ samo
stabilise frekvencija kvarcnog oscilatora signalom greske. Zbog toga je stabilnost pasivnog masera
nes$to manja u odnosu na aktivni vodoni¢ni maser.

1.4.2 Cezijumski etalon frekvencije

Cezujumski etalon frekvencije predstavlja osnovu skoro svih nacionalnih etalona frekvencije i vre-
mena. Kod ovog etalona frekvencije, kvantni efekti od interesa nastaju u nuklearnom magnetnom
hiperfinom osnovnom stanju atoma cezijuma, time je omogucéen pristup prirodnoj stabilnoj frekven-
ciji. Posebno mogué prelaz dogada se izmedu hiperfinih nivoa F = 4(mp = 0) i F = 3(mp = 0)
atoma cezijuma 133 (133C), kao na slici 1.2. Prelaz je stabilan, odnosno relativno neosetljiv na spoljne
uticaje elektri¢nog i magnetnog polja. Frekvencija pri ovom prelazu iznosi fo = 9192631 770.000 Hz.

lazi lazi
c prelazi n prelazi 3.5 GH/T

m
S AF=t1, Am, =0 AF=%1, Am, =1

F=4

Energija 3

W /0 =9192 MHz

Magnetsko polje

Slika 1.2. Hiperfini prelazi atoma cezijuma u magnetskom polju.

Atomu cezijuma odgovara kvantni broj ukupnog momenta J = 1/2, a spinski kvantni broj jezgra iznosi
I = 7/2, a osnovno stanje atoma je pocepano (razdvojeno) na dva superfina nivoa. U magnetnom
polju gornji nivo F' = 4 cepa se na 9, a donji F = 3 na 7 magnetnih podnivoa kao na slici 1.2.

Energija koja odgovara u Zemanovom nivou u magnetnom polju data je izrazom:

2up - B -
E(F,mp) = hio _2ur B mr ihfo<

1/2
1+1m s+ 22
16 7 2 E

2

gde je: h — Plankova konstanta, f — frekvencija prelaza bez prisustva magnetnog polja na nivo F' = 4,
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fo = 0 — frekvencija prelaza bez prisustva magnetnog polja za nivo F' = 3, ur — magnetni moment
jezgra, B — jac¢ina magnetne indukcije, x = (—2uy + 2u;/7) - B/hfo, py — elektronski magnetni
moment, za fo = 9192 MHz iznosi = 3.045 - B ako je jacina magnetne indukcije u [T].

Za prelaz izmedu nivoa F = 4 (my = 0) 1 F = 3(m; = 0) zavisnost frekvencije od magnetnog polja
moze se izraziti u obliku:

f=1f <1 + ;xz) = fo+4.26 - 10° - B [Hz]

Ako je magnetna indukcija B = 5-1076 T, razlika izmedu frekvencija moze se zanemariti kada postoji
magnetno polje i kada nema magnetnog polja.

Ucestanost prelaza izmedu drugih Zemanovih nivoa za koje je Amp = +1, menja se linearno sa
koeficijentom 3.5-10° Hz/T. Ako je B = 5-107% T, frekvencija se razlikuje od odgovarajuée vrednosti
pri nultom polju priblizno za 1.8-10* Hz, pa nije tesko odvojiti prelaze za koje je Amp = 0 od prelaza
Amp = %1, a zato je dovoljno na promenljivo polje primeniti slabo homogeno polje.

Atomi cezijuma poseduju ne nulti magnetni moment i u nehomogenom magnetnom polju se udaljavaju
od ravnoteznog. Efektivni moment jednak je B i ako je mp = 0, tada su znaciza F =31 F =4
razli¢iti.

Princip rada cezijumskog etalona frekvencije prikazan je na slici 1.3. U vodeéim metroloskim labora-

torijama u svetu cezijumska cev iznosi nekoliko metara. Komercijalni cezijumski etaloni frekvencija
iznose nekoliko desetina centimetara.

~

%ﬁzator

Maseni
spektrometar

K/isoko vakuumska
cezijumska pe¢

Magnetski Vakuumska Magnetski
selektor komora selektor
stanja 1 stanja 2

E/', \ C-polje\ \_1
TN | T

B Mikrotalasna h 4 L
Cezijumska A energija |:X Umnoziva¢

K pec elektrona /

Izlazni signal
5 MHz 9192,6 MHz

e . . A
Frekvencijski sistem sa —]
kvarcnim oscilatorom

Slika 1.3. Tlustracija principa rada cezijumskog etalona frekvencije.

Iz cezijumske peéi zagrejane do 80°C izlazi mlaz atoma cezijuma sa svim podnivoima stanja F = 3
i I = 4. U cevi sa visokim vakuumom pomoc¢u kolimatora vrsi se fokusiranje mlaza cezijumovih
atoma. Zatim mlaz ulazi u nehomogeno magnetno polje prvog magnetnog selektora gde se vrsi
selekcija atoma zavisno od njihove energije. Atomi sa stanjem F' = 3 (bez obzira na hiperfine nivoe)
i atomi sa stanjima F = 4 i hiperfinim nivoom mprp = —4 se usmeravaju u mikrotalasnu Suplinu
vakuumske komore, dok se preostali atomi sa stanjima F' = 4 i hiperfinim nivoima odvajaju od
glavnog mlaza pod nekim uglom i eliminiSu gasnim apsorberima na unutrasnjim zidovima cevi. Atomi
cezijuma koji ulaze u vakuumsku mikrotalasnu supljinu izlozeni su slabom homogenom magnetnom
polju (,C — polje”) i mikrotalasnoj energiji koja se unosi u komoru pomoéu talasovoda. Frekvencija
mikrotalasnog signala iznosi fo = 9192631 770.000 Hz koja se dobija iz kvarcnog oscilatora od 5 MHz
viSestrukim umnozavanjem frekvencije.

Za rad cezijumskog etalona frekvencije znacajni su oni atomi cezijuma, koji pod uslovima koji su
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navedeni (,C — polju”), izvrSe rezonantnu apsorciju mikrotalasne energije. Vrednost ove rezonantne
energije odgovara prelazu F' = 3 (mp = 0), i F = 4(mp = 0) u skladu sa slikom 1.3. Ovom skoku
energije od 8 hiperfinih nivoa odgovara frekvencija fo = 9192631 770.000 Hz. Drugi magnetni selek-
tor stanja propusta samo one atome koji su izvrsili ovaj definisani prelaz, a ostale atome koji nisu
izvrsili ovaj prelaz rasejavaju ka zidovima vakuumske komore. Usmereni atomi cezijuma padaju na
jonizator od volframovog vlakna sa temperaturom od oko 1000°C. Atomi cezijuma se joniziju, gube
elektron i napustaju jonizator kao pozitivni joni. Ovi pozitivni joni ceziuma zatim padaju na maseni
spektrometar, gde se vrsi odvajanje Cistih jona cezijuma od necistoéa iz volframovog usijanog vlakna.
Na taj nacin spektrometar napustaju samo joni cezijuma, a zatim se pomoc¢u negativnog elekti¢nog
polja ubrzavaju, a dalje se vrsi konverzija jonske struje u elektronsku struju. Ova elektronska struja
se umnozava pomoc¢u umnozivaca elektrona i zatim dodatno pojacava pojacivacima. Izlazna struja
elektrona nosi u sebi amplitudnu i frekventnu informaciju, i vodi se u kola za obradu signala koja
regulisu frekvenciju visokofrekventnog kvarcnog oscilatora.

Znagi, ako je frekvencija mikrotalasnog signala tacno fy = 9192631 770.000 Hz ostvarice se hiperfini
prelazi atoma cezijuma 133, a kao posledica te pojave pojaviée se mala struja reda pikoampera na
ulazu umnozivaca elektrona. Ako frekvencija mikrotalasnog signala iz nekog razloga malo odstupa od
fo, broj hiperprelaza odmah brzo opada a time i izlazna struja unozivaca elektrona brzo opada. Na
primer ako frekvencija mikrotalasnog signala odstupi za £25 Hz to dovodi do pada struje umnozivaca
elektrona za jednu polovinu. Smanjenje ove struje u frekvencijski sistem dovodi do formiranja sig-
nala greske, koji odmah automatski koriguje frekvenciju kvarcnog oscilatora u smeru koji vrac¢a ovu
frekvenciju na 5 MHz, a njen umnozak — frekvenciju mikrotalasnog signala — na frekvenciju jednaku
fo=19192631770.000 Hz.

Cezijumski etalon frekvencije ima vise izlaznih signala frekvencije 0.1 MHz, 1 MHz, 5 MHz, 10 MHz.
Od ovih nazivnih vrednosti odstupanje frekvencije nije veée od £2 - 107'2, a dugotrajna stabilnost
frekvencije iznosi +2 - 107'2 u celom radnom veku cezijumske cevi, a koja iznosi najmanje tri godine.

Optimizirane verzije etalona fekvencije imaju dugotrajnu stabilnost £1 - 1072 /dan. Ova izvanredna
dugotrajna stabilnost je osnovna prednost kao primarnog etalona frekvencije u odnosu na druge
sekundarne etalone frekvencije (rubidijumski etalon, vodoni¢ni maser, kvarcni oscilator).

1.4.3 Kvantni etalon napona na bazi Dzozefsonovog efekta

Kvantni etalon napona zasniva se na Dzozefsonovom efektu koji je otkrio 1961. godine Dzozefson
(Brian D. Josephson). Dzozefsonov spoj sastoji se iz dva superprovodnika izmedu kojih je izolator
debljine 1 — 2 nm, ali koji omogucuje tunelovanje nosilaca. Struktura komponente je takva da je to
heterospoj Nb/Nb-oksid/PbInAu.

I Ovaj efekt sastoji se u tome da ako se Dzozef-
@ sonov spoj ohladi do temperature bliskoj ap-
Izolator solutnoj nuli i ako se priklju¢i jednosmerni
napon U stvori¢e se naizmeni¢na tunelska
struja, super struja u procepu. Frekvencija
Dzozefsonovog oscilatora-spoja je:

2e 2e

- U -
Superprovodnik-1 =/ Superprovodnik-2 gde je e — naelektrisanje elektrona, h —
Plankova konstanta, K; — DZozefsonova kon-
Slika 1.4. Popreéni presek Dzozefsonovog spoja. stanta.

Zmajuéi za reverzibilnost ovog efekta Dzozefson je predlozio idealan frekvencijsko-naponski pretvarac,
odnosno:

U h

fj-ZQe'
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Znagi, koliénik ove dve fizicke konstante je h/2e i on odreduje odnos izmedu srednje vrednosti jednos-
mernog napona U DzZozefsonovog spoja i frekvencije f; naizmeniéne superstruje koja protice kroz spoj.
Ako se Dzozefsonov spoj kroz koji protice jednosmerna struja izlozi dejstvu mikrotalasnog zracenja
frekvencije f, tada se jednosmernoj struji kroz spoj superponira naizmenicna struja f; koja se fazno
sinhroniSe sa frekvencijom mikrotalasnog zracenja f u opsegu f 4+ Af. Ova naizmeni¢na struja na
spoju stvara pad napona U. Ako se frekvencija f; stabilno odrzava na vrednosti f, tada jednosmerni
napon ne menja svoju vrednost sve dok jednosmerna struja ostaje unutar opsega I = AI/2. Veli¢ina
AT je funkcija snage mikrotalasnog zracenja.

Na taj nac¢in, na jednosmernoj U — I karakteristici nastaje plato napona U = h - 21 Sirine Al
e

Ova pojava ne javlja se samo na osnovnoj frekvenciji mikrotalasnog zraenja, ve¢ i svim visim har-
monicima n- f (n =1,2,...). Time na U — I karakteristici nastaje niz stepenastih platoa sa direktnim
vrednostima jednosmerenog napona:

h
Un:n~%~f, (n=1,2,...)

2 GH
U prethodnom izrazu veli¢ina K; = ﬁe =483 597.QTZ naziva se Dzozefsonova konstanta.

1 (mA) A B
75 -

0 ]

25

"2

n=3

=75 _J
-100
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 U(mV)

Slika 1.5. Strujno-naponske karakteristike Dzozefsonovog spoja.

Postoje razli¢ite realizacije Dzozefsonovog spoja tako da skokovi napona iznose od 20 pV (pri f =
10 GHz) do 180 uV (pri f = 90 GHz). Dobijeni platoi konstantnog napona su idealni referentni
naponi. Reproduktivnost zavisi od stabilnosi frekvencije mikrotalasnog zracenja, koja se kontrolise
atomskim cezijumskim ¢asovnicima u kratkom vremenu sa relativnom nesigurnosi od £1 - 10712,

Dzozefsonovim spojem dobijen je maksimalni referentni napon od oko 27 mV, a najcesée vrednosti od
1 mV, do 1.5 mV. Da bi se dobio referentni napon od 1 V, potrebno je vezati na red veliki broj (oko
100) Dzozefsonovih spojeva. Na primer 1989. godine u NIST-u (SAD) napravljen je ¢ip povrsine
(1.27 x 6.3) mm? koji sadrzi 3020 Nb/Nb—oksid/PbInAu spojeva redno vezanih u cetiri paralelne
mikrostrip transmisione linije. Pod dejstvom mikrotalasnog zracenja frekvencije f = 70 GHz i snage
5 mW dobija se 30.000 platoa u opsegu od -2 V do +2 V. Naponski platoi su bili §irine oko 70 uA
i stabilni najmanje 30 min. Ukupna relativna nesigurnost (1o) iznosi od 41 -1072 do £1-107% za
kalibraciju Vestonovih etalonskih elemenata. Vestonov element koristi se kao etalon elektromotorne
sile od 1908. godine. Glavni izvor nesigurnosti kalibracije potice od unutradnjeg Suma elektrona
samog etalona koji se kalibrise od 75% do 90%. Pri kalibraciji pokazano je da sam DZozefsonov spoj
moze reprodukovati mernu jedinicu od 1 V sa relativnom nesigurnoséu £3 - 10719 (10).
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1.4.4 Kvantni etalon otpornosti na bazi Holovog efekta

Otkri¢e kvantnog Holovog efekta 1980. godine od strane fon Klicinga (Klaus von Klitzing) omoguéilo
je uspostavljanje etalona otpornosti koji zavisi samo od fizickih konstanti. Ovaj efekat javlja se u
uslovima jakog magnetnog polja od oko 10 T i veoma niskoj temperaturi od oko 4.2 K, tanke plocice
heterospoja GaAs/AlGaAs kroz koji protice struja 1.

Slika 1.6. Ilustracija kvantnog Holovog elementa.

Holova otpornost takve dvodimenzionalne elektronske struje na krajevima ploc¢ice data je u obliku:
- UH(’I”L) o h - R7K

Bn=—7—"=,a2" "

, (n=1,2,...)

gde je n — broj platoa konstantnog Holovog napona, h — Plankova konsanta i e — naelektrisanje
elektrona. Rk je fon Klicingova konstanta i ona iznosi:

h
Ry = ol 25 812.807 Q

a kvantna Holova otpornost jednaka je:

Rk 25812.807%Q
RH = ———
n n
U prakticnim uslovima najéesée se koristi drugi i treé¢i plato kojima odgovara Holova otpornost

129006.404 €2 i 6453.2018 2.

0 2 4 6 8 10 12 14

3.5 T T T T T T T
1.0
R 30f e,
2.5+F f 10.8
kCVsq ' 1w
201 406
—
1.5F |
J 104
1.0+ '
e l
402
05F | r. ] l |
0.0 l|._; l_LIA_)lnl i J L ‘\ I L 0.0
2 4

6 8 10 12 14
Magnetna Indukcija (7)

Slika 1.7. Kvantna Holova otpornost u funkciji magnetne indukcije.

Kalibracioni postupak odredivanja otpornosti etalona od 1 Q odvija se u vise koraka uz pomo¢ au-
tomatskih uredaja, a delom i manuelno. Ukupna relativna merna nesigurnost odredivanja otpornosti
etalona od 1 © na ovaj naéin iznosi +1 - 10~7. Reproduktivnost i stabilnost ovog etalona na bazi
Holovog efekta za godinu dana iznosi reda 10~%, tako da je veoma pogodan za stalnu kontrolu.



Glava 2

Dimenziona analiza

2.1 Osnovi dimenzione analize

Fizicki zakoni koji opisuju neku prirodnu pojavu mogu se izraziti re¢ima ili jednac¢inama. Fizicke
veli¢ine izrazavaju fizicke osobine i fizicka stanja materijalnih tela i sredina. Znaci fizicke veli¢ine su
parametari fizicke pojave ili fizickih efekata. Svaku fizicku veli¢inu karakterise kvalitet (osobina), i
kvantitet (kolicina). Fizicke velicine su na primer: duzina, vreme, masa, temperatura, jacina elek-
tricne struje, napon, rad, snaga, itd. Fizicke veli¢ine obelezavaju se kurzivnim slovima, velikim i
malim, pisanim i Stampanim.

Neka je fizicki zakon koji opisuje pojavu gde sila F' izvrsi rad kada se napadna tacka tela pomeri u
pravcu dejstva sile za duzinu [/, dat jednac¢inom:

A=F-l

Ova jednacina predstavlja i primer velidinske jednacine. Ona povezuje fizicke veli¢ine rad, silu i pre-
deni put. Veli¢inske jednacine vaze nezavisno od mernih jedinica i ne zahtevaju upotrebu prethodno
odredenih jedinica. Fizi¢ke velicine ne zavise od izbora sistema jedinica u kome su izrazene. Od
izbora jedinica ne zavise ni zakoni koje te jedinice povezuju.

Fizicke velicine dele se na osnovne i izvedene. Skup osnovnih i izvedenih fizickih veli¢ina naziva se
sisitem wvelidina. Ako je u sistemu veli¢ina ukupan broj veli¢ina m i ako u tom sistemu postoji n
medusobno nezavisnih relacija tada je broj osnovnih veli¢ina sistema:

p=m-—-n

U geometriji na primer postoje tri veli¢ine: duzina [, povrsina S = [-1 = [? kao proizvod dve duzine, i
zapremina V = [-1-1 = [® kao proizvod tri duzine. Prema tome, kako postoje tri veli¢ine i dve relacije
koje ih medusobno povezuju, to je broj osnovnih veli¢ina u geometriji: 3-2=1, odnosno jedna veli¢ina
duzine. U dinamici je broj osnovnih veli¢ina tri: duzina, vreme i masa. U elektrotehnici pored ove
tri uvodi se i Cetvrta fizicka veli¢ina intenzitet struje.

Uopste fizicka veli¢ina x moze se izraziti preko drugih fizickih veli¢ina jedna¢inom, odnosno wveli¢in-
skom jednacinom oblika:

r=k-a% -b2.¢7 ..

gde je k koeficijent proporcionalnosti, a eksponenti «, (i v velicinski izloZioci ¢ije su vrednosti celi
brojevi. Kvalitativna veza izmedu fzickih veli¢ina, odnosno sama priroda fizicke veli¢ine izrazava se
dimenzionom formulom:

[2] = [a]® - [0]° - [¢]V---=A~-B°.C7 ...

Ova jednacina pokazuje da se dimenzija [z] fizicke veli¢ine izrazava preko dimenzija osnovnih fizickih
velicina A, B,C, - - -.

15
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Imajuéi u vidu (prema medunarodnom Sl-sistemu) da su osnovne fizicke velic¢ine i njihove jedinice
date u tabeli 2.1:

Tabela 2.1. Osnovne fizicke veli¢ine prema medunarodnom SI sistemu.

Osnovna oznaka  jedinica  oznaka
veli¢ina veli¢ine jedinice

1 Duzina l metar m

2 Vreme t sekunda s

3 Masa m kilogram kg

4 Temperatura T kelvin K

5 Jacina struje I amper A

6 Kolicina materije n mol mol

7  Jacina svetlosti I, kandela cd

i dopunske jedinice za uga u ravni radijan (oznaka: rad), i za prostorni ugao steradijan (oznaka: sr),
tada se dimenziona jednacina bilo koje fizicke veli¢ine moze napisati u obliku:

[2] = [0 - [m] - [t]* - (10"~ [T)™ - [L)" - NP - [a]? - [Q)
=m’ kg’ -s¥-Al.K™.cd" - mol? - rad? - sr”
gde su i, 7, k, - -+ wvelicinski eksponenti celi brojevi.
Pored kvaliteta svaku fizicku veli¢inu karakterise i drugo obelezje kvantitet ili koli¢ina. Koli¢ina neke
fizicke veli¢ine izrazava se brojnom vrednoséu. Veli¢ina brojne vrednosti fizicke velicine zavisi od

merne jedinice. Na osnovu brojne vrednosti mogu se porediti iste fizcke veli¢ine. Ako merenu veli¢inu
oznacimo sa M, njenu brojnu vrednost Nj; a jedinicu mere sa My, tada vazi:

M = Ny - My
Odnosno, fizicka veli¢ina jednaka je proizvodu izmedu njene brojne vrednosti i jedinice mere.
Ukoliko je izbor jedinica pojedinih fizickih veli¢ina proizvoljan i ako se svaka fizicka veli¢ina pojed-

ina¢no izrazi kao prethodna jednacina, tada je velicinska jednacina u sistemu sa tri osnovne veli¢ine
moze da napise u oliku:

M =Ny -My=b-NP- X, -NI-Y§-N-Z;
gde su N, Ny i N, brojne vrednosti, a Xy, Yy i Zy usvojene jedinice veli¢ine X, Y i Z respektivno.
Neka su jedinice usvojene proizvoljno tako da vazi jednacina:
1
ok

gde je k neimenovan broj. Ovaj izraz naziva se jedinicnom jednacinom. Zamenom ovog izraza u
prethodni izraz dobija se jednacina:

Ny =b-k-NE-NL.Nj

My = =Xb Y2 7}

koja se naziva brojnom jednacinom fizicke veli¢ine. Posto brojne jdnacine ne sadrze jedinice, to se
obi¢no naznaci u vidu legende ispod jednacine sa kojim jedinicma su odedene brojne vrednosti.

Treba naglasiti da u opstem slucaju nije pogodno proizvoljno birati jedinice za razne veli¢ine, jer to
moze dovesti do teskoca kako pri teorijskoj analizi tako i kod prakti¢nog rada.

U nauci se uglavnom koriste skladni, odnosno koherentni ili konzistentni sistemi jedinica. Za slucaj
konzistentnog sistema jedinica koeficijent k u prethodnim izrazima jednak je jedinici, k = 1 pa je
jedini¢na jednacina odredene fizicke veli¢ine istog oblika kao i velicinska jednacina te iste fizicke
veli¢ine.

U fizici se fizicki zakoni i efekti opisuju jednac¢inama i formulama koje moraju da ispune uslov ho-
mogenosti, odnosno vazi:

x:kl.aal.bﬁl.C’Yl...+k2.aa2.bﬂ2.c’y2...+...



2.2. Primena dimenzione analize 17

gde su kq, ko, - -+ bezdimenzioni faktori, i moraju biti ispunjeni uslovi oy = as =+, f1 = B2 =

1 = 2 = ---. Uslov homogenosti zna¢i da svi ¢lanovi prethodnog izraza moraju da imaju iste
dimenzije. Iz ovog uslova slede dva veoma vazna pravila o kojima se mora voditi rac¢ina prilikom
matematickog modeliranja raznih fizickih pojava:

e Mogu se sabirati samo fizicke veli¢ine istih dimenzija.

e Fizicke velicine sa obe strane jednakosti moraju imati iste dimenzije.

Primena principa dimenzione homogenosti na fizicke jednacine i izraze naziva se dimenziona analiza.

2.2 Primena dimenzione analize
U praksi se dimenziona analiza koristi za:

a) Odredivanje dimenzija pojedinih ¢lanova fizickih formula.

b

Proveru ispravnosti izvedenih formula.

d

)
)
¢) Kvalitativno izvodenje fizickih formula
) Smanjenja broja nezavisnih promenljivih u sistemu sa vise promenjlivih fizickih veli¢ina.
)

e) Modeliranje fizickih sistema na osnovu fizicke slicnosti i analogija.

Primena dimenzione analize bi¢e data na primerima realnih fizickih pojava i efekata.

Zadaci

Telo je krenulo pocetnom brzinom vy i do nekog uocenog trenutka t kretalo se ravnomerno
ubrzano sa ubrzanjem a. Predeni put tog tela dat je matematickom formulom:
1 2
s =1+ 3" a-t
Proveriti da li je izraz za izracunavanje predenog puta dimenziono ispravan?
Resenje:

Najpre se izvrsi provera dimenzione ispravnosti navedene formule za izraCunavanje predenog puta.
Kako je:

m 1 m
[s]zm; [’UO]:E; |:2at2:|282.52:m

pa je izraz za predeni put dimenziono neusaglasen, jer leva strana izraza nema istu dimenziju kao
prvi ¢lan na desnoj strani. Time se moze zakljuciti da matematicki izraz za predeni put nije tacan.

Dva tela krenu istovremeno iz istog pocCetnog polozaja u medusobno normalnim pravcima.
Jedno telo krene stalnom brzinom v, a drugo stalnim ubrzanjem a. Njihovo rastojanje posle vremena
t odredeno je relacijom:

t
d:§ 402 4+ a2 - t2

Da li je dobijena relacija dimenziono usaglasena?
Resenje:

Jedinica leve strane jednacine je [d] = m, a desne strane:

2 2
[2 402 + a2 - t2:|_b\/ +I;1—4 s2=s- \/212

pa je jednacina dimenziono usaglasena.
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YyM
Jednacina: R = 7
3c?

odreduje polupreénik Zemlje (prema opstoj teoriji relativnosti) pri kome bi njeno gravitaciono polje
bilo toliko jako da bi na njenoj povrsini prestalo da tece vreme.
Da li je ova jednacina dimenziono usaglasena?

Resenje:
Da bi ova jednacina bila dimenziono usaglasena potrebno je da i njena desna strana ima jedinicu
duzine. Posto je:

N - m? m?3 m
_ _ - M = ke - [
(] W 2k M] =kg; [c]=—
to je
3
m
8yM _SQ.kg.kg_
3¢z | m? -
§2

§to znaci da i desna strana jednacine ima dimenziju duzine, pa je jednac¢ina dimenziono usaglasena.

Odrediti jedinicu, a samim tim i prirodu fizicke veli¢ine odredene izrazom:

4 mml

a \l'E,

gde je d — prec¢nik Zice, [ — njena duZina, m — masa tega kojim je zica opterecena, F, — Jungov modul
elasti¢nosti metala od koga je Zica nacinjena.

Resenje:
Kako je [d]=m, [m]=kg, [l|]=m, [E,|=Pa=N/m?, to je:

4 Tml 1 kg-m\/kg~m
N

d \l'E, | my N

=3 §to znaci da ovaj izraz ima prirodu vremena.

m?2

Masa protekle te¢nosti, koeficijenta viskoznosti 77 i gustine o, za vreme t, kroz cev duzine [ i
poluprecnika R, odredena je relacijom:

TR0t A
8nl

gde je Ap — razlika pritiska na pocetku i kraju cevi.

Da li je ova relacija dimenziono ispravna?

Resenje:
k

Kako je [r] realan broj, [R]=m, [g]:—gg, [t]=s, [Ap]=Pa, [n] = Pa-s, [l]=m, tada je dimenzija
m

prethodnog izraza za proteklu masu tecnosti:

wRigr ] mtan s
Ap| = —° . Pa=kg
8nl

Pa-s-m

pa je relacija dimenziono ispravna, posto je dimenzija mase [m]|=kg.

Temperaturski koeficijent linearnog Sirenja metala od koga je nacinjen Stap na koji deluje sila
termickog naprezanja F' kada se njegova temperatura povisi za At, odredena je matematickim izrazom:
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F
T SE,AL

gde je I, — Jungov modul elasti¢nosti metala od koga je stap napravljen, S povrSina njegovog
poprecnog preseka.

Da li je ovaj izraz dimenziono saglasan, pa prema tome i verovatno tacan?

Resenje:
& 3 1 2 N o L
Posto je [a}:i, [F]=N, [S]=m?, [E,]=Pa= 2 At=°"C=K, to je:
{ F } B N 1
SEAt] 5 N o K
m2

pa je izraz za termicki koeficijent linearnog Sirenja dimenziono usaglasen, a time i verovatno tacan.

Zapremina gasa koli¢ine n, koji se nalazi na temperaturi 7' i pritisku p odredena je relacijom:

V= nRT
p

gde je R — molarna gasna konstanta.

Da li je ova relacija dimenziono usaglasena?

Resenje:

J
5, as obzi to daje [n]=mol, [R]=——
, a s obzirom na to da je [n]=mol, [R] mol - K’

Jedinica leve strane relacije je [V]=m [p]=Pa, tada

je jedinica desne strane:

J
nRT] MOl TR K 0 Nm
D Pa Pa N

pa je ovaj izraz dimenziono usaglasen, a time i tacan.
Kada se metalno telo, mase m unese u kalorimetar sa vodom, u njemu se oslobodi koli¢ina toplote

@, a srednja temperatura u kalorimetru je tada Ts. Temperatura tela pre unoSenja u kalorimetar
odredena je relacijom:

T,=2 7,
me

gde je ¢ — specifitna toplotna kapacitivnost metala.
Da li je ova relacija dimenziono usaglasena?
Resenje:

Dimenziona saglasnost vazi¢e ako izraz — ima dimenziju temperature, tj. ako je njegova jedinica

Kelvin, odnosno K. Posto je [Q]=], [m]=kg, [c]:ﬁ to je:
g .
J y .. . . L e .
7= K  sto znaci da je potreban uslov ispunjen i relacija je dimenziono saglasna.
ke —
& ke K

U relaciji za promenu temperature:
M v?
=R

AT
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je M — molarna masa gasa, v — brzina suda u kome se on nalazi, j — broj stepena slobode gasa, R —
molarna gasna konstanta.

Da li je ova relacija dimenziono ta¢na?

Resenje:
k

Relacija je dimenziono ta¢na ako je dimenziono usaglasena. PoSto je [M]:—gl, M:E, [7]=1,
mo S

[R}:m, to je:

ke (m)2
jR J s2 J
mol - K

S obzirom na to da je jedinica leve strane relacije [AT]=K, to je dimenziono usaglasena.

Cetiri elektrona nalaze se u vakumu na medusobno jednakim rastojanjima d. pri tome je
intenzitet sile medusobnog dejstva elektrona F. Ovo rastojanje je odredeno izrazom:

g 383 e
B 47TE(] F

gde je g9 — dielektricna konstanta vakuma, a e — naelektrisanje elektrona.

Da li je ova relacija dimenziono usaglasena?

Resenje:

Prethodna relacija je dimenziono usaglasena ako je jedinica desne strane metar. Posto je [r] realan
2

broj, [e]= Noms [e]=C, [F]=N, tada je:
3,83 2|
47760 F

§to znaci da je uslov ispunjen, odnosno leva strana jednacine ima istu dimenziju kao i desna strane
jednacine.

Elektri¢ni motor, stepena korisnog dejstva n priklju¢en je na mrezni napon U. Ovaj motor
pokreée gradevinsku dizalicu kojom se podize teret mase m. Teret se dize na visinu h. Da bi se
dizanje tereta zavrsilo za vreme t, kroz motor treba da protice struja jacine I. Ovo vreme je odredeno
relacijom:

o mgh

 qUI

gde je g — ubrzanje slobodnog padanja.

Dokazati dimenzionu ispravnost prethodne relacije.
Resenje:

Jedinica desne strane jednacine treba da bude sekunda. Posto je [m]=kg, [g]:g, [mg]=N, [h]=m,

[U}:V:%, [I]:A:g, [n] realan broj, to je:
mgh| N-m J
Wi| - V-A~- 7T C°°

J
C s
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Zmnagi jedinica leve i desne strane jednacine su iste pa je jedna¢ina dimenziono usaglasena.

Kada su dva elektrona (naelektrisanja e) kreéu jednakim brzinama v, po pravolinijskim puta-
njama, izmedu kojih je rastojanje r, onda je sila uzajamnog dejstva elektrona (Lorencova sila) oredena
relacijom:

e?v?

Ho 47r?

pod uslovom da je v < ¢. U ovoj relaciji o je magnetna permeabilnost vakuuma.

Fp =

Dokazati dimenzionu usaglasenost prethodne relacije.

Resenje:
N
Treba pokazati da je izvedena jedinica desne strane prethodne jednacine Njutn (N). Posto je [uo]zﬁ,
[e]=C, [U}:m, [r]=m, [r] realan broj, dobija se da je:
s
2
e?v? N c (?) N c\?
= - — = — . — =N
[ 047r7"2} A2 m? A? ( s >

C
time je dokazna dimenziona saglasnost jednacine Lorentzove sile, posto je — = A.
S

Kada elektron (¢ija je masa m., a naelektrisanje e), uleti u homogeno magnetno polje, indukcije
B, on se kre¢e po kruznoj putanji poluprec¢nika:

_i [2me A
T_B e

gde je Ay —potencijalna razlika kojom je elektron prethodno ubrzan.

Dokazati dimenzionu usaglagenost prethodne relacije.

Resenje:
Posto je [m.]=kg, [Ap]=V, [B]=T, to je:

1 /2m.Ap kg -V
B e C

N C
Kako je T = A V = — A = — nalazi se da jedinica ovog izraza metar, kako i treba da bude s

S
obzirom, na to da on definise poluprecnik putanje.

|-

Ql —

Dokazati da koli¢nik jacine elektri¢nog polja E' i magnetne indukcije B ima prirodu brzine.

Resenje:

N N
Imajuéi u vidu da je [E]:E’ a [B]=T= nalazi se da je:
m

El_NmA_m m O
Bl N = = posto je -+ =s).

> QB

Dokazati da je:
[Lw] = Q

gde je L — induktivnost kalema, w — kruzna ucestanost naizmeni¢ne struje koja protice kroz njega.
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Resenje:
d 1
Imajuéi u vidu da je [L]HAV/S ,a [w]:% =3 idaje Q:% nalazi se da je:
1 1
[Lw]=H- 5= X = % =, sto jei trebalo dokazati.
S

Pritisak elektri¢nog polja odreden je proizvodom dielektri¢ne konstante sredine € i kvadratom
jacine elektri¢nog polja E. Dokazati da je:

[eE?] = Pa
Resenje:
C? N
Posto je [e] = Nom? [E] = c iPa= 2 nalazi se da je:
c? N2 N
[eE?) = - — = — =Pa,  §to je i trebalo dokazati.

Dokazati da je:

N
a) = = X , jedinica elektri¢nog polja.
C m
C2
b) — , jedinica elektri¢ne permitivnosti.
N-m?2 m
N T H
b) Az Tm = jedinica magnetne permeabilnosti.
Resenje:
J
a) Imajuéi u vidu da je V = s i J =N -m, nalazi se da je:
v_ J _Nm N
m C ~C-m C
C J
b) PoétojerVJV:a,toje
F_Cc _C _ C? B C?
m V-m J ~J-m N-m?2
C
N
c) KakojeT:ﬂ,tOJe
T-m N m N
A A A A2
aikakojeH:Al/s,toje
H N- N
—:X i :%'AS = Am.As =12 §to je i trebalo dokazati.
m m m -8 -m

Luminacija kugle, poluprecnika R, u kojoj se nalazi tackasti svetlosni izvor, ukupnog svetlosnog
fluksa @, odredena je jednac¢inom:

0

T 4n2p2

Dokazati dimenzionu usaglasenost jednacine.
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Resenje:
Prethodnu jednacinu treba napisati u obliku:
o 1
== =3
?]

da bi se izvrila provera dimenzija. Posto je: [®] = Im = cd - sr, [4n] = st i [77?] = m? | to je:

]
[(I) 1]_lm 1 cd-st 1 cd

A 2 s m? ST m2  m?

cd
Kako je [L] = —, jednacina je dimenziono usaglasena.
m

Brzina prostiranja svetlosti u vakumu odredena je jednacinom:
1
v Hogo

gde su g i g — permeabilnost i permitivnost vakuuma, respektivno.

CcC =

Dokazati da je jedinica desne strane ove jednacine — .
S

Resenje:

N C?
Posto je [po] = iz ileo] = Nom2 to se dobija:

Lo /A& Nm m m
JViogo| VN C2 _g_s

m

=

Znaci, dimenzija desne strane jdnacine je dimenzija brzine, $to je i trebalo dokazati.

Komptonova talasna duzina odredena je relacijom:

2h
A, = —
mc
gde je h — Plankova konstanta, m — masa Cestice na kojoj se vrsi rasejanje, ¢ — brzina fotona elktro-
magnetnog zracenja.

Da li je ova relacija dimenziono usaglasena?

Resenje:
Imajuéi u vidu da je dimenzija Plankove konstante [h] = J -s, mase [m] = kg, i brzine svetlosti

[c] = ?, sledi da je:

kg -
S

2h J-s kg -m?  s?
me m

Kako je dimenzija talasne duzine [A\] = m, jednacina je dimenziono usaglasena.

Ridbergova konstanta je odredena jednacinom:
~ me*Z?
 8cieh?

gde je m — masa elektrona, e — naelektrisanje elektrona, Z — redni broj elementa, g — dielektri¢na
konstanta, ¢ — brzina fotona elektromagnetnog zracenja, h — Plankova konstanta.

Izvesti jedinicu za Ridbergovu konstantu.
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Resenje:
. c? m o
Kako je [m] = kg, [e] = C, [Z] =1, [¢] = NS’ [c] = —, [h] = J-s, na osnovu jednacine za
-m ]

Ridbergovu konstantu dobija se:

{me‘LZT B kg - C* _kgem 1

8eZch3 | 2 \? T Js2  m

0 Oy o (J-s)?
N - m?2 s

Znaci dimenzija Ridbergove konstante je [R] = — .
m

@] Vodonik se nalazi na pritisku p i temperaturi 7. Energija elektrona u sastavu atoma vodonika,
pod uslovom da je polupre¢nik njihove orbite jednak polovini rastojanja izmedu centara susednih
atoma, odredena je jednac¢inom:
e2 p \1/3
B 747'('80 . (ﬁ)

Proveriti ta¢nost ove jednacine primenom dimenzione analize.

Resenje:
o c? J :
Posto Je [6] = Ca [50] = W7 [p] Pav [k] - R7 [T] = Ka to je:
N 1/3
62 D 1/3 C2 E 1 1/3
o | — = —F —_ = N . 2 —— = N . == J
{47750 (kT) ] C? J o <m3> o
N-m2 \K

Jedinica desne strane jednacine je J, pa je ona dimenziono usaglasena. Posto je jednac¢ina dimenziono
usaglasena ona je verovatno i tac¢na.

Aktivnost koli¢ine urana mase m, iznosi A. Ovi podaci odreduju konstantu radioaktivnosti

urana A, posto je A = N gde je N — broj neraspadnutih atoma urana. Kako je N =nN4 = %NA
nalazi se da je:

A-M
mNA

gde je M — molarna masa urana, a Ny — Avogadrov broj.
Dokazati da je prethodna jednac¢ina dimenziono usaglasena.
Resenje:

1

Imajuéi u vidu da je [A\] = — , znaéi da i desna strana jednacine treba da ima istu jedinicu. Kako je
S

1 kg

1 .
['A] =Bq= gv ['fl] ~ mol’ [m] = kg7 [NA} = mv dObl.]a se:
1 kg
{A‘M} _ s mol _ 1
mNa kg.i s
mol

Zmagi da desna strana jednacine ima istu dimenziju kao i leva strana, pa je jednacina dimenziono
usaglasena.



Glava 3

Prikazivanje rezultata merenja

3.1 Graficki prikaz rezultata merenja

Kao rezultat merenja neke fizicke velicine dobija se niz izmerenih podataka: y1, y2, y3, ..., Yn, gde je
n ukupan broj merenja. Rezultati se sreduju na sledeéi nacin:

1) Formira se rastuéi (opadajuéi) niz od izmerenih podataka: x1, xa, x3, ..., £ (n broj merenja).
Ukoliko se neka vrednost u rastuéem nizu x; ponavlja f; puta, formira se tablica rastucih
vrednosti sa pripadajué¢im frekvencijama pojavljivanja f;, tj.

r1 T2 X3 ... Ty

Ao o fs e f

2) Moze se nacrtati tackasti dijagram. Na apci-
su se nanose razlicite vrednosti x; iz rastuceg
niza, a na ordinatu odgovarajuée frekvence f;
(Slika 3.1.). Medutim, tackasti dijagram nije
mnogo informativan i retko se koristi.

-
> fi = n; (n oznacava ukupan broj merenja).
i=1

3) Iz rastudeg niza se najpre odrede najveéa &, qx
i najmanja x,;, izmerena vrednost. Opseg iz-
medu najveée i najmanje izmerene vrednosti
Tinazr — Tmin Naziva se interval pojavljivanja.

© = N W A L~

Xy Xy X3 Xy X XXX, X

i

Slika 3.1. Tackasti dijagram

Interval pojavljivanja se deli na k klasa. Broj klasa k se moze odrediti pomocu izraza: k =
1+ 3.322 - logn; gde n predstavlja ukupan broj merenja.

Broj klasa k zaokruzuje se na ceo broj. Sirina klasa h se rac¢una prema izrazu:

Tmaz — Tmin
h = e

k

Pri tome treba voditi racuna da se u klasi sa najveéim brojem izmerenih vrednosti nalazi oko

20% - 30% vrednosti, kao i da broj klasa bude priblizno 5 < k < 30 .

4) Odrede se predstavnici klasa k;, vrednosti na polovini svake klase, f; frekvencije i f;/n relativne
frekvencije za svaku klasu (frekvencija predstavlja broj izmerenih vrednosti za svaku klasu),
kao 1 vrednosti kumulativnih frekvencija Zf fi 1 relativnih kumulativnih frekvecija Zf fi/n za
svaku klasu. Kumulativna frekvencija i-te klase po redu ). f; predstavlja sumu frekvencija
posmatrane klase i svih prethodnih klasa. Ako izmerena vrednost ima istu vrednost kao granica

IMedutim, prilikom sredivanja rezultata neéemo se strogo pridrzavati ovih pravila. Obiéno se koristi pravilo da se
u klasi sa najveéim brojem izmerenih vrednosti ne nalazi vise od 20% - 30% vrednosti i da broj klasa bude priblizno
5 < k < 30. Pri tom se za donju granicu prve klase i gornju granicu poslednje klase, kao i za Sirinu klasa uzimaju
celobrojne vrednosti ili vrednosti pogodne za dalji tretman. Gornji izraz ¢emo koristiti samo kao prvi korak pri proceni
Sirine klasa.

25
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klase, ulazi u klasu ispred. Zato se uvek za najmanju vrednost za racunanje klasa uzima vrednost
manja od najmanje izmerene vrednosti T,,;,. Ovako sredeni rezultati se prikazuju tabelarno
kao u sledecoj tabeli.

k granice ki f; % Zle fi Zle %
1 C1 — C2 kl f1 J% fl %
ca—c3 ky fo 2 fi+ fa Lyh
ko ok—cep1 ke fe B At fto+fi Delg 4L
%
Doic1 n 1

5) Na osnovu ovako sredenih podataka crtaju se his-
togrami (Slika 3.2. a)) i poligoni (Slika 3.2. b)). S £ /n 3

RSN

Histogrami-pravougaonici ¢ije su ivice granice klasa L S ey
a visine f; ili f;/n, zbog Cega se i nazivaju histogrami
frekvencija i histogrami relativnih frekvecnija. Ako su

.. . k ek :
visine pravouganonika >, f; ili >°,_; = fi/n nazi-
vaju se histogrami kumulativnih frekvencija ili his-
togrami kumulativnih relativnih frekvencija.

DO|—
[
L

Poligoni-tacke iznad predstavnika klasa k; sa visi- ]
nama f; ili f;/n, koje su povezane pravim linijama. o) ol =1 I I L 1 1 I 1
Ponekad se crtaju i tacka na sredini klase koja pred- kiky o ke x(.)
hodi klasi i na sredini klase iznad poslednje klase , 2)

sa visinom nula. Ovako dobijeni poligoni nazivaju 1
se poligoni frekvencija (ako je apcisa f;) ili poligoni
relativnih frekvencija (ako je apcisa f;/n). Poligoni
kumulativnih frekvencija i poligoni kumulativnih rel-
ativnih frekvencija predstavljaju tacke iznad gorn-
jih granica svake klase sa visinom odredenom ku-
mulativnim frekvencijama Zle fi odnosno kumula-

tivnim relativnim frekvencijama Zle fi/mn, respek-
tivno. Ponekad se crtaju i tacka koja odgovara donjoj ko k
granici prve klase (tj. gornjoj granici klase koja pred- b)

hodi prvoj klasi) sa visinom nula i tacka koja odgovara  Slika 3.2. a) Histogram i poligon kumu-
gornjoj granici klase iza poslednje klase sa visinom lativnih frekvencija i kumulativnih rela-
n (ili 1 u zavisnosti da li se radi o poligonu kumula-  tivnih frekvencija; b) Histogram i poli-
tivnih frekvencija ili poligonu kumulativnih relativnih  gon frekvencija i relativnih frekvencija.
frekvencija).

Histogrami i poligoni u polarnim koordinatama.

a) ,,Pita”-histogram relativnih frekvencija u polarnim koor- ko Ky Ky
dinatama (z, ¢). Sirini klase odgovara koordinati z a rela- ky3

tivnoj frekvencija koordinata . Sirina klasa je uvek ista i
ona odgovara polupre¢niku kruga. Debljina svakog odsecka
kruga ,parceta pite” odgovara relativnoj frekvenciji klase.
Debljine odsecaka kruga se odredjuju mnozenjem relativne
frekvencije svake klase sa 360 (pun ugao 360°). Kada se to
uradi za svaku od klasa dobija se:

kl kg kr ky, fi
; L1360 = 1.
Li360 L2.360 ... Lr.360° 2" 360

Slika 3.3. Histogram u polarnim

Ovaj nacin crtanja histograma se retko koristi u fizici. - :
koordinatama, tzv. ,pita’.

Najcesce se koristi u ekonomiji, prikazivanju rezultata izbora
i sli¢no.
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b) Zvezdasti dijagram-poligon relativnih
frekvencija ili kumulativnih relativnih
frekvencija u polarnim koordinatama.
Za razliku od ,,pite” | koordinata ¢ odgo-
vara Sirini klase a koordinata z rela-
tivnim frekvencijama. Pun ugao se deli
- na onoliko delova koliko ima klasa, a
rastojanje svake tacke od centra kruga
odgovara relativnoj frekvenciji (kumu-
lativnoj frekvenciji) svake klase. Ovaj
nacin prikazivanja rezultata merenja Slika 3.4. a) poligon u polarnim koordinatama; b)
nije mnogo ilustrativan i veoma retko se histogram u polarnim koordinatama
koristi.

6) Graficko procenjivanje medijane i moda. Medijana ﬁfl/
predstavlja sredisnji ¢lan niza izmerenih podataka 11 71
razvrstanih u rastuéi niz. Mod predstavlja najvero- T ] vy
vatniju vrednost merene fizicke veli¢ine. Klasa sa naj- /
ve¢om frekvencijom se naziva modalna klasa.

I
(SN

N [—
(1R
L L

Vrednost medijane (m.) se procenjuje iz poligona ku-
mulativnih frekvencija ili poligona kumulativnih rela-
tivnih frekvencija. Najpre se povuce prava linija par-
alelna ordinati, poc¢ev od vrednosti n/2 na apcisi za
poligon kumulativnih frekvencija (ili od vrednosti 1/2
za poligon kumulativnih relativnih frekvencija). Kroz a)
tacku preseka ove prave sa poligonalnom linijom se  fi/n ] J; |
provla¢i druga prava linija paralelna apcisi do pre- 1 1
seka sa ordinatom. U preseku druge paralelne linije
sa ordinatom se procenjuje vrednost medijane (vidi

sliku slici 3.5 a)).

Vrednost moda (m,) se procenjuje graficki iz pre-
seka prave linije koja spaja desnu gornju granicu

klase koja predhodi modalnoj klasi i desnu gornju
granicu modalne klase sa pravom linijom koja spaja
levu donju granicu modalne klase sa levom donjom
granicom klase koja sledi modalnoj klasi. U preseku
prave linije paralelne apcisi sa ordinatom se procen-
juje modalna vrednost (vidi sliku slici 3.5 b)).

Kokl o x()
b)
Slika 3.5. a) Shematski prikaz grafickog
odredivanja medijane m.; b) Shematski
prikaz grafickog odredivanja moda m,

Zadaci

Automat izbacuje teniske loptice u horizontalnom pravcu pocetnom konstantnom brzinom vy
sa visine od hg = 1 m. U dvadeset slucajeva je registrovano rastojanje na koje padaju loptice z. Ta
rastojanja u metrima (m) iznose:

24.13 21.23 25.18 23.75 24.67 26.55 22.83 25.34 24.26 23.22
24.75 20.86 23.35 25.38 21.34 24.48 25.13 24.82 23.93 22.16

Rezultate razvrstati u 7 klasa 8irine 1m, pri ¢emu je donja granica prve klase na 20m. Odrediti
frekvencije i relativne frekvencije klasa i prikazati ih tabelarno.
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Resenje:

k  granice k;(m) f; fi/n

Izmerene vrednosti se najpre poredaju u rastuci niz. 1 20-21 20.5 1 0.05
2 21-22 21.5 2 0.10

[ 20.86 | 21.23 21.34| 22.16 22.83 | 3 2993 29 5 2 0.10

23.22 2335 23.75 2393 | 24.13 4 23-94 23.5 4 0.20

24.26 2448 24.67 24.75 24.82 | 5 24-95 24.5 6 0.30

25.13 25.18 25.34 25.38 | 26.55 | 6 25-96 25.5 4 0.20
Granice klasa su oznacene vertikalnim linijama. Z 26-27 265 1005
Frekvencije 1 relativne frekvencije se tabli¢no S 20 1

N
Il
-

prikazuju na sledeéi nacin:

U eksperimentu je merena duzina traga « Cestice iz nekog raspada u maglenoj komori. U 50
nezavisnih merenja duzine tragova u metrima (cm) su iznosile:

4.21 5.08 456 5.12 433 478 492 4.62 5.03 5.36
09.23 449 486 488 4.78 487 495 479 5.06 497
4.83 478 471 482 464 456 492 4.74 495 4.86
4.54 468 484 436 4.72 485 4.68 4.89 491 447
4.27 458 4.65 432 447 465 497 5.02 5.08 4.72

a) Dobijene podatke razvrstati u 12 jednakih klasa i tabelarno prikazati odgovarajuée frekvencije.
b) Nacrtati histogram frekvencija ovih vrednosti.
Resenje:
Rastuéi niz izmerenih vrednosti je:
[4.21 4.27|4.32 4.33 4.36|4.47 4.47 4.49|4.54 4.56
456 4.58]4.62 4.64 4.65 4.65 4.68 4.68|4.71 4.72
472 4.74 4.78 4.78 4.78 4.79]4.82 4.83 4.84 4.85
4.86 4.86 4.87 4.88 4.89|4.91 4.92 4.92 4.95 4.95
497 4.97]5.02 5.03 5.06 5.08 5.08|5.12|5.23|5.36]

Minimalna i maksimalna vrednost niza su:
Tomin = 4.21 cm; Tmaz = 9.36 cm; Tmazr — Tmin = 1.15cm

Posto se trazi 12 klasa dodajmo razlici 40 — Tmin broj 0.05 da bi bila deljiva sa 12, a za donju
vrednost prve klase uzmimo vrednost manju od 4.21, recimo 4.20. Izdelimo interval 4.2 — 5.4 na 12
klasa, pa je Sirina klase 0.1, a granice klasa su: 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 itd. Granice klasa u rastu¢em nizu
su naznacene vertikalnim linijama.

Pre nego Sto se nacrta histogram frekvecija, najpre se ove vrednosti daju tabelarno, radi preglednosti.

k  granice k;(cm) f; fi/n

1 4243 425 2 004 5|

2 4344 435 3 0.06 -

3 4445 445 3 0.06

4 4546 455 4 008 81 N

5 4647 465 6 0.12 ]

6 4748 475 8 0.16 6 1 —

7 4849 48 9 0.8 -

8 4950 495 7 0.4 4 | _

9 5051 505 5 0.10

10 5152 515 1  0.02

11  5.2-5.3 5.25 1 0.02 2 (

12 5354 535 1 0.02 1T
12 0 ‘ .

1 4.0 4.4 4.8 52 Xy (cm)

™
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Prilikom merenja probojnog napona gasne diode dobijene su sledeé¢e vrednosti u voltima (V):

364.9 368.0 366.5 368.9 368.3 364.3 367.1 365.2 366.5 372.8
364.0 364.1 364.1 364.0 365.3 365.3 366.6 363.7 364.9 363.9
363.6 367.8 367.8 363.9 365.1 362.2 363.6 365.1 365.0 366.3
363.4 364.8 363.4 369.8 366.3 368.6 366.4 369.9 363.8 362.5
368.9 367.6 364.9 366.2 365.2 367.4 364.6 366.1 365.9 365.9

a) Dobijene rezultate razvrstati u klase Sirine 1V a za donju granicu prve klase uzeti celobrojnu
vrednost.
b) Rezultate prikazati tabelarno i u obliku poligona relativnih frekvencija.

ResSenje:

Rastudi niz izmerenih vrednosti je:
| 362.2 362.5|363.4 363.4 363.6 363.6 363.7 363.8 363.9 363.9
364.0 364.0 | 364.1 364.1 364.3 364.6 364.8 364.9 364.9 364.9
365.0 | 365.1 365.1 365.2 365.2 365.3 365.3 365.9 365.9 | 366.1
366.2 366.3 366.3 366.4 366.5 366.5 366.6|367.1 367.4 367.6
367.8 367.8 368.0 | 368.3 368.6 368.9 368.9]369.8 369.9 | 372.8]

k klase k; (V) fi  fi/n %
1 362363 3625 2 0.04
2 363-364 363.5 10 0.20 0.20 | 0
3 364-365 3645 9 0.18 \,
4 365-366 365.5 8 0.16 N
5 366-367 366.5 8 0.16 0.15 4 \
6 367-368 3675 6 0.12 \
7 368-369 3685 4 0.08 0.10 | \
8 369-370 369.5 2 0.04 :
9 370-371 3705 | / A
10 371-372 3715 / 0.05 1 \
11 372373 3725 1  0.02 / \
O,
zk: 50 1 0.00 +—o T T O"'O/ﬁ—\*oﬁ—'—’
= 360 364 368 3712 U(V)

dodatak

a) Prikaz u obliku pite, tj. histogram u polarnim koordinatama. Na

x osu se nanose Sirine klasa a na ¢ osi relativna frekvencija. ,Pita” b) Histogram u polarnim ko-
ima onoliko parceta koliko ima klasa sa frekvecijom razlicitom od ordinatama, na z osu se
nule. Predstavnici klasa se nanose unutar kruga, ili izvan. (Ovakay Danose relativne frekvencije a

nac¢in prikazivanja se retko koristi u fizici, a ¢est je u ekonomiji.) na ¢ osu Sirine klasa. (Ovaj
nacin prikazivanja se vrlo ret-

ki (V) fi/m fi/n-360° ko srece jer nije ilustrativan.)
362.5 0.04 14.4 369.5 3725 3625

363.5 0.20 72

364.5 0.18 64.8

365.5 0.16 57.6

366.5 0.16 57.6

367.5 0.12 43.2
368.5  0.08 28.8

369.5  0.04 14.4
370.5 0 0
371.5 0 0

372.5  0.02 7.2
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Prilikom 50 nezavisnih i uzastopnih merenja otpora elektricnog grejaca dobijene su sledece
vrednosti u omima (£2):

66.5 68.1 659 678 68.6 687 706 688 683 68.5
66.4 674 687 69.2 704 70.2 68.0 66.6 70.2 67.0
70.0 672 69.0 670 703 683 698 669 708 68.1
64.9 685 655 678 675 677 684 689 654 67.8
68.3 675 682 668 67.1 682 669 674 681 66.8

a) Dobijene rezultate razvrstati u klase Sirine 12 i prikazati ih tabelarno.
b) Ovako sredene rezultate prikazati u obliku histograma relativnih frekvencija i histograma kumu-
lativnih relativnih frekvencija.

Resenje:
Rastuéi niz izmerenih vrednosti je:

| 64.9 65.4 65.5]65.9 66.4 66.5|66.6 66.8 66.8 66.9
66.9 67.0 67.0 67.1 672 674 674 675|677 67.8
67.8 67.8 67.8 68.0 68.0 68.1 68.1 68.1 68.2 68.2
68.3 68.3 68.3 68.5 68.5|68.6 68.7 68.7 68.8 68.9

69.0 69.2|69.8 70.0 70.2 70.2 70.3 70.4|70.6 70.8 |

A
1.0 L
Minimalna i maksimalna vrednost niza su:
0.8 7
Tmin = 64.9Q
Cmae = T0.89) 06
Za donju vrednost prve klase uzeéemo vrednost 0.4 -
manju od 64.9, recimo 64.5. Posto su zadate Sirine
klasa 1€, granice klasa su: 64.5 — 65.5, 65.5 — 66.5, 0.2 1
66.5 — 67.5 i zadnje klase 70.5 — 71.5. Granice klasa
su oznacene vertikalnim linijama. 0.0 T w w w T
62 64 66 68 70 R (Q)
Ji
- n
k klase ki () fi fi/n > fi/n 03 1
i=1 :
1 64.5-65.5 65 3 0.06 0.06
2 65.5-66.5 66 3 0.06 0.12 [
3 66.5-67.5 67 12 024  0.36 0.2 1
4  67.5-68.5 68 17 0.34 0.70
5 68.5-69.5 69 7 0.14 0.84 o1 1
6 69.5-70.5 70 6 0.12 0.96 '
7 70.5-71.5 71 2 0.04 1.00
00 T T T T

62 64 66 68 70 R(Q

Prilikom crtanja histograma kumulativnih relativnih frekvencija (ili histograma kumulativnih frekven-
cija) u nekim knjigama se crtaju samo pravougaonici koji su osenceni. Medutim, mi éemo crtati
pravougaonike od f;/n = 0 pa do f;/n za datu klasu (tj. f; = 0 do f; za datu klasu), 8to je na slici
dato kao zbir srafiranog i nesrafiranog pravougaonuka.
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Merenjem mase nekog praskastog materijala analitickom vagom dobijene su sledec¢e vrednosti u
miligramima (mg):

446 434 42.0 418 421 403 43.0 433 399 40.8
41.2 39.8 44.0 427 420 409 404 407 409 40.7
39.8 412 424 418 43.6 429 423 426 40.5 41.0
42,5 419 43.2 409 415 419 414 399 442 412
41.6 428 41.6 41.8 424 43.7 40.6 409 422 426

a) Dobijene vrednosti razvrstati u klase Sirine 0.6 mg, a za donju granicu prve kase uzeti 39.6 mg i
prikazati ih tabelarno.

b) Rezultate prikazati poligonom relativnih frkvencija i poligonom kumulativnih relativnih frekven-
cija.

Resenje:
Rastudi niz izmerenih vrednosti je: o f
1.00 L5
139.8 39.8 39.9 39.9]40.3 40.4 40.5 40.6 40.7 A //"H
40.7 40.8 | 40.9 40.9 40.9 40.9 41.0 41.2 41.2 0.75 1 /
41.2 41.4|41.5 41.6 41.6 41.8 41.8 41.8 41.9 0.50 1 /
41.9 42.0 42.0|42.1 42.2 42.3 424 424 42.5 0.25 1
42.6 42.6|42.7 42.8 42.9 43.0 43.2|43.3 43.4 0.00 m (mg)
43.6 43.7|44.0 44.2 | 44.6 | 38 40 42 44 46
a)
fi/n
k 0.20 1 Y
k klase ki (mg) fi  fi/n > fi/n
i=1
1 39.6-40.2 39.9 4 0.08 0.08
2 40.2-40.8 40.5 7 0.14 0.22 0.10 1
3 40.8-41.4 41.1 9 0.18 0.40
4  41.4-42.0 41.7 10 0.20 0.60 N m (mg)
5 42.0-42.6  42.3 8 0.16  0.76 0.00 ' ' SRR
6 42.6-43.2 429 5 010  0.86 38 40 42b 44 46
7 432438 435 4 008  0.94 )
8 43.8-44.4 441 2 0.04 0.98 a) Poligon kumulativnih relativnih frkvencija
9  44.4-45.0 44.7 1 0.02 1.00 i b) poligon relativnih frekvencija.
dodatak

a) Histogram kumulativnih relativnih frekvencija u polarnim ko-

ordinatama. Na ¢ osu se nanose Sirine klasa (isti uglovi), a na x 44.4
osu kumulativne relativne frekvencije (ili po potrebi kumulativne — 42.0

frekvencije). Ima isto onoliko ,parceta” koliko ima klasa. Ponekad

se crta jedno ,parce” vise od broja klasa, da bi se izdvojila prva ég‘_g)
od poslednje klase zbog preglednosti. Predstavnici klasa se nanose 41.4

unutar kruga, ili izvan.

b) Poligon kumulativnih relativnih frekvencija u polarnim koor-

dinatama. Na ¢ osu se nanose Sirine klasa (isti uglovi), a na x

osu kumulativne relativne frekvencije. Ima isto onoliko , parceta”, 444
tj. pravih linija izmedu parceta koliko ima klasa. Ponekad se crta 420

jedno ,parce” vise od broja klasa, da bi se izdvojila prva od posled- 450
nje klase zbog preglednosti. Predstavnici klasa se nanose na x osu, (39.6)

41.4

uglavnom izvan kruga.

40.8
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U 50 uzastopnih merenja jacine struje kroz neki otpornik ampermetrom dobijene su sledece
vrednosti u miliamperima (mA):

145 151 138 1.40 153 159 146 1.46 1.60 1.51
1.62 136 1.55 147 140 150 1.54 1.51 1.39 1.65
1.34 151 144 161 159 163 1.57 148 150 1.31
1.66 156 1.48 1.55 1.58 152 142 146 143 147
1.52 160 1.58 1.50 1.63 145 1.49 1.53 1.57 1.35

a) Podatke razvrstati po klasama $irine 0.04 mA. Za donju granicu prve klase uzeti vrednost 1.30 mA
i prikazati ih tabelarno

b) Nacrtati histogram frekvencija i histogram kumulativnih frekvencija.

c) Sa histograma proceniti medijanu i mod.

Resenje:
Rastudi niz izmerenih vrednosti je: 50 é f
D)% SO
[1.31 1.34|1.35 1.36 1.38/1.39 140 140 142]143 ,, | ]
144 145 145 1.46 146 1.46|1.47 1.47 1.48 1.48 2 /|
149 150 1.50 150151 151 1.51 151 152 152 047~ /|
1.53 1.53 1.54|1.55 1.55 1.56 1.57 1.57 1.58 1.58| 20 1
159 159 1.60 1.60 1.61 1.62|1.63 1.63 1.65 1.66| |, |
ko klase ki (mA) f; ;f 13 14 1.5\m 1.6 i(mA)
1 130-1.34 132 2 2 f; _ e
2 1.34-1.38  1.36 3 5 3 oy
3 1.38-142 140 4 9 .
4 1.42-1.46 1.44 7 16 6 |
5 1.46-1.50  1.48 8 24 i
6 1.50-1.54  1.52 9 33 4 :
7 154158  1.56 7 40 j
8 1.581.62 160 6 46 2
9 1.62-1.66 1.64 4 50 |
0 R A0 T NS
medijana m,. = 1.503 mA ; mod m, = 1.513 mA 1.3 1'4m?"5\m0 1.6 1(mA)

Merenjem elektricnog napona gradske mreze dobijene su sledeée vrednosti u voltima (V):

226.7 211.3 213.7 217.5 217.2 226.0 218.5 214.5 210.2 212.5
224.8 218.0 220.0 234.8 228.8 235.3 224.1 214.8 236.7 222.2
216.2 223.8 215.0 222.0 214.0 228.0 212.8 230.0 217.0 214.9
230.0 215.7 228.2 226.2 215.3 231.1 224.3 228.8 216.5 218.2
222.8 216.5 225.8 227.8 217.0 221.7 214.2 227.0 220.0 226.2

a) Nacrtati histogram frekvencija i histogram kumulativnih frekvencija, za podatke razvrstane u klase
Sirine 2V, a za granice klasa uzeti parne brojeve.
b) Graficki proceniti medijanu i mod.

Resenje:
Rastudi niz izmerenih vrednosti je:

|210.2 211.3|212.3 212.8 213.7 214.0|214.2 214.5 214.8 214.9 215.0 215.3 215.7|
216.2 216.5 216.5 217.0 217.2 217.2 217.5 218.0|218.2 218.5 220.0 220.0|221.7
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992.0(222.2 222.8 223.8(224.1 224.3 50 |
924.8 225.8 226.0|226.2 226.2 226.7
227.0 227.8 228.0|228.2 228.8 228.8 40 1
230.0 230.0(231.1|234.8 235.3|236.7| 30 |
20 |
A 101
) ) i=1 ) u (V)
1 210212 211 2 2 0 PRy '
2 212214 213 4 6 210 2207, 1230 240
3 914216 215 7 13 A |
4 216-218 217 8 21 g | o
5 218220 219 4 25 il
6 220-222 221 2 927 6 1 Lo
7222224 223 3 30 | 1
8 224226 225 5 35 4 | H
9 226-228 227 6 41
10 228230 229 5 46 2
11 230232 231 1 47 Hj u (V)
12 232234 233 0 A7 0 ! / M '
13 234-236 235 2 49 210 m 220\m 230 ” 240
14 236-238 237 1 50 ol e 02

Ovako nacrtan histogram je bimodalan (ima dva moda). Gomilanje oko vrednosti 219 V nije maksi-
mum, jer se u njenoj okolini nalaze samo tri izmerene vrednosti. Prema tome, izmerene vrednosti se
gomilaju oko dve najverovatnije vrednosti, pa se sa histograma procenjuju dva moda, my1 i Mm2.

medijana me = 220 V; modovi my; = 216.4 Vi mye = 2270V

Na autotrci je vozeno 50 krugova. Izmerene prosecne brzine svakog kruga u km/h iznose:

202.2 233.2 207.8 200.0 1979 206.2 203.8 215.3 217.3 192.7
227.8 216.8 209.0 207.2 201.5 223.5 219.2 198.0 195.7 200.5
192.0 204.7 225.7 210.7 204.5 201.0 197.2 206.0 193.0 208.5
212.3 216.2 221.3 198.5 2219 206.5 225.0 213.7 203.0 203.5
210.5 2185 211.2 231.2 195.5 226.3 215.0 220.7 205.2 191.2

a) Izmerene vrednosti razvrstati u klase sirine 5km/s, a za donju vrednost prve klase uzeti vrednost
190km/s i prikazati ih tabelarno.

b) Nacrtati histogram frekvencija i histogram kumulativnih frekvencija.

c) Sa nacrtanih raspodela graficki proceniti medijanu i mod.

Resenje:
k

Rastudi niz izmerenih vrednosti je: ko Kase ki (km/h) f; Z; fi

1 190-195 1925 1 1
| 191.2 192.0 192.7 193.0 | 1955 195.7 197.2 197.9 5 105200 1975 - 1
198.0 198.5 200.0 | 200.5 201.0 201.5 202.2 203.0 3 200-205  202.5 9 20
2035 203.8 204.5 204.7]2052 206.0 206.2 206.5 & 20521002075 & 28

5 210-215 2125 6 34
207.2 207.8 208.5 209.0 | 210.5 210.7 211.2 212.3 6 215-220 217.5 6 40
213.7 215.0 | 215.3 216.2 216.8 217.3 218.5 219.2 70220-225 2225 5 45

8 225230 2275 3 48
12207 221.3 221.9 2235 225.0 | 225.7 2263 227.8| ¢ 930935 9395 5 50

231.2 233.2 |
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S

50 1
40 1
30 |
20 1
10 -
0

5
i
i
1
i
i
i
1
1
i
i
i
1
1

S N A N

180 200 }16 220 v(km/h) 180 200\m0 220 v (km/h)

medijana m, = 208.2 km/h; mod m, = 203.4 km/h

Izmerene vrednosti vremena uspostavljanja svetlog praznjenja u gasnoj sijalici date su u sledecoj
tabeli u milisekundama (ms):

3.1 75 126 104 49 151 53 9.7 142 10.0
6.0 58 35 53 93 85 116 105 11.6 9.9
129 46 52 31 49 52 36 11.8 124 10.1
6.0 82 98 11.7 100 6.7 134 84 169 8.0

a) Izmerene vrednosti razvrstati u klase sirine 2 ms, za donju vrednost prve klase uzeti vrednost 2 ms
i prikazati ih tabelarno.

b) Nacrtati poligon frekvencija i poligon kumulativnih frekvencija.

c) Sa poligona proceniti medijanu.

Resenje:
e . .. 40 1+ i
Rastuéi niz izmerenih vrednosti je:
131 31 35 36 |46 49 49 52 30 |
52 53 53 58 6.0 6.0 ] 67 75
80 | 82 84 85 93 97 98 99 20 1
10.0 10.0 | 10.1 104 105 11.6 11.6 11.7
11.8 | 124 126 129 134 | 142 151 | 16.9| 101
% 0° ' > ' ' '
ko Kase ki (ms) fi S f; o 4 8 \m 12 16 ¢ (ms)
i=1 e
1 24 3 1 1 1211
2 4-6 5 10 14
3 6-8 7 3 17 8
4 810 9 9 26
5 10-12 11 7 33
6 12-14 13 4 37 4
7 14-16 15 2 39
8 16-18 17 1 40 /
0 + : : : : ;
medijana m. = 8.7 ms 0 4 8 12 16 ¢ (ms)

Sa poligona frekvencija (relativnih frekvencija) se ne moze proceniti mod. Sa ovog poligona se moze
uociti da postoje dve najverovatnije vrednosti. Medutim, oblik poligona ukazuje da mozda nisu u
pitanju dve najverovatnije vrednosti, ve¢ da je u trecoj klasi samo tri merenja zbog malog ukupnog
broja merenja (40 merenja). Stoga, ova merenja bi trebalo ponoviti, ili je potrebno uraditi veéi broj
merenja, a ponekad je mozda potrebno uraditi merenja na drugi nacin.
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Merenjem duzine nekog predmeta nonijusom dobijene su slede¢e vrednosti u milimetrima
(mm):

227 209 224 20.1 23.8 20.7 227 221 208 229
205 231 226 21.8 205 235 21.1 237 224 231
22.8 21.7v 21.0 233 235 227 234 223 234 229
23.0 225 22.0 227 229 230 223 208 232 230
223 234 213 231 220 206 228 24.0 203 23.2

a) Nacrtati histogram frekvencija i histogram kumulativnih frekvencija na osnovu podataka razvrstanih
u klase Sirine 0.4 mm, pri ¢emu je donja granica prve klase 20 mm.
b) Graficki proceniti medijanu i mod.

Resenje:

50
Rastuéi niz izmerenih vrednosti je: 40
[20.1 20.3]20.5 205 20.6 20.7 20.8 20.8| 30 |
20.9 21.0 21.1]21.3|21.7 218 22.0 220 | 20 /
22.1 22.3 223 223 224 224225 226 1 |
22.7 22.7 227 227 228 228229 229 10 4 1
229 23.0 23.0 23.0 231 231 23.1 232 0 : L
232|233 234 234 234 235 235[237  f 20 22 }\me 24
23.8 24.0] i
12 i
% 1 i
i=1 Ly
I 20204 20.2 2 2 8] ‘
2 20.4-208  20.6 6 8 ;
3 208212 210 3 11 4 | :
4 212216 214 1 12 1
5 21.6-220 218 4 16 / (mm)
6 220224 222 6 22 0 L1 L 1L ‘
7224228 226 8 30 0 V22 VN g
8 228232 230 11 41 Mol Me Mo
9 23.2-23.6 23.4 6 47 medijana m. = 22.53 mm;
10 236240  23.8 3 50 modovi my; = 20.62 mm i myy = 22.96 mm

Merenjem dometa iz nekog artiljerijskog oruda dobijena su sledeéa rastojanja u metrima (m):

12210 12675 12350 12490 12155 12600 12920 12640 12320
12840 12625 12435 12270 12735 12620 12390 12190 12590
12700 12250 12870 12660 12675 12440 12800 12510 12710
12320 12250 12730 12575 12525 12825 12635 12280 12375
12410 12820 12550 12600 12400 12750 12650 12460 12715

a) Nacrtati histogram relativnih frakvencija i histogram kumulativnih relativnih frekvencija na osnovu
podataka razvrstatnih u klase Sirine 100 m, pri ¢emu je za donju granicu prve klase 12100 m.
b) Graficki proceniti medijanu i mod.

Resenje:
Rastuéi niz izmerenih vrednosti je:

[12155 12190 | 12210 12250 12270 12280 | 12320 12320 12350 12375
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12390 12400 | 12410 12435 12440 12460 12490 |

12510 12525 12550 12550 12575 12590 12600 1.00 1
12600 | 12620 12625 12635 12640 12650 12660 075
12675 12675 12700 | 12710 12715 12730 12735 050
12750 12800 | 12820 12825 12840 12870 | 12920 | :
0.25 |
k
k klase ki (m) fi  fi/n > fi/n 0.00 +— ‘
i=1 120 124\ 12.8 [ (km)
1 12100-12200 12150 2 0.04 0.04 g
2 12200-12300 12250 4  0.09 013 Ji/n
3 12300-12400 12350 6 0.13 026 020
4 12400-12500 12450 5 0.11 0.37 J
5 12500-12600 12550 8 0.18 0.55
6 12600-12700 12650 9 0.20 0.75  0.10 |
7 12700-12800 12750 6 0.13 0.88
8 12800-12900 12850 4  0.09 0.97
9 12900-13000 12950 1  0.02 0.99  0.00

120 124/ 12.8 I (km)
medijana m,. = 12.570 km; ol My My

modovi my; = 12.375 km i mye = 12.620 km

Na slici su dometi projektila prikazani u kilometrima (km) zbog preglednosti. Pazljivim posmatranjem
kumulativnih relativnih frekvencija moze se uociti da je ukupna kumulativna frekvencija za poslednju
klasu 0.99. Do ovoga je doslo zbog zaokruzivanja. Na primer 2/45 = 0.4444... §to zaokruzujemo na
0.44, 8/45 = 0.1777... $to zaokruzujemo na 0.18 i slicno. Medutim poslednju klasu na histogramu
kumulativnih frekvencija smo nacrtali da je jednaka jedinici, jer ako vrednost 0.99 zaokruzimo npr. na
jednu decimalu dobi¢emo jedinicu. Mada, iako se bas vrednost 0.99 nacrta bi¢e veoma blizu jedinici.

Prilikom fabricke kontrole proizvoda, za 50 nasumic¢no odabranih elektri¢nih uredaja, mereno
je vreme radnih sati do otkaza (kvara), pri ¢emu su dobijene sledeée vrednosti u satima:

3850 110 45 1530 194 69 54 1000 605 188
85 5300 1930 301 65 2500 94 3770 47 698
1690 200 4500 150 6000 74 100 1125 957 255
1750 1988 87 61 185 1237 138 197 189 555
79 105 380 51 607 3990 1590 190 3000 765

Nacrtati histogram frekvencija u polulogaritamskoj skali, sa vremenskom osom logaritamskom. Za
granice klasa uzeti: 2-4; 4-6; 6-10 za svaki red veli¢ina.

Resenje:

Rastudi niz izmerenih vrednosti je:

| 45 47 o1 54 | 61 65 69 T4 79 85
87 94 100 | 105 110 138 150 185 188 189
190 194 197 200 | 255 301 380 | 555 | 605 607
698 735 957 1000 | 1125 1237 1530 1590 1690 1750
1930 1988 | 2500 3000 3770 3850 3990 | 4500 5300 6000 |

Histogram sa logaritamskom x osom se crta samo u slucaju kad se maksimalna 4, i minimalna z,,;,
izmerena vrednost razlikuju za nekoliko redova veli¢ine. U ovom zadatku su maksimalna i minimalna
izmerena vrednost: T,,q; = 6000 h i x,,;, = 45 h, respektivno.
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Znali opseg Tmazr — Tmin Prelazi preko dva reda 50 E'f’ — ]
velicine. Da ne bi veliki broj izmerenih vrednosti 40 ] ]
bio skoncentrisan u nekoliko prvih klasa histogram
. . . 301
se crta u polulogaritamskoj skali.
201
k 101
i=1 0 S I :
1 40-60 50 4 4 10 100 1000 10000
2 60-100 80 9 13 r
3 100-200 150 11 24 129 7
4 200-400 300 3 27 ]
5 400-600 500 1 28 8 |
6  600-1000 800 6 34
7 1000-2000 1500 8 42 4]
8 2000-4000 3000 5 47
9 4000-6000 5000 3 50 0 t(h)
10 100 1000 10000

3.2

Analiticki prikaz rezultata merenja

Rezultati merenja prikazani graficki histogramima ili poligonima daju potpunu informaciju o merenoj
fizickoj wvelicini. Medutim, nekada je potrebno poznavati neke numericke karakteristike merene
veli¢ine, kao §to su: srednja vrednost, odstupanja od srednje vrednosti (apsolutna i relativna), medi-
jana i mod, kao i veli¢ine koje mere rasturanje izmerenih vrednosti oko srednje vrednosti (standardna
devijacija, koeficijent asimetrije i koeficijent spljostenosti).

3.2.1 Numericke karakteristike merenih fizickih veli¢ina

1)

srednja vrednost

srednja vrednost pojedina¢nih merenja T

n

= T1+To+ ...+ Ty =
n n

i
1

Za racunanje srednjih vrednosti nije potrebno sredivanje izmerenih vrednosti u rastuéi niz. U
slucaju velikog broja merenja korisno je srediti podatke u rastuéi niz. Cesto se desava da se
neke vrednosti vise puta javljaju, pa se tim vrednostima dodeljuje frekvenca f; (inace frekvenca
je fi > 1). Tako od niza od n elemenata dobijamo niz od k elemenata (k < n) sa frekvencama
fi- Srednja vrednost se tada racuna prema izrazu:

]

k
Cmfitaafot o tapfe 1
= - = n}_;xf

procenjena srednja vrednost Ty

Za podatke rasporedene u klasama, ili sa nacrtanog histogramna, srednja vrednost se procenjuje
prema izrazu:

1 k
=1

u kome k predstavlja broj klasa. Prema tome, svim vrednostima u jednoj klasi se pridruzuje
vrednost predstavnika klase k;, tj. sredine klase. Ovako procenjena srednja vrednost se raz-
likuje od srednje vrednosti pojedina¢nih merenja. Ovo odstupanje je utoliko manje ukoliko je
histogram pregledinije nacrtan.
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apsolutna odstupanja (od srednje vrednosti)

Apsolutna odstupanja predstavljaju odstupanja pojedina¢nih izmerenih vrednosti od srednje
vrednosti.

apsolutna odstupanja pojedinacnih merenja Ax; Ar;=x; — T

apsolutna odstupanja vrednosti rasporedenih u klase Ak; Ak =k; —f

Apsolutna odstupanja ne predstavljaju apsolutne vrednosti ovih odstupanja, mogu biti i neg-
ativna. Nazivaju se apsolutna (po analogiji sa apsolutnim greskama, vidi kasnije) da bi ih
razlikovali od relativnih odstupanja.

|Az;| i |Ak;| su apsolutne vrednosti apsolutnih odstupanja

relativna odstupanja (od srednje vrednosti)
T, — T

relativna odstupanja pojedina¢nih merenja dx; ox; = (-100%)

ki — W
zf
Relativna odstupanja se najces¢e racunaju u odnosu na srednju vrednost. Ukoliko se izrazavaju

u procentima % ($to je najceséi slucaj) tada se u gornjim izrazima mnozi sa 100.

(-100%)

relativna odstupanja vrednosti rasporedenih u klase dk; ok; =

Medijana - sredi$nja vrednost niza izmerenih podataka, prethodno sredenog po rastuéem ili
opadajuéem redosledu.

Medijana za pojedinacne vrednosti M,

— U slucaju neparnog broja ¢lanova niza, x1, Za, ... Tn; e = 2l e oznacava redni broj

2
srediSnjeg ¢lana niza, M, = z.
— U slucaju parnog broja clanova niza, postoje dve sredisnje vrednosti niza, e; = 5 i ey =
% +1; pa je M, = (xel + 1'62)/2

- i fi—1
=
fe

n - ukupan broj merenja; c. - donja granica medijalne klase, tj. prve klase ¢ija je kumulativna
frekvencija jednaka ili prelazi polovinu ukupne frekvencije (n/2); fe - frekvencija medijalne
klase; Zf:z fi—1 - kumulativna frekvencija klase koja prethodi medijalnoj, & - Sirina klasa (ista
je za sve klase).

I3

Medijana za vrednosti rasporedene u klase? m, Me = Co + -h

Suma apsolutnih vrednosti odstupanja pojedinih vrednosti z; od medijane m. je najmanja.
Manja je od sume apsolutnih odstupanja od srednje vrednost: >, |z; —me| < Y7, |v; — Ty

mod - najcescéa ili najverovatnija vrednost u nizu izmerenih podataka.

Mod za pojedina¢ne vrednosti M, je ona vrednost koja se najcesée javlja u nizu izmerenih

vrednosti®, tj. vrednost koja ima najveéu frekvencu pojavljivanja.

Mod za vrednosti rasporedene u klase* m, se nalazi u klasi sa najveé¢om frekvencom. Klasa sa
najve¢om frekvencom se naziva modalna klasa.

fo - fofl
(fo - fo—l) + (fo - fo-l—l)
Co - donja granica medijalne klase; f, - frekvencija modalne klase; f, — f,—1 - razlika frekvencija

modalne klase i predhodne; f, — fo+1 - razlika frekvencija modalne klase i naredne; h - Sirina
klasa (ista je za sve klase).

-h

me, = Co +

3Mod se skoro nikad ne odreduje za pojedina¢ne vrednosti, jer veoma Cesto se deSava da se nijedna vrednost ne
javlja vise puta ili da se veliki broj vrednosti javlja isti broj puta.
4Zbog istog razloga kao kod medijane i mod za vrednosti rasporedene u klase ée se obelezavati malim slovom.
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3.2.2 Mera rasejavanja podataka oko srednje vrednosti

Metoda momenata se najcesée koristi za izrazavanje nekih kvantitativnih karaktersitika histograma
(ili poligona) u odnosu na neku vrednost. Ako se te karakteristike odreduju u odnosu na srednju
vrednost, tada ovaj metod zovemo metod centralnih momenata.

k k
. _ 1 _ 1
Centralni moment reda I: = gl (ki —77) - fi = - 21 Ak fi

ezal=0= mg=11il=1 = mp =0, nisu prakti¢no znacajni.
1 .
e Centralni moment reda 2 (I = 2) je disperzija uzorka mg = — Z Ak? - f; = D(z)
n
i=1
Standardna devijacija uzorka &(z) = 6 = 1/ D(z)
Standardna devijacija se uvodi jer disperzija ima dimenzije merene veli¢ine na kvadrat.

Korekcija standardne devijacije

1 n
or(z) = — Z Az? - f; u slucaju pojedinacénih merenja, tj.
i=1
Lk
Gry(z) = —] Z Ak? - f; u sluéaju kada su merenja rasporedena po klasama.
i=1

U korigovanom izrazu n — 1 ne predstavlja broj merenja, ve¢ broj stepeni slobode. Korek-
cija predstavlja broj parametara koje je potrebno odrediti od n merenja, koji su potrebni za
raCunanje izraza. Kako je za odredivanje standardne devijacije neophodno najpre odrediti sred-
nju vrednost Z, broj merenja se koriguje za 1 (tj. broj stepeni slobode u ovom slucaju je n—1).
Bez ove korekcije zan = 1 bilo bi x =T i 6 = 0, $to znaci da je to najtac¢nije merenje. Prema ko-
rigovanom izrazu & je neodredeno velika (deljenje sa nulom), sve dok nemamo barem jos jedno
merenje.

Za veliki broj merenja n (n > 30), n —1 — n, pa 6 — &. Medjutim, mi ¢emo na dalje koristiti
korigovanu standardnu devijaciju i radi pojednostavnjenja oznacavacemo je samo sa &.
k
. . L 1 3
e Centralni moment reda [ = 3 jednak je m3 = — Z AES - f;
n

i=1
Centralni moment reda 3, kao prvi neparni moment razli¢it od nule, daje informaciju o asimetriji
histograma.

k
1
e Centralni moment reda | = 4 dat je izrazom my = — Z Akf - fi
n
i=1
Centralni moment reda 4 daje informaciju o spljostenosti histograma.

I kod ovih momenata se uvodi korekcija kao kod standardne devijacije, pa je:

k k
N 1 5 N 1 .
m3:m‘_glAki'fi m4:71,_glAki.fi
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U slucaju potpuno simetri¢nih histograma =y = m. = m,. U slucaju asimetrije ulevo 7y < m, < m,
a u slucaju asimetrije udesno Ty > m. > m, (kao §to je i prikazano na slici 3.6.).

J;

n

b)

/i

n

c)

< <
Y4 <0
ka<0O

Tf=Me =My

Y4 =0
ka=0

LT > me > m,

v4 >0
ka>0

Slika 3.6. Graficki prikaz raspodela, asimetri¢ne ulevo (a), simetri¢ne (b) i asimetri¢ne udesno (c).

Da bi asimetrija mogla da se izrazi kvantitivnho uvodi se koeficijenat asimetrije y4:

k
1
) T 2K
1=1

3

1% 1 & b
AKk2 . f.

Spljostenost

ili Pirsonov koeficijent asimetrije: ka =

xT§—m,

of

Spljostenost predstavlja odstupanje histograma po vertikali od Gausove raspodele (tj, predstavlja
meru spljostenosti u odnosu na Gausovu raspodelu), kao §to je prikazano na slici 3.7.

c)

=L a) fi b) £
n n n —
/| T\
X X
vs <3 vs =3 s >3
75 <0 75 =0 75 >0

Slika 3.7. Graficki prikaz raspodela, a) spljostene u odnosu na Gausovu, b) raspodele koja odgovara
Gausovoj raspodeli i ¢) raspodele izduzene u odnosu na Gausovu.

Da bi spljostenost mogla da se izrazi kvantitivno uvodi se koeficijenat spljostenosti vg (ili v%) kao:

My

g = =5 =
v 54

k
1
PO DLURNE
=1

Lk
<n—1 Z Ak} - fi)
=1

XIS

ili 75 =7s—3
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Koeficijenat spljostenosti v§ se uvodi jer se spljostenost meri u odnosu na normalnu raspodelu (vidi
sliku), a za normalnu raspodelu koeficijenat spljostenosti iznosi ys = 3. Prema tome, koeficijenat 73
za normalnu raspodelu iznosi nula. Koeficijenat & se cesce koristi za ispitivanje spljostenosti, jer se
u tom slucaju odstupanje meri u odnosu na nulu, kao u sluéaju merenja asimetrije.

Zadaci

Merenjem otpornosti nekog otpornika dobijene su sledeée vrednosti u omima (£2):

40.62 40.82 40.78 40.70 40.82 40.78 40.84 40.78 40.85 40.81

Odrediti srednju vrednost, medijanu, mod i apsolutna odstupanja od srednje vrednosti.

Resenje:
Rastudéi niz: E Ry () fi Rifi () AR; (Q)
1 4062 1  40.62 20.16
40.62 40.70 40.78 40.78 | 40.78 9 4070 1 4070 0.08
40.81 | 40.82 40.82 40.84 40.85 34078 3 122.34 0
7
o 1 407.8 4 40.81 1 40.81 0.03
R=—5 > Rifi= 5 — 40780 5 4082 2 8164 0.04
i=1 6 40.84 1  40.84 0.06
M, = 2078 ;L 4081 _ 10 705 ~ 40.80 Q 7 4085 1 40.85 0.07
7
M, =40.78 Q (f; = 3) S 10 407.8

.
Il

—

Merenjem duzine nekog predmeta mikrometarskim zavrtnjem dobijene su sledeée vrednosti u

milimetrima (mm):

4.78 476 4.72 47077 4771 4776 475 4.74 4.74

Odrediti srednju vrednost, medijanu, mod i relativna odstupanja od srednje vrednosti u procentima.

L. k' R; (mm) fi Rifi (mm) AR; (mm) dz; (%)
Resenje: 1 i71 1 471 20.04 0.84
Rastudi niz: 2 4.72 1 4.72 -0.03 -0.63

3 4.73 1 4.73 -0.02 -0.42
471 472 473 474 4 4.74 1 4.74 -0.01 -0.21
4.76 4.76 4.77 4.78 5 4.75 1 4.75 0 0
4272 6 4.76 2 9.52 0.01 0.21
T=—g— =4.74667 ~ 4.75 mm 74T 1 47T 0.02 0.42
M, = 4.75 mm 8 4.78 1 4.78 0.03 0.63
=1

Merenjem otpornosti nekog otpornika dobijene su sledeée vrednosti u omima (£2):

1472 1474 1479 147.1 1471 1475

147.6 1474 147.6 147.5

Odrediti srednju vrednost i standardnu devijaciju ovih merenja.



42 Glava 3. Prikazivanje rezultata merenja

Resenje:

. kR (@) fi Rifi (@) AR () AR?-[i (2°)
Rastudi niz: 1 1471 2 2042 -0.33 0.2178
147.1 147.1 1472 1474 2 147.2 1 147.2 -0.23 0.0529
147.4 147.5 147.5 147.6 3 1474 2 294.8 -0.03 0.0018
147.6  147.9 4 147.5 2 295.0 0.07 0.0098

1474 3 5 147.6 2 295.2 0.17 0.0578
R= 10' =147.43 Q 6 147.9 1 147.9 0.47 0.2209
6

10.561 10 1474.3 0.561

o= 70 596 = 0.24967 ~ 0.25 Q Z;

Merenjem jacine struje kroz neki otpornik pomoéu ampermetra, dobijene su sledece vrednosti
u miliamperima (mA):

0.15 0.27 023 033 019 025 0.16 022 028 0.17 0.19 022 024 0.27

Odrediti srednju vrednost, apsolutna odstupanja od srednje vrednosti, medijanu i standardnu devi-
jaciju ovih merenja.

Resenje: kR (Q) fi Rifi(Q) AR; (Q) AR7.-f ()
Rastudi mi: 1 015 1 0.1 -0.08 0.0064
' 2 016 1 0.16 -0.07 0.0049
0.15 0.16 0.17 0.19 3017 1 0.17 -0.06 0.0036
019 0.22 4 019 2 038 -0.04 0.0032
024 0.25 0.27 0.27 5 0.22 2 0.44 -0.01 0.0001
6 023 1 0.23 0 0
28 0.
0.28 93?? 7024 1 0.24 0.01 0.0001
M, = £ = 0.225 mA 8 025 1 0.25 0.02 0.0004
_ 37 A 9 027 2 0.54 0.04 0.0032
i=y ~023m 10 02 1 028 0.05 0.0025
11 033 1 0.33 0.10 0.0100
= 4/ 0'2?))45 = 0.0515 =~ 11
0.05 A ; 14 317 0.0345

Merenjem temperature klju¢anja propana C3Hg na atmosferskom pritisku dobijene slu sledeé¢e
vrednosti u Kelvinovim stepenima (K):

2314 231.7 230.7 231.9 231.8 232.2 228.2 2284
230.1 231.8 231.7 231.3 2299 231.1 231.2 229.8
232.2 229.0 230.0 229.1 232.6 2304 2304 231.0
230.4 230.5 232.8 229.8 231.2 229.2 228.2 2323
230.4 232.0 231.1 231.2 230.0 228.9 229.3 230.8

a) Naéi srednju vrednost, medijanu, mod i relativna odstupanja od srednje vrednosti u procentima
za pojedina¢na merenja.

b) Proceniti srednju vrednost, medijanu, mod, kao i relativna odstupanja od procenjene srednje
vrednosti u procentima, za podatke razvrstane u klase Sirine 0.8 K, ako je donja granica prve klase
228.0 K.

c) Uporediti vrednosti medijane i moda procenjene analiticki sa vrednostima procenjenim graficki.
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Resenje:

Opadajuéi niz izmerenih vrednosti je:

| 232.8 232.6 232.3 232.2 232.2 | 232.0 2319 231.8
231.8 231.7 231.7 2314 231.3 | 231.2 231.2 231.2

231.1 2311 231.0 230.5 | 230.4 230.4

230.4 230.4 230.1 230.0 230.0 229.9 229.8 229.8 |
229.3 229.2 229.1 229.0 2289 | 228.8 2284 228.2 |

tao +1t21  230.8 4 230.7

M, =222 - : = 230.75 K
k4 (K) fi tfi (K) At (K)ot (%)
1 228.2 1 228.2 -2.47 -1.07
2 228.4 1 228.4 -2.27 -0.98
3 228.8 1 228.8 -1.87 -0.81
4 228.9 1 228.9 -1.77 -0.77
5 229 1 229 -1.67 -0.72
6 229.1 1 229.1 -1.57 -0.68
7 229.2 1 229.2 -1.47 -0.64
8 229.3 1 229.3 -1.37 -0.59
9 2298 2 4596 087  -0.38
10 2209 1 229  -077  -0.33
11230 2 460 0.67  -0.29
12 230.1 1 230.1 -0.57 -0.25
13 2304 4 921.6 -0.27 -0.12
14 2305 1 2305  -017  -0.07
15 2307 1 2307 0.03 0.0l
16 2308 1 2308 013 0.06
17 231 1 231 0.33 0.14
18 231.1 2 462.2 0.43 0.19
19 2312 3 693.6 053 023
20 2313 1 231.3 0.63 0.27
21 2314 1 231.4 0.73 0.32
22 231.7 2 463.4 1.03 0.45
23 231.8 2 463.6 1.13 0.49
24 231.9 1 231.9 1.23 0.53
25 232 1 232 1.33 0.58
26 232.2 2 464.4 1.53 0.66
27 2323 1 232.3 1.63 0.71
28  232.6 1 232.6 1.93 0.84
29  232.8 1 232.8 2.13 0.92
29
> 40 9226.6

ti 92266
)

=230.67T K M,=2304K

.



44 Glava 3. Prikazivanje rezultata merenja

k granice ki (K) fi > fi kifi (K) Ak (K) 0k (%)
1 228.0-228.8 228.4 3 3 685.3 -2.18 -0.945
2 228.8-229.6  229.2 5 8 1146.0 -1.38 -0.598
3 229.6-230.4 230.0 10 18 2300.0 -0.58 -0.252
4 230.4-231.2 230.8 9 27 2077.2 0.22 0.095
5 231.2-232.0 231.6 8 35 1852.8 1.02 0.442
6  232.0-232.8 2324 5 40 1162.0 1.82 0.789
6
> 9223.3
i=1
— 92233
= = 230.5825 ~ 230.58 K
40
€
5oL fim 20 — 18
Me = Ce + 772 -h =2304+ -0.8 =230.57778 ~ 230.58 K
e
5 = 20 - ukupan broj merenja;
ce = 230.4 K - donja granica medijalne klase;
fe =9 - frekvencija medijalne klase; 40 1+
> 5 fi—1 = 18 - kumulativna frekvencija klase koja
prethodi medijalnoj, 30 1
h = 0.8 K - girina klasa.
20 1
fo — fofl
me = Co + -h =
U o= for )+ (o= o) 10 |
=229.6 + e 0.8 = 230.26667 ~ 230.27 K 0 :
co = 229.6 - donja granica modalne klase; 227 228 229 2;’},?/ 231 232 2331(K)
fo = 10 - frekvencija modalne klase; f; €

fo — fo—1 = b - razlika frekvencija modalne klase i 10 ﬁ

predhodne; |
fo — for1 = 1 - razlika frekvencija modalne klase i 8
naredne; 6 1
h = 0.8 - sirina klasa (ista je za sve klase). 4
analiticka procena | graficka procena 2 1
me = 230.58 K me = 230.48 K 0 — 1 - L
me = 230.27 K mo = 230.25 K 227 228 229@0/ 231 232 233¢(K)

my, me

Merenjem brzine zvuka u vazduhu na 172° C dobijeni su sledeéi rezultati u m/s:

424 412 414 430 418 423 421 414 422 429
421 445 439 425 439 420 434 404 402 428
446 412 398 425 416 434 398 412 419 428

a) Proceniti srednju vrednost, apsolutna odstupanja i standardnu devijaciju podataka razvrstanih u
klase sirine 8 m/s, pri éemu je donja granica prve klase 392.

b) Nacrtati histogram frekvencija i histogram kumulativnih relativnih frekvencija i graficki proceniti
medijanu i mod.

¢) Uporediti vrednosti medijane i moda procenjene graficki sa odgovarajuéim vrednostima procenje-
nim analiticki i odrediti vrednost Pirsonovog koeficijena asimetrije.
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Resenje:
Rastuéi niz izmerenih vrednosti je:

| 398 398 | 402 404 | 412 412 412 414 414 416 |

418 419 420 421 421 422 423 424 | 425 425
428 428 429 430 | 434 434 439 439 | 445 446 |

k_granice v (m/s) fi wifi (m/s) Av; (m/s) Avfi (m/s)> 3, fi
1 392-400 396 2 792 -25.1 1260.02 2
2 400-408 404 2 808 -17.1 584.82 4
3 408-416 412 6 2472 -9.1 496.86 10
4 416-424 420 8 3360 -1.1 9.68 18
5  424-432 428 6 2568 6.9 285.66 24
6  432-440 436 4 1744 14.9 888.04 28
7 440-448 444 2 888 22.9 1048.82 30
7
> 12632 4573.9
i=1
12632 :
Tf = 55 = 421.066667 ~ 421.1 m /s 30 o L
4573.9 1
o= = 12.5587 ~ 12.6 m/s 25
29 20
e A/ 2
B3 fioa S
Me = Ce + 7;72 . h = 10 1
=416 4 12210 . 8 = 421 m/s S
_ fo B fofl _ 0 ' ‘ ‘ w%» ‘ 'l'Il/
me = Co + ~h = 390 400 410 42;(\430 440 v (m/s)
2(.fo_fo—l)‘V'(fo_fo+1) f : Mme
=416+ —— -8 = 420 m/s o
2+2 8 |
Tp > me > My tj. (421.1 > 421 > 420) asimetrija
udesno
Tr—m,  421.1 — 420 L
ka = vr _ Mo _ = 0.087 asimetrija 4
o 12.6
udesno
2 4
analiticka procena | graficka procena $
me = 421 m/s me = 421.1 m/s 0 ‘ AN '
me = 420 m/s me = 420 m/s 390 400 4’179 42&430 440 v (m/s)

o e

Vrednosti dobijene merenjem mase nekog predmeta analitickom vagom rasporedene su u klase
Sirine 0.2 mg, Sto je prikazano u sledeéoj tabeli:

m; (mg) 3.1 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59
fi 1 6 9 14 15 8 6 6 5 4 5 4 4 2 1

a) Iz ovako sredenih podataka nacrtati poligon relativnih frekvencija i poligon kumulativnih relativnih
frekvencija i graficki proceniti medijanu.

b) Proceniti srednju vrednost i standardnu devijaciju na osnovu ovako sredenih podataka.

¢) Proceniti koeficijente asimetrije i spljostenosti.
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Resenje:
k  granice m; fi  fi/n Y, fi/n  mifi  Av; Am2f,  Amif,  Amif;
(mg)  (mg) (mg) (mg) (mg®)  (mg®) (mg)
1 3.0-3.2 3.1 1 0.011 0.011 3.1 -1.12 1.2544  -1.4050 1.5740
2 3.2-34 3.3 6 0.067 0.078 19.8 -0.92 5.0784 -4.6720 4.2980
3 3436 35 9 0.100 0.178 31.5  -0.72 4.6656 -3.3590 2.4190
4 3.6-3.8 3.7 14 0.156 0.334 51.8 -0.52 3.7856 -1.9690 1.0240
5 384.0 39 15 0.167 0.501 58.5 -0.32 1.5360 -0.4920 0.1570
6 4.0-4.2 4.1 8 0.089 0.590 32.8 -0.12 0.1151 -0.0140 0.0017
7 4.2-44 4.3 6 0.067 0.657 25.8 0.08 0.0384 0.0031  0.0002
8 4446 45 6 0.067 0.724 27.0 0.28 0.4704 0.1320 0.0369
9 4.6-48 47 5 0.056 0.780 23.5  0.48 1.1520 0.5530  0.2650
10 4.850 49 4 0.044 0.824 19.6 0.68 1.8496  1.2580 0.8550
11 5.0-5.2 5.1 5 0.056 0.880 25.5  0.88 3.8720  3.4070  2.9980
12 5.2-54 5.3 4  0.044 0.924 21.2 1.08 4.6656 5.0390  5.4420
13 5.4-5.6 5.5 4  0.044 0.968 22.0 1.28 6.5536 8.3890  10.737
14 5.6-5.8 57 2 0.022 0.990 114  1.48 4.3808  6.4840 9.5960
15 5.86.0 5.9 1 0.011 1.001 ~1 59 1.68 2.8224  4.7420 7.9660
5
> 90 379.4 42.24 18.0961 47.3698
i=1
Prilikom ra¢unanja kumulativnih relativnih fekven- 1L i i 777777777777777777777777777777777777777777777777 I
cija dolazi do greske ~ 0.001 zbog zaokruzivanja. | an "
Ukoliko se barata sa veéim brojem decimala ova 0.8 1 /'/./
greSka se smanjuje. i /
0.6 { /Y.
— 3794
Up=——=422mg ]
90 0.4 1
- 42.24 1
0 =14/ —— =0.68992 ~ 0.69 mg 02 1
89 ]
‘ m (mg)
1< 0 o - '
ZAkf f;  18.0961 4 >m, 5 6
n—1< 39 0.20 1 f, :
= = = =0.619 3
A &3 (0.69)°
Lk 0.15 1
. ‘
— S OAK - 47.;9698 -
i=1 1 :
¢ = -3 —3=-0.652 : :
s 4 (0.69)% A\
Raspodela je asimetricna udesno (v4 = 0.619) i  0.05 | i \'\_/\_7_
spljostena u odnosu na normalnu raspodelu (v§ = N
—0.652) 0 ' S
graficka procena medijane: m, = 4 mg m, 2 6 m (mg)

Merenjem visine u¢enika u nekom odeljenju osmog razreda dobijene su sledeée visine u cm:

183 166 171.2 182 173.5 163.5 176 186 188 193
164 185.5 175.5 189 175.5 181 184.3 171 191.2 181.5
173 165.3 186.2 177.5 176 182 168 178 182 184

a) Proceniti prose¢nu visinu u¢enika u odeljenju i standardnu devijaciju podataka razvrstanih u klase
Sirine 5 cm. Pritom, za donju granicu prve klase uzeti vrednost 160 cm.

b) Nacrtati histogram frekvencija i histogram kumulativnih frekvencija.

¢) Odrediti koeficijente asimetrije i spljoStenosti.
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Resenje:
Rastuéi niz izmerenih vrednosti je:

47

| 163.5 164 | 165.3 166 168 | 171 171.2 173 173.5 | 175.5
1755 176 176 1775 178 | 181 181.5 182 182 182
183 184 184.3 | 185.5 186 186.2 188 189 | 191.2 193
(cm) (cm) (cm) (cm) (cm?) (cm®) (cm®)
1 160-165 162.5 2 2 325 -16.33  533.338 -8709.406 142224.605
2 165-170 167.5 3 5 502.5 -11.33  385.107 -4363.259  49435.723
3 170-175 1725 4 9 690 -6.33  160.276 -1014.545 6422.067
4 175-180 1775 6 15 1065 -1.33 10.613 -14.116 18.774
5 180-185 182.5 8 23 1460 3.67  107.751 395.447 1451.290
6 185-190 1875 5 28 937.5 8.67  150.338  3258.572  28251.818
7 190-195 1925 2 30 385 13.67  373.738  5108.996  69839.972
7
> 5365 1721.161 -5338.311 297644.249
i=1
— 5365
= —— =178. ~ 178. §
¥ 30 78.8333 78.83 cm 30 1 ;lfl*_
1721.161 ]
G =]~ = 7.7039 ~ 7.70 cm 20
29
10 |
1k
3 .
n_lzgmfi.fz _% o b= | || el
= = = _0.403 160 170 180 190 cm
A &3 (7.70)3 £
1
8 ] —_—
L
> Ak fi 297644.249 6 |
noliS ~m
§ = = -3= -3 =-0.080
s &4 (7.70) 4
2 ]
Raspodela je asimetri¢na udesno (y4 = 0.403) i malo
spljoStena u odnosu na normalnu raspodelu (v§ = 0

—0.080)

Prilikom 50 merenja napona na nekom naponskom

voltima (V):

363.8 363.6 3654 3674  366.1
363.6 363.2 368.7 366.1 363.7
366.4 363.8 3659 3694 364.6
3679 365.3 3639 364.3 365.7
364.2 3623 3629 364.3 3634

364.8
367.3
365.8
366.9
363.2

160 170 180 190 A (cm)

izvoru dobijene su slede¢e vrednosti u

363.3 364.7 3629 367.1
365.1 3627 368.2 367.2
366.3 361.7 3664 367.6
365.4 363.3 365.3 364.1
363.8 3674 364.6 364.6

a) Dobijene vrednosti razvrstati u klase Sirine 1, pri ¢emu je donja granica prve klase 361.5 i nacrtati
histogram frekvencija i historgam kumulativnih frekvencija.
b) Proceniti srednju vrednost, medijanu, mod i standardnu devijaciju ovako sredenih podataka i

graficki proceniti medijanu i mod.
c) Proceniti asimetriju i spljostenost histograma.
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Resenje: Rastudi niz izmerenih vrednosti je:

| 361.7 362.3 | 362.7 362.9 3629 363.2 363.2 363.3 363.3 3634 |
363.6 363.6 363.7 363.8 363.8 363.8 363.9 364.1 364.2 364.3
364.3 | 364.6 364.6 364.6 364.7 364.8 365.1 365.3 365.3 365.4
365.4 | 365.7 365.8 3659 366.1 366.1 366.3 366.4 366.4 | 366.9
367.1 367.2 367.3 3674 3674 | 367.6 367.9 3682 | 368.7 3694
k granice hi  fi >, fi hifi Ah;  ARFfi A} fi Antfi
V) V) V) V) (V%) ) v
1 361.5-362.5 362 2 2 724 -3.08 18973 -58.436 179.984
2 362.5-363.5 363 8 10 2904 -2.08 34.611  -71.991 149.742
3 363.5-364.5 364 11 21 4004 -1.08 12.830 -13.857 14.965
4 364.5-365.5 365 10 31 3650  -0.08 0.064  -0.005 0.0005
5 365.5-366.5 366 8 39 2928 0.92 6.771 6.230 5.731
6 366.5-367.5 367 6 45 2202 1.92 22118  42.467 81.537
7 367.5-368.5 368 3 48 1104 2.92 25.579 74.691 218.098
8 368.5-369.5 369 2 50 738 3.92 30.733  120.473 472.252
8
> 18254 151.679  99.572  1122.3095
i=1
— 18254 151.679
= ——=365.08V o= =1.7594~1.76 V
T 7 19
99.572 50 z/c: .
YA = 7(1.745%4)3 = 0.373 - Asimetrija udesno 1At 777
40 1
1122.3095 7
. _ 49 _ ‘o ]
Vs = (1.7594)" — 3 = —0.61 - Spljostenost 07
20
25 —21
me = 364.5 + > -1=3649V
5 10
My = 363.5 + ——— -1 =364.25 V ; U (V)
3+1 0 — .\ : : ;
08 — 364.2 360 362 364 :\366 368 370
ka= W = 0.472 V - Asimetrija udesno fz m,
Do razlicitih vrednosti koeficijenta asimetrije dobi- 10 - -
jenih metodom momenata i Pirsonovim koeficijen- () | _
tom dolazi zbog razli¢itih metoda ra¢unanja koefici- H
jenata i zaokruzivanja, aproksimacija i sli¢no. 8 BRI
Grafickom procenom za medijanu i mod se dobija: 6
4 ]
me =364.8 V, m, =364.3V
2 ]
Za vrednosti procenjene graficki i dobijene racuna- 0 |/ o ' | U(V)
fem vaz: 360 362 /364 \366 368 370

m0<me<U

Me
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Prilikom odredivanja dometa pistolja izvrSeno je ispaljivanje pod uglom od 45° uvek pri istoj
brzini vetra. Pritom su dobijene sledeée vrednosti u metrima:

1639.8  1640.3 1641.1 16424 1639.2 1637.1 1641.2 1640.9 1636.1 1641.8
1636.9 1640.2 1638.6 1640.9 1640.2 1637.7 1639.8 16419 1637.3 1634.9
1641.5 16399 1641.9 1640.6 1638.3 1636.5 1639.5 1638.8 1640.2 1641.2
1640.9 1634.8 16359 1640.6 1640.4 1638.9 1639.4 1640.4 1640.4 1641.9
1637.7 1638.8 1639.3 16379 1638.1 1637.7 1640.5 1636.4 1638.1 1638.5

a) Dobijene vrednosti razvrstati u klase Sirine 1, pri ¢emu je donja granica prve klase 1634.5. Iz ovako
razvrstanih podataka proceniti srednju vrednost i standardnu devijaciju.

b) Nacrtati histogram frekvencija i histogram kumulativnih frekvencija.

c) Uporediti graficki procenjene vrednosti medijane i moda sa vrednostima dobijenim analitickom
procenom.

d) Odrediti koeficijente asimetrije i spljostenosti.

50
Resenje: i
40 |
Rastudi niz izmerenih vrednosti je: ]
30
| 1634.8 16349 | 1635.9 1636.1  1636.4 20 |
1636.5 | 1636.9 1637.1 1637.3 | 1637.7 10 |
1637.7  1637.7  1637.9 16381  1638.1 ol L]
1638.3 16385 | 1638.6 1638.8 16388 p 1634 1636 16331{ 1640 1642 x (mn)
i |
1638.0  1639.2 1639.3 1639.4 16395 | 0 | |
1639.8  1639.8  1639.9 1640.2  1640.2
8 1

1640.2  1640.3 16404 16404 1640.4

1640.5 | 1640.6  1640.6 1640.9  1640.9

4 |
1640.9 1641.1 1641.2 1641.2 1641.5 | r\—y»
0

1641.8 16419 1641.9 1641.9 16424 | T —
1634 1636 1638/164‘@1642 x (m)

m, m,
k granice v fi Yl wifi Az Azl Azlfi  Azx}f;
(m) (m) (m) (m)  (m* (m®) (m*)
1 1634.5-1635.5 1635 2 2 3270 -4.2 35.28 -148.176 622.339
2  1635.5-1636.5 1636 4 6 6544 -3.2 40.96 -131.072 419.430
3 1636.5-1637.5 1637 3 9 4911  -2.2 14.52 -31.944 70.277
4 1637.5-1638.5 1638 8 17 13104 -1.2 11.52 -13.824 16.589
5 1638.5-1639.5 1639 8 25 13112 -0.2 0.32 -0.064 0.013
6 1639.5-1640.5 1640 11 36 18040 0.8 7.04 5.632 4.506
7 1640.5-1641.5 1641 9 45 14769 1.8 29.16 52.488 94.478
8 1641.5-1642.5 1642 5 50 8210 2.8 39.90 109.740 307.328
8
Z 81960 178.7 -157.2  1534.96

&
Il
-
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1639.2 178.7
7= —1639.2 5= /=L — 19097 ~ 1.91
T m 7 19 m
95 — 27 3
m. = 1638.5 + 1=1639.5m m, = 16305+ == -1 = 1640.1 m

analiticka procena | graficka procena
me = 1639.5 m me = 1639.5 m
me = 1640.1 m m, = 1640.2 m

Za vrednosti procenjene graficki i dobijene racunanjem vazi:

157.2

Ty < me < mg; asimetrija ulevo Y4 = (L = —0.460 - Asimetrija ulevo

1.9097)3
1534.96

x _ 49 _ o
Vs = W —3=-0.646 - SpL]OStenOSt




Glava 4

Osnovi teorije verovatnoce

4.1 Osnovi kombinatorike

Da bi odredili verovatnocu ishoda u eksperimentu sa jednakoverovatnim razli¢itim rezultatima, po-
trebno je prebrojati ih. Cesto je korisno koristiti kombinatoriku, pogotovu u slu¢aju velikog broja
ponavljanja eksperimenata.

Polazi se od sledec¢ih pravila:

Pravilo zbira Ako se dogadaj jedne vrste moze pojaviti na m; nacina, dogadaj druge vrste na no
nacina, ..., dogadaj k-te vrste na nj nacina, tada se jedan dogadaj bez obzira na vrstu moze pojaviti
na ni + ng + ... + ng nacina.

Pravilo proizvoda Ako se dogadaj jedne vrste moze pojaviti na n; nacina, dogadaj druge vrste na
ng nacina, ..., dogadaj k-te vrste na nj nacina, tada se k dogadaja jedan za drugim mogu javiti na
Nn1N2...nj nacina.

1) Permutacije

Permutacija bez ponavljanja

Posmatrajmo skup od n elemenata. Bilo koji raspored ovih elemenata, u kome se svaki elemenat
samo jednom javlja, zove se permutacija bez ponavljanja, Sto se simbolicki zapisuje kao:

P(n) = n! - broj permutacija bez ponavljanja od n elemenata

Permutacija sa ponavljanjem

Ako se neki od n elemenata javlja k puta, neke permutacije ¢e biti medusobno identi¢ne, ras-
pored elemenata ¢e se ponavljati vise puta. Broj razli¢itih permutacija sa ponavljanjem je:

n!

Py(n) = o ako se samo jedan elemenat ponavlja k puta, ili
n!

Py s(n) = EEER ako se viSe elemenata ponavlja. Jedan k puta, drugi r puta a teéi s puta.
Irls!

2) Kombinacije

Kombinacija bez ponavljanja

Svaki podskup od k razlicitih elemenata skupa od n elemenata zove se kombinacija bez ponavlja-
nja. Broj razli¢itih kombinacija k-te klase od n-elemenata izracunava se kao:

Ck(n):(n>— n! nn—1)(n—2)-[n— (k—1)]

k) Kn-k)! ]

51
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Kombinacija sa ponavljanjem
Posmatrajmo n razlicitih vrsta elemenata i neka svaka vrsta elemenata sadrzi najmanje k
medusobno jednakih, tj. neka ih ima bar n — k. Broj kombinacija k-te klase od n elemenata sa
ponavljanjem se ra¢una kao:
— —1 . . .. .
Cr(n) = ( " +l]j; ) - broj kombinacija sa ponavljanjem

3) Varijacije
Varijacija bez ponavljanja
Svaki linearni raspored od k elemenata, nekog skupa od n elemenata (1 < k < n), naziva se
varijacija bez ponavljanja. Kako se od n elemenata moze napraviti Z razli¢itih kombinacija
k elemenata i kako se od kombinacija k-te klase dobija k! razlicitih varijacija, broj varijacija bez
ponavljanja je:
n

Vie(n) = < X >k‘—n(n1)[n(k‘1)]
Varijacija sa ponavljanjem
Ake se od nekog skupa od n razli¢itih elemenata obrazuju svi moguéi rasporedi od podskupa od
po k elemenata, tako da se u tim rasporedima jedan ili vise elemenata ponavljaju, dobijaju se
varijacije sa ponavljanjem k-te klase od n elemenata. Ukupan broj varijacija sa ponavljanjem
od n elemenata k-te klase je:
Vi(n) = nk.

Zadaci

Napisati sve permutacije od elemenata a, b, c.

Resenje:

abe bac cab
ach beca cba

= ukupno P(3)=3!=3-2-1=6

Napisati sve permutacije bez ponavljanja od elemenata 1, 2, 3, 4.

Resenje:
1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132

1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231

= ukupno P(4)=41=4-.3-2-1=24

1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

Napisati sve permutacije od elemenata a, a, b, c.

Resenje:

aabe baac caab
abac baca caba

abca becaa chaa 4! 4.-3-2
acab = ukupno  Py(4) = n= 3 = 12
acba

aach
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Koliko razli¢itih prirodnih Sestocifrenih brojeva moze da se napise od cifara: 1, 2, 2, 3, 3, 37
Resenje:
Trazimo broj permutacija od 6 elemenata, od kojih se ponavljaju dva jedne vrste i tri druge vrste:

6! 6-5-4-31 6-5-4

Pos6) = o3 = —orar - T

60

Na koliko se razli¢tih na¢ina mogu linearno poredati jedna kraj druge dve crne, tri bele i Cetiri
crvene kuglice?

Resenje:
Trazimo broj permutacija od 9 elemenata sa ponavljanjem, dva elementa jedne vrste, tri druge vrste
i Cetiri trece vrste:

99 9.8.-7-6-5

“oma - g 1200

P554(9)

Koliko razli¢itih legura daje pet razlicitih metala, ako u legure ulazi po tri metala?
Resenje:

Ovo je jednako broju kombinacija od 5 elemenata trece klase, bez ponavljanja:

5 5! 5-4-3! 5-4
Ca(5) = ( 3>:3!(5—3)!: B2 2

10

Napisati sve trocifrene brojeve koji se mogu dobiti od cifara 1, 2, 3, 4,1 5, u kojima su sve cifre
razlicite i uredene po veli¢ini.

Resenje:
123 234 345
124 235
125 245 [/ 5) 5 54
134 = ukupno 03(5)—( 3 )—— =10
135
145

Na koliko na¢ina moze da se podeli $pil od 52 karte na pola, tako da u svakom delu budu dva
keca?

Resenje:

Resenje je ekvivalentno izvlacenju 24 karata od 48, medu kojima nema keceva i dva keca od 4. Prvo
izvlacenje se ostvaruje na Co4(48) nacina, a drugo na Cs(4) moguca nacina. Kako svako izvlacenje
,he keceva” moze da se kombinuje sa izvlacenjem keceva, broj ovih kombinacija je:

48! 4!

~ =1.935...-10™

C24(48) - Co(4) = o o1

Od koliko elemenata broj kombinacija drugog reda iznosi 15?7

Resenje:
n\ n! B n-(n—1)-(n—-2)! B 5 B
<2)2!(n—2)!15 = =2 =n-(n—1)=30 = n*—n—-30=0

Resenja ove kvadratne jednacine su: nj; = 6 i ny = —5; reSenje ny = —5 nije moguce, = n = 6.
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Napisati sve kombinacije sa ponavljanjem Cetvrte klase od elemenata 1, 2, 3.

Resenje:
1111 1222 2222 3333
1112 1223 2223 o [(AF3-1Y (6
1113 1233 2233 - G = 4 ) “\ 4 ) -
1122 1333 2333 _6:-5-40
1132 o420
1133

Na koliko na¢ina se n predmeta moze podeliti na k osoba?
Resenje:

Uslovom zadatka je: n - broj klasa; k - broj elemenata; =  Ci(n)= ( ktn—1 )

Koliko ima ¢etvorocifrenih brojeva koji se mogu napisati ciframa: 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8
Resenje:

Trazeni broj predstavlja broj varijacija sa ponavljanjem od 8 elemenata cetvrte klase:

Ve(n) = 8* = 4096.

Na tiketu za sportsku prognozu ima 12 parova. Koliko razli¢ito popunjenih kolona obezbeduje
12 ta¢nih pogodaka?

Resenje:

Broj varijacija sa ponavljanjem od 3 elementa dvanaeste klase: = Vi2(3) = 312 = 531441.

Koliko treba popuniti kombinacija na tiketu sportske prognoze, ako se zna rezultat 5 susreta?
Resenje:

Kako na tiketu ima 12 parova, ostaje 7 susreta kojima treba pogoditi rezultat. Prema tome, radi se
o varijacijama sa ponavljanjem od 3 elementa sedme klase.

Vz(3) = 37 = 2187.

Koliko kolona na tiketu sportske prognoze treba popuniti, ako se zna da 7 susreta neée biti
nereseno?

Resenje:

Vi(n) - V(') = T5(3) - T(2) = 3 - 27 = 31104
V5(3) - za susrete za koje ne znamo rezultat

Vz(2) - za susrete za koje znamo da nece biti nereseni.

Koliko ima telefona u gradu ¢iji su brojevi petocifreni, ako su svi registrovani brojevi telefona
takvi da su im sve cifre razlicite? Koliko ih ima ako ako se cifre ponavljaju?

Resenje:

Ako se brojevi ponavljaju, brojeva telefona ima: V5(10) = 10° = 100000.
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Ako se cifre u telefonskim brojevima ne ponavljaju, brojeva ima: V5(10) = ( 10 > I 51,—05'| -5l =
10-9-8-7-6 = 30240.

4.2 Osnovni pojmovi teorije verovatnoce

Rezultat merenja fizicke veli¢ine u nekom eksperimentu unapred se ne moze jednozna¢no odrediti i
predstavlja sluc¢ajni dogadaj. Moze se odrediti samo njegova verovatnoca.

Ako se skup svih moguéih dogadaja-rezultata nekog eksperimenta obelezi sa {2, verovatnoca javljanja
svih dogadaja-rezultata eksperimenta, odnosno skupa €2 je takav da je:

P(Q)=1.
Slucajni rezultat, odnosno dogadaj nekog eksperimenta je bilo koji skup A koji je podskup od €.

4.2.1 Klasi¢na definicija verovatnoce

Verovatnocéa slucajnog rezultata nekog eksperimenta A se odreduje izrazom:

POy = i S

N
Na osnovu ove definicije verovatnocéa sigurnog dogadaja jednaka je: P(Q) = N 1.

Osnovni pojmovi teorije verovatnoce

e U toriji verovatnoce za skupovnu operaciju preseka koristi se termin proizvod.

e Za slucajne dogadaje A i B koji se medusobno isklju¢uju (ne mogu se desiti istovremeno) vazi
P(AB) =0.

e Ako se slucajni ishodi medusobno isklju¢uju, za skupovnu operaciju unije u teoriji verovatnoce
se koristi termin zbir. Verovatnoca zbira dogadaja koji se medusobno iskljuc¢uju je:

P(A+ B)=P(A)+ P(B)
e Ako dogadaji Aq, Ag, ... , A, koji se medusobno isklju¢uju ¢ine potpun sistem dogadaja (tj.
ako je njihova unija A1 J A2 ...l An = Q), verovatnoéa njihovog nastupanja je:
P(A))+ P(A2)+ ...+ P(A,) =1

e Suprotan dogadaj slucajnom dogadaju A je dogada] A. Posto A i A ¢ine potpun sistem do-
gadaja, tada je verovatnoca suprotnog dogadaja A:

P(A) =1 - P(A).

e Razlika dogadaja A i B je dogadaj koji se realizuje kada se
realizuje dogadaj A i ne realizuje dogadaj B, oznacava se
sa A\ B (vidi sliku 4.1). Verovatnoc¢a dogadaja A\ B je:

P(A\ B)=P(A) — P(AB)
Slika 4.1. Graficki prikaz razlike
dogadaja.
e Verovatnoca zbira dogadaja koji se medusobno ne iskljucuju je:

P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB)



56 Glava 4. Osnovi teorije verovatnoce

Uslovna verovatnoca

Verovatnoca slucajnog dogadaja (rezultata) A nekog eksperimenta, kada se dogadaj B veé desio i
kada dogadaj B utice na dogadaj A, verovatnoéa P(A|B) se ra¢una pomocu izraza:

P(BA)

P(B)

P(A|B) =

gde su: P(BA) verovatnoéa nastupanja dogadaja (rezultata) A i B, a P(B) verovatnoéa nastupanja
dogadaja (rezultata) B.

Posto se ostvario dogadaj (rezultat) eksperimenta B, skup €2 se svodi na B. Skup B sadrzi sve moguée
dogadaje (rezultate) A. Odavde se prema klasi¢noj definiciji verovatnoée dobija:

N(AB)

PAIB) = T3

gde su: N(AB) broj povoljnih dogadaja (rezultata) A kada se dogadaj (rezultat) B ve¢ desio, a N(B)
broj povoljnih dogadaja (rezultata) B.

Za visestruke uslovne dogadaje eksperimente vazi:

P(ABC) = P(A)P(B|A)P(C|AB)

Nezavisni dogadaj-nezavisni rezultati eksperimenta

Dogadaj (rezultat) A ne zavisi od dogadaja (rezultata) B, ako je P(A|B) = P(A), pa se dobija:
P(AB) = P(A)P(B)
Tada se kaze da su rezultati eksperimenta A i B statisticki nezavisni, ili kraée nezavisni.

Dogadaji koji se medusobno iskljuéuju, ako nijedan od njih nije skoro nemogué¢ dogadaj (P = 0) nisu
nezavisni.

Za dogadaje Ay, As,...,A,, da bi ¢inili nezavisan skup dogadaja nije dovoljno da budu nezavisni po
parovima, veé je potrebno da bude ispunjeno:

P(AjAs - Ap) = P(A))P(As) - - P(Ay).

Zadaci
Odrediti verovatnoé¢u da se pri bacanju dva novéica pojave dva grba.
Resenje:
GG
IGD:[g)f:I;lo, mogudi ishodi su: ]GD£ —~ 4moguéaishoda = P(GG)= i
PG

Odprediti verovatnoc¢u da se pri bacanju jednog novéica i jedne kocke pojavi zeljena kombinacija.

Resenje:
Gl P1
G2 P2
P . G3 P3 . . 1
hodi su: ¢ J=—
mogudi ishodi su G4 P4 = 12 moguéih dogadaja = P(komb.) B
G5 P5

G6 P6
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U kutiji sa cetiri cedulje oznacene brojevima 1, 2, 3 i 4 na slucajan nacin se izvlace jedna po
jedna, sve dok se ne izvuce cedulja sa neparnim brojem. Odrediti verovatno¢u da se na ovaj nacin
izvuce cedulja sa brojem 4, pa sa brojem 2 i na kraju sa brojem 1.

Resenje:
1 21 241
. L 3 23 243 . . 1
Moguéi dogadaji su: A 401 10 moguéih dogadaja = P(421)—1—0
43 423

U kutiji je 5 kuglica, dve bele i tri crne. Iz kutije se na slu¢ajan nacin izvlaci jedna kuglica.
Kolika je verovatnoca da je izvucena kuglica bela.
Resenje:

2
C’BCBC = 5 moguc¢ih dogadaja, 2 dogadaja su pozitivna, = P(B) = —

Mogudi dogadaji su: E

U jednoj prodavnici je k ispravnih sijalica i m neispravnih. Kupac je slu¢ajno odabrao jednu
sijalicu. Odrediti verovatno¢u da je odabrao ispravnu sijalicu.
Resenje:

Od k + m moguéih dogadaja, k je pozitivno, = PA)=—

Nacéi verovatnocu da se pri istovremenom bacanju dve kocke dobije zbir 10.
Resenje:

Pri istovremenom bacanju dve kocke moguéi su sledeéi dogadaji:

11 21 31 41 51 61
12 22 32 42 52 62

13 23 33 43 53 63 o @2 . .
Znaci, 6 = 36 dogadaja odgovaraju 3 _ 1
14 24 34 44 54 postavljenom uslovu, = P(0)= 36 12

15 25 35 45 65

16 26 36 56 66
Nacéi verovatnocu da se pri istovremenom bacanju tri kocke dobije zbir manji od 6.
Resenje:

Dogadaji koji odgovaraju uslovima zadatka su:

111 211 311

112 212

113 221 N Broj moguéih dogadaja je 63 = 216, . p_ 10 5
121 a broj pozitivnih dogadaja je 10 216 108
122

131

Sta je verovatnije dobiti pri istovremenom bacanju tri kocke, zbir 11 ili 127
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Resenje:
Mogudéi dogadaji pri istovremenom bacanju tri kocke su:

146 236 326 416 515 614
155 245 344 425 524 623

. 164 254 353 434 533 632 63 = 216 mogucih dogadaja 27
bir 11; = - =
zoir 1L 263 362 443 542 641 97 pozitivnih dogadaja ~ — L 1) =576

335 452 551
461
156 246 336 426 516 615
165 255 345 435 525 624 . o
s 12 264 350 444 534 633 ) 20 mosucih cosadaa P12~ 25
; 363 453 543 642 pozitivnih dogadaja = 916
462 ‘;2? 651 = P(11)> P(12)

Izrac¢unati verovatnocu da se u n bacanja novci¢a m puta pojavi grb.
Resenje:
Neka je n - bacanja novéica (isto je kao i bacanje n novéiéa odjednom) = 2™ moguéih dogadaja

broj pozitivnih dogadaja, odnosno m pojave grba je N n n!
jednak broju kombinacija od n elemenata n-te klase
!
tako da trazena verovatnoé iznosi: P(m < n) = v
2" m! (n —m)!
Izvodi se gadanje u metu koja se sastoji iz tri oblasti, kao Sto je
prikazano na slici. Verovatnoéa pogodaka u zonu I je P(I) = 5/100, u zonu i
ITje P(IT) =10/1001iuzonu III je P(III) = 17/100. Odrediti verovatnoéu
pogodtka u metu.

Resenje:

Dogadaji I, IT i 111 se iskljucuju, pa se radi o verovatnodi zbira dogadaja
koji se iskljucuju, pa je trazena verovatnoca:
PI+1II+II)=PI)+PUI)+PUII) = > + 10 + r_ 32

- ~ 100~ 100 100 100

U kutiji se nalazi 8 crvenih, 6 plavih i 14 bezbojnih kuglica. Kolika je verovatnoéa da se izvuce
plava ili crvena kuglica?

Resenje:

Onzacimo verovatnocu da se izvuce crvena kuglica sa P(C'), a verovatnoéu da se izvuce plava kuglica
P(P). Sada je:
8 2 6 3 2 3 7 1

Prilikom gadanja u metu sa tri zone, kao u zadatku 4.26, verovatnoca pogodaka zone I je
P(I) =0.16, zone II P(II) =0.241zone I1I P(III) = 0.17. Odrediti verovatnoéu promasaja mete.

Resenje:

Verovatnoca pogodka u metu iznosi: P(I+11+I11) = P(I)+P(II)+P(I1I) = 0.164+0.2440.17 = 0.57,
pa je verovatnoca promasaja: P(Prom.) =1—P(I +II+1I)=1-0.57 =0.43
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Bombarduju se tri skladista municije, pri ¢emu se baca samo jedna bomba. Verovatnoca da
ona padne na prvo skladiSte iznosi 0.01, na drugo 0.008, a na treée 0.025. Ako bomba padne na jedno
od tri skladista, onda ona unistava sva tri. Naéi verovatnocéu da ¢ée sva tri skladista biti unistena.

Resenje:

A - razorena skladista; A =T+ TT+ 111 (I, IIiIII se iskljuc¢uju)
P(A) = P(I) + P(II) + P(III) = 0.01 + 0.008 + 0.025 = 0.043

Izracunati verovatnoéu da se u tri bacanja novéi¢a broj (pismo) pojavi najmanje dva puta.
Resenje:

Prema uslovu zadatka n = 3 - broj moguéih ishoda je 23

m>2 = m=2im=3 - broj pozitivnih ishoda je (2) =3i (3> =1

n! n! 3! 3!

P: =
P mal(n —ma)l | Pmal(n—my)l | 22 (3-2) | 22351(3 - 3)!

Jedna lutrija od 10000 lozova ima 150 robnih i 50 nov¢anih nagrada. Kolika je verovatnoca da
jedan loz dobije nagradu, bez obzira da li je nov¢ana ili robna?

Resenje:
P(A) = 150 verovatnoca robnih nagrada, P(B) = 50 verovatnoc¢a novcanih nagrada
~ 10000 srac, ~ Toogo = srac,

trazena verovatnoda iznosi P(A+ B) = P(A) + P(B) =0.02

= 10000 10000

Kolika je verovatnoc¢a da se pri bacanju kocke dobije neparan broj, pod uslovom da je broj
koji se ostvario manji od 57

Resenje:

Broj moguéih ishoda bacanja kocke je 6, neka je A ishod da se pojavi broj manji od 5, a B ishod da
se pojavi neparan broj,

4 2
P(A) = 63 (jer ima 4 broja manja od 5),

1
P(AB)=2- g (ima dva neparna broja manja od 5, a verovatnoéa javljanja jednog od njih je 1/6),
PAB) 3 1
P(4) 3

trazena verovatnocéa iznosi P(B|A) = =35

Ovaj zadatak se moze uraditi i koris¢enjem klasi¢ne definicije verovatnoce:

ima N = 4 moguéa ishoda, tj. 4 broja manja od 5 i N(A) = 2 pozitivna ishoda, tj. dva neparna
NA) 2 1

broja manja od 5 (11 3), pa je trazena verovatnoéa: P = N —1-3

Ako se izvlacenjem jedne karte iz Spila od 52 karte dobije karta crvene boje, naéi verovatnoéu
da je izvucena desetka.

Resenje:
. . . . , . 26 1
Neka je ishod B izvlacenje crvene karte, a njegova verovatnoca je P(B) = iRk
2
verovatnoca da je izvucena crvena desetka je P(AB) = 55 = 55 (ima dve crvene desetke),

pa verovatnoca da je izvucena crvena desetka, ako je izvucena crvena karta iznosi
P(AB) = P(AB) 5 1
~ P(B) % 13
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Prema klasi¢noj definiciji verovatnoce:

Znamo da je izvuCena crvena karta, u S$pilu ima 26 crvenih karta, pa je N = 26 moguéih ishoda;

kako ima po dve karte istog broja i iste boje, tada ima N(A) = 2 pozitivna dogadaja, pa je trazena
N(A) 2 1

fnoda: P= 2 = = — —
verovatnoca N 2% 13

U kutiji ima 8 belih i 10 crnih kuglica. Dva puta uzastopno se izvlaéi po jedna kuglica, bez
vracanja izvucene kuglice u kutiju. Naéi verovatnoé¢u da su obe kuglice bele.

Resenje:

8
Neka je A - dogadaj da je prva izvucena kuglica bela, P(A) = I

i neka je B|A - dogadaj da je druga kuglica bela; kako posle prvog izvlacenja ostaje 17 kuglica u
kutiji, od kojih je 7 belih, verovatnoéa ovog ishoda je P(B|A) = A
8 7 28

Trazena verovatnoca je P(AB) = P(A)P(B|A) = BT 103

Student je doSao na ispit znajuéi 25 od 34 postojetih pitanja. Na ispitu se izvlace tri pitanja.
Nadi verovatnocu da ¢e student znati odgovor na sva tri pitanja.

Resenje:
. . 25 24 23
Trazena verovatnoca je P(ABC) = P(A)P(B|A)P(C|AB) = 3433 33 - 0.384
2
P(A) = 3—2 - verovatnoca da zna odgovor na prvo pitanje,
24
P(B|A) = — - verovatnoda da zna odgovor na drugo pitanje, ako je znao prvo,

33
23
P(C|AB) = 3 verovatnoc¢a da zna odgovor na treée pitanje, ako je znao prva dva.

(%)

- verovatnoca da izvuce 3 pitanja od 25 na koja zna odgovor, (

Prema klasi¢noj definiciji verovatnoce je: P =

gde je: ) - verovatnoca

25
3
da od 9 pitanja koja nezna ne izvuce ni jedno,

0

( 33 ) - verovatnoca da izvuce 3 pitanja od 34, sto u stvari predstavlja sve mogucée dogadaje.

Verovatnoca da se realizuje dogadaj A u svakom ponavljanju eksperimenta je ista i iznosi 0.2.
Eksperiment se ponavlja dok se ne realizuje dogadaj A. Naéi verovatno¢u da se dogadaj A realizuje
u cetvrtom eksperimentu.

Resenje:

P=02 P=1-P=1-02=0.8 (svaki od eksperimenata je nezavisan)

Py =PPPP=(08)%-0.2=0.1024

Iz spila se izvlaci 11 karta, jedna po jedna. Kolika je verovatnoca da ¢e tek jedanaesta karta
biti as.

Resenje:

Verovatnoca da se izvuce as;  verovatnoca da se ne izvuce as

4 _ 4 48 o
1.)  P(1)= % Ply=1-P1)=1- % = 2—%, u prvom izvlacenju
2) P(2)= Rl P2)=1-P(2)=1- o U drugom izvlagenju
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4 — 4 46
3.) P@3)= 50 P3)=1-P@3)=1- 0= U treéem izvlagenju
10 ) P(10) = 4 P(10) =1—P(10) = 1 — 43 u desetom izvlagenju
' _443 - VT RRVEE aviacen)
11.) P(11) = —
) P =

48 47 39 4 164
43 42 4165

trazena verovatnoca iznosi: Py = P(1) P(2)... P(10) P(11) = = E

U metu se gada iz dva topa. Verovatnoc¢a da prvi top pogodi metu iznosi 8/10, a da drugi top
pogodi metu iznosi 7/10. Naéi verovatnoéu da meta bude pogodena jednim od topova, ako se gada
istovremeno iz oba topa.

Resenje:

P(A)=— P(B) = —; P(A) i P(B) se medusobno ne isklju¢uju, a nezavisni su
8 7 8 7 94

P(A+ B) = P(A) + P(B) = P(AB) = P(A) + P(B) = P(A)P(B) = 15+ 15~ 10" 10 = 100

Kolika je verovatnoca da ¢e se na dvema bacenim kockama dobiti zbir 9, ili ako se to ne dogodi
da se pri ponovljenom bacanju dobije zbir 77

Resenje:

Broj moguéih dogadaja pri bacanju dve kocke: 62 = 36
9 se moze dobiti kao: 6+3; 54+4; 4+5; 346; tj. na 4 nacina, pa je

4 1 .. — 1 8
P(9)—%—§,adasenedoblje9P(9)—1—P(9)—1—§—§
6 1
Broj 7 se moze dobiti kao: 6+1; 5+2; 4+3; 3+4; 2+5; 146 tj. na 6 nacina, pa je P(7) = il
- Verovatnodéa da se u prvom bacanju ne dobije 9, a u drugom dobije 7 iznosi:
_ _ 8 1 4
P(O-7)=P(O)-P(7)= .- = —
@-1)=PO) P(N) =5 ==
- Verovatnoca da se padne 9, ili ako se to ne dogodi, da se drugom bacanju dobije 7 iznosi:
_ _ 1 4 7
PO+9-1)=P9)+PO9) -PT)==+—=—
(9+9-7)= P©) + PO)- P(7) = 5 + o = o

Jedan eksperiment, u ¢ijem se svakom ponavljanju moze sa verovatnotom 1/9 realizovati
slucajan dogadaj A izvodi se n-puta pod istim uslovima. Koliko treba da bude n pa da verovatnoca
nastupanja dogadaja A ne bude manja od 0.77

Resenje:
1 — 8
PA) =5 PA)=1-P(4) =
_ s\ "
Verovatnoca da se A nece realizovati u n eksperimenata je: P(A,) = (9)
a verovatnoca da se realizuje bar jednom u n eksperimenata je: P(A4,)=1— 3)
8\" 8\" 8\" 8
je: 1—( =] >0. 3> = log0.3 > 1 -] =nl —
pa je <9> >0.7, = 03_(9> = og03_og<9) nog(g)
n— 1803 0999011
log (8/9)

Ako se kocka baca 4 puta, kolika je verovatnoca da ¢ée bar jednom pasti Sestica?
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Resenje
1 - 5 :
P(6) = 6 P(6)=1—-P(6) = g Uprvom bacanju
5 2 5\3
P(6) = <6) ,  udrugom bacanju; P(6) = <6) u tre¢em bacanju
4 4

— ) 625 ) 671

P(6) = <6> = 1906 U cetvrtom bacanju;  pa je trazena verovatnoca: P(6) =1 — (6) = 1506

4.3 Raspodela verovatnoce diskretnih slucajnih velic¢ina

Dogadaj, odnosno rezultat eksperimenta koji se unapred ne moze odrediti, naziva se sluc¢ajni dogadaj,
odnosno slucajni rezultat. Ako se takvom dogadaju pridruzi brojna vrednost neke veli¢ine X, takva
veli¢ina se naziva slu¢ajna velic¢ina ili slu¢ajna promenjiva.

Slucajna velicina X, koja u ispitivanju uzima vrednost iz kona¢nog ili prebrojivo beskona¢nog niza

vrednosti x1, 3, ... , T, , pri cemu svakoj vrednosti odgovara verovatnoca p,, i vazi > p, = 1, naziva
n
se diskretna sluéajna promenjiva.

Kumulativna raspodela verovatnocda ili funkcija raspodele F(z) diskretne slucajne veli¢ine X
jednaka je sumi verovatnoca p; koje odgovaraju vrednostima z; manjim od z;, tj. Fi(x) = > p;.

<z
0 za T <X
p1 za 1 << To
F(x)=4 p2 za T9 < x < I3
1 za r < T,

Kumulativna raspodela verovatnoce potpuno odreduje slucajnu veli¢inu.

Najvaznije osobine funkcije raspodele:
1.) za 1 < x9; F(x1) < F(x2)
2.) za sve vrednosti = iz skupa realnih brojeva 0 < F(z) < 1

Ako sluéajna promenjiva uzima vrednost iz prebrojivog skupa {1, 2, ...}, niz p1, pa, ... naziva se
zakonom raspodele verovatnoce. Zakon raspodele verovatnoce se najcesée prikazuje poligonom.

4.3.1 Parametri diskretnih raspodela
e Matematicko ocekivanje slucajne velicine X: F(X) = Z TiDi
i=1

e Mod M, je vrednost slu¢ajne veli¢ine sa najvec¢om verovatno¢om javljanja

1
Medijana M, je reSenje jednacine F'(z) = —; mogude je da ne postoji jedinstvena vrednost x;

kao reSenje te jednacine, pa je onda medijana jednaka:

1
P(X < Me(X) < & < P(X < Me(X))
e Standardna devijacija o i disperzija D(X) =0?: 0 = E(X — BE(X)) =

n
. 7)3p.
. . . E(X — B(X))3 z::l(f” 7)°pi
Koeficijenat asimetrije v4: y4 = 3 = 3
o o
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n
) R 210 o 216.0) L = A
¢ Koeficijenat spljostenosti v§: vg = 1 =
o

4.3.2 Binomna raspodela

Neka se posmatra u IV eksperimenata neki dogadaj koji se javlja n puta sa verovatnotom p. U
preostalih N — n eksperimenata zeljeni dogadaj se ne javlja, a verovatnoc¢a da se ne javi iznosi 1 — p.
Kako se pozitivan dogadaj eksperimenta javlja n puta i nepovoljan N —n puta, Sto se moze ostvariti

|
na < ]T\[ ) = % nacina, a verovatnoca nastupanja takvog dogadaja jednaka je:
n! —n)

N! N
B _ "l — N—n _ "] — N—n
~(n,p) TN —n)? (1-p) ( n )p (1-p)
Parametri binomne raspodele

e Matematicko ocekivanje: E(X) = Np

e Standardna devijacija: o = \/Np(1 — p)

1—-2
e Koeficijent asimetrije: yv4 = .
np(1 —p)
1—6p(1l—
e Koeficijent spljostenosti: 75 = (pl()m
np\l —p
Rekurentne relacije:
N-n+1 p
By(n,p) = - EBN(TL 1,p)
n+l1-—p
Bu(n,p) = X 2P py(n+1,p)

Vrednosti verovatnoca pojavljivanja slucajne veli¢ine sa Binomnom raspodelom date su u tabeli A,
na strani 177.

4.3.3 Poasonova raspodela

Binomna raspodela prelazi u Poasonovu kada broj eksperimenata tezi beskonacosti i kada je verovatnoca
javljanja pozitivnih dogadaja veoma mala, odnosno:
A?’L

By(n,p) S oN e Py(n) = He_

A

za A < 1, A" monotono opada sa porastom n, pa Py(n) opada monotono
za A > 1, A" raste sa porastom n, pa P(n) ima maksimum u okolini A =n

Poasonova raspodela je pogodna za opisivanje raspodele verovatnoé¢a veoma retkih dogadaja (p — 0)
koji su medusobno izolovani, ne uticu jedni na druge, tj. koji su proizvod c¢iste sluc¢ajnosti.

Parametri Poasonove raspodele
e Matematicko ocekivanje: E(X) = A

e Standardna devijacija: o = VA

e Koeficijent asimetrije: v4 =

Sl-

e Koeficijent spljostenosti: 75 =

> =
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A
Rekurentna relacija: Py(n)==Py(n—1)
n

Vrednosti verovatnoéa pojavljivanja sluc¢ajne veli¢ine sa Poasonovom raspodelom date su u tabeli B,
na strani 180.

Zadaci

Posuda sadrzi kuglice numerisane brojevima 1, 2, 3, 4, 5 ¢iji je odnos u posudi 2:5:4:3: 1.
Definisati slucajnu velicinu X tako da su njene vrednosti cifre oznacene na kuglicama izvucenim
nasumice iz posude, pa nadi zakon raspodele verovatnoce te slucajne velicine i prikazati ga tabelarno.

Resenje:

Ako wukupno ima 15 kuglica, prema x; Di

klasi¢cnom zakonu verovatnoce, odgovarajuée 1 2/15

verovatnoée su: p; = 2/15, py = 5/15, 2 5/15

p3 =4/15, py = 3/151 ps = 1/15. 3 4/15
4 3/15

Zakon raspodela verovatnoca je dat u tablici. 5 1/15

Eksperiment se sastoji u trostrukom bacanju dinara. Ako je u svakom bacanju novéiéa
verovatnocéa pojave grba 1/2 (radi se o tzv. ,fer” novéi¢ima), i ako X oznacava broj grbova, naéi
raspodelu verovatnoée i kumulativnu raspodelu verovatnoée slucajne promenjive X i prikazati ih
tabelarno.

Resenje:

Ukupan broj moguéih realizacija 3 bacanja dinara (moguéih dogadaja

k t 23: Ti  Pi i
eksperimenta) je 2°; \ " 0 0125 0125
Grb se javlja z puta, broj pozitivnih dogadaja: ( . > = ﬁ; 1 0.375 0.5

3 (3 - o)t 2 0375 0.875
verovatnoée bacanja: P = m 3 0125 1

Dve kocke za igru se bacaju istovremeno. Sluc¢ajna veli¢ina je zbir brojeva sa obe kocke.
a) Graficki prikazati raspodelu verovatnoce.
b) Odrediti matematicko o¢ekivanje i standardnu devijaciju ovako definisane slu¢ajne veli¢ine.

5

Resenje: Lo Di

1 2 0.028
Moguéi dogadaji su: 9 3 0.056
L1 2,1 31 41 51 6,1 3 4 0083
1,2 2,2 3,2 42 52 6,2 4 5 0111
L3 2,3 33 43 53 6,3 5 6 0.139
1,4 2,4 3,4 44 54 6,4 6 7 0167 S —
1,5 2,5 3,5 45 55 6,5 7 8 0.139 0 2 4 6 8 10 12 x
1,6 2,6 3,6 4,6 5,6 6,6 8 9 0.111 11

. , 9 10 0.083 EX)=2X zi-pi=T

T uglma vrfdnostl 2, 3,“...,. 11é 12; 10 11 0.056 i=1
broj moguéih kombinacija je 6 = 36 11 12 0.028 11

i=1
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Nacrtati binomnu raspodelu verovatnoce za 10 eksperimenata, pri ¢emu se pozitivni dogadaj
javlja sa sledeé¢im verovatno¢ama:

a) p=0.2;
b) p = 0.5;
c)p=038

Sve tri raspodele nacrtati na istom grafiku.
Resenje:

Racunanje verovatnoca za binomni zakon raspodele je najlakse uraditi koriséenjem rekurentnih relacija,
npr. relacije:
N-n+1 p
BN(nap): BN(nflap)'
n 1-p
Naime, najpre se izracuna verovatnoca za n = 0, pa preko rekurentne relacije za n = 1, i tako redom,
dok se ne dobiju sve trazene verovatnoce za trazeni binomni zakon verovatnoca.

a)p=02;1-p=0.8 N=10 b) p=051—-p=0.5;N=10
. _ 10' 0 10 _ . _ 10' 0 10 __
B1p(0;0.2) = TR (0.2)?-(0.8)'Y = 0.1074 B1p(0;0.5) = ool (0.5)?-(0.5)' = 0.0010
n  A=mEL P Bi(n,p) n  S=mEL P By(n,p)
0 - — 0.1074 0 - — 0.0100
1 10/1 1/4  0.2684 1 10/1 1 0.0090
2 9/2 1/4  0.3020 2 9/2 1 0.0439
3 8/3 1/4  0.2013 3 8/3 1 0.1172
4 7/4  1/4  0.0881 4 7/4 1 0.2051
5 6/5 1/4  0.0264 5 6/5 1 0.2461
6 5/6 1/4  0.0055 6 5/6 1 0.2051
7 4/7  1/4  0.0008 7 4/7 1 0.1172
8 3/8 1/4  0.0001 8 3/8 1 0.0439
9 2/9 1/4 0 9 2/9 1 0.0098
10 1/10  1/4 0 10 1/10 1 0.0010
c)p=081—p=0.2; N=10
B10(2;0.2) = 0.0001 By (n;p) =02 =08
— 0.3 A
n Tl P Bu(np)
0 — — 0
1 10/1 4 0 02 1
2 9/2 4 0.0001
3 8/3 4 0.0008
4 7/4 4 0.0055 0.1
5 6/5 4 0.0264
6 5/6 4 0.0881 0
7 4/7 4 0.2013
n
8 3/8 4 0.3020 0 2 4 6 8 10
9 2/9 4 0.2684
10 1/10 4 0.1074
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Nacrtati raspodelu verovatnoée u slu¢aju da se posmatrani dogadaj uvek javlja sa sa verovatno¢om
p = 0.2, za seriju od :
a) 6 eksperimenata,;
b) 12 eksperimenata;
c) 48 eksperimenata.
Sve tri raspodele nacrtati na istom grafiku.
a)p=02;1-p=08 N=6
Resenje: 6!

. _ 0 6 _
Kao i u zadatku , verovatnoée po bi- B5(0;0.2) 0!- 6! (0.2)7- (0.8)" = 0.2621
e e e~ =
’ 0 - - 0.2621
1 6/1 0.25  0.3932
N-n+1 2 5/2 0.25  0.2458
By (n.p) = #%BN(”_ Lp)- 3 4?3 0.25  0.0816
4 3/4 0.25  0.0154
Najpre se izracuna verovatno¢a za n = 0, pa 5 2/5 0.25 0.0015
preko rekurentne relacije za n = 1, i tako redom. 6 1/6 0.25  0.0001
b) p=02;1-p=08 N =12 c)p=02;1-p=0.8; N =48
12! 48!
B12(0;0.2) = 1ol (0.2)Y - (0.8)'% = 0.0687 Bys(0;0.2) = 0!_7848! -(0.2)° - (0.8)%8
PR S T Ba(np) =223-1075~0
0 - —0.0687 n  f=mEL P By(n,p)
1 12/1  0.25  0.2061 0 - - 0.0000
2 11/2  0.25  0.2834 1 48/1  0.25  0.0003
3 10/3  0.25  0.2362 2 47/2  0.25  0.0016
4 9/4 0.25  0.1329 3 46/3  0.25  0.0060
5 8/5 0.25  0.0532 4 45/4  0.25  0.0170
6 7/6 0.25  0.0155 5 44/5  0.25  0.0373
7 6/7 0.25  0.0033 6 43/6  0.25  0.0668
8 5/8 0.25  0.0005 7 42/7  0.25  0.1000
9 4/9 0.25  0.0001 8 41/8  0.25  0.1284
10 3/10  0.25  0.0000 9 40/9  0.25  0.1427
1 2/11  0.25  0.0000 10 39/10 0.25 0.1391
11 38/11 0.25  0.1201
B, (n;p) 12 37/12  0.25  0.0926
13 36/13 0.25  0.0556
14 35/14 0.25  0.0347
15 34/15 0.25  0.0197
16 33/16 0.25  0.0101
17 32/17  0.25  0.0047
18 31/18 0.25  0.0021
19 30/19 0.25  0.0008
20 29/20 0.25  0.0002
21 28/21 0.25  0.0001
22 27/22  0.25  0.0000
23 26/23 0.25  0.0000
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Prikazati graficki Poasonove raspodele verovatnoce za koeficijente:

a) A=1;
b) A = 2;
c) A=4;
d) A=38,

u zavisnosti od slucajne veli¢ine n. Sve raspodele nacrtati na istom grafiku.
Resenje:

A
Verovatnoce su izra¢unate koriséenjem rekurentne relacije: Py(n) = —Py(n — 1).
n

0

2
10 b) A=2; P(0)= = -e2=0.135

a) \=1; P(0)= o ce~t=10.3679 o

n 2 PN 0 — 0135

0 - 0368 1 2/1 0271

1 1/1 0.368 2 2/2 0271

2 1/2 0.184 3 2/3 0.180

3 1/3 0.061 4 2/4 0.090

4 1/4 0015 5 2/5 0.036

5 1/5 0.003 6 2/6 0.012

6 1/6 0.001 7 2/7 0.003

7 1/7 0.000 8 2/8 0.001

9 2/9 0.000

80

40 d) A =8 P(0) = 5 e " =0.00034 =0
c)A=4; Py(0)=— e *=00183 g1 '
0! Py(1) = 77 - €% = 0.0027 ~ 0.003
n 2 PXN[n 2 PO R

0 - 0018 | 7 4/T 0060 no 5 B
1 4/1 0073 | 8 4/8 0.030 0 - 0.000
2 4/2 0147 | 9 4/9 0.013 1 8/1 0.003
3 4/3 0.195 | 10 4/10 0.003 2 8/2 0.011
4 4/4 0195 | 11 4/11 0.002 3 8/3 0.029
5 4/5 0156 | 12 4/12 0.001 4 8/4  0.057
6 4/6 0.104 | 13 4/13 0.000 5 8/5 0.092
6 8/6 0.122
7 8/7 0.140
8 8/8 0.140
9 8/9 0.124

10 8/10 0.099
11 8/11 0.072
12 8/12  0.048
13 8/13  0.030
14 8/14 0.017
15 8/15 0.009
16 8/16 0.005
17 8/17  0.002
18 8/18 0.001
19 8/19  0.000

Iz partije od 20 proizvoda, od kojih je 7 skart, izabran je na slucajan nacin uzorak od 4
proizvoda. Ako se sa X oznaci broj skartova u uzorku, tj. ako je X sluc¢ajna veli¢ina, naci raspodelu
verovatnoce slucajne veli¢ine X i prikazati je graficki.
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Resenje:
N = 20 proizvoda; Od 20 proizvoda broj moguéih dogadaja je:
m = 7 skarta, = 4 se uzima na sluéajan = N\ _ (20
n = 4 izabrana proizvoda nacin n ) 4
Pozitivni dogadaji su:
0 skart 4 dobra
1 skart 3 dobra; N pozitivni dogadaji se m\ ([ N-m\_ (7} 13 nadina
2 gkarta 2 dobra; mogu ostvariti na: x n—= T\ =z 4—x
3 skarta 1 dobar;
4 skart 0 dobra;
zakon raspodele verovatnoca: .
1
(m)( N—m) T; Di F(x;) 0.4 |
iy n—= 0 0.1476 0.1476
P= N ' 1 04132 05608 O
n 2 0.3381 0.8989 0.2 1
3 0.0939 0.9929 ]
Ova raspodela se naziva 4 0.0072 1 0.1
hipergeometrijska raspodela; : 0 " " " —
verovatnoca je uslovna. o 1 2 3 4 5 X

Izvesti izraze za matematicko ocekivanje i standardnu devijaciju binomne raspodele.

Resenje:
o0

Matematicko ocekivanje: E(X) = Z x;p;; za binomnu raspodelu vazi: = n, a kako je broj moguéih
i=1

ishoda N, umesto oo se piSe N, pa se za matematicko ocekivanje dobija:

E(X) :ﬁ%n( ]X )p"(l—p)N_" = ﬁ:n< ]:Z )p”(l—p)N‘"=pZN:n( ];Z )p”‘l(l—p)N—"

n=1

a NN-1)! .~ L A DT .
p;nn(n—(l)!(N)—n)!pn -nt pNnZl(n—(l)!(N)—n)!p -p"=
N N1
(smenan—1—n)= pNZ n('é\jfv——li')'pn(l PN — N Z < NT; 1 )p”(l )Nl
n=0 " n=0

N-1
N —-1)!
(Njutnov obrazac (a +b)V ! = Z MGN_l_nbn; a=1-p, b= p> :

n=0

Standardna devijacija: o(X) = (xv; — B(X))p; = (22 —22E(X) + E(X)?)p; =
i=1 i=1

oo (oo} (oo} oo oo oo
S atp -2 wBE(X)pi+ > BE(X)2p = | > a?p; —2B(X) Y api+ E(X)2Y pi =
=1 =1 =1 =1 =1 =1
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$ iE(XZ) —2B(X)? + E(X)? = VE(X?) - (B(X))% (B(X))* = N?p’
=1

2 2 N - n N—n
E(X):an n_l—)!p (1-p)" "=

n=1

N-1
N!
—1-k) § (k 1—’““1— N-k+l
(smena n — 2 + k'N k—l)p (I-p)

N-1

N—

,_.

N-1

— ! N—k—1 N! % Neko1
=pN 1= (1 - -
P ' k‘ ) ( p) +pz k!(N—k‘—l)!p( p)
k=0 k=0
N-1 _1)
(Njutnov obrazac) = pN ' N . ) (1 7p)N7k71 4 pN =
k=0
N—2
(V-1 n+1 N—n—2 .
(smena k —1 —n) kaZ:On!(N—n—Q)!p (1-p) +pN =
N— 1 2)
P°N kZ:O mpnﬂ(l —p)N7""2 L pN = (Njutnov obrazac) = Np*(N — 1) + Np

o(X)=/E(X?) - (E(X))2 = /Np* (N — 1)+ Np— (Np)? = \/Np(1 — p)

Izvesti izraze za matematicko ocekivanje i standardnu devijaciju Poasonove raspodele.

Resenje:
o0

Matematicko ocekivanje: E(X) = Z x;p;; za Poasonovu raspodelu vazi: x = n pa se dobija:

0 _k)\n © N /\/\n 1 N > An—1
X):Zne H:Z PP —)\ Zn—l (smenan—1—n)=
=0 n=1

e Z % = (smen Z )\—' =e ) = e et :
n=0 1=0

Standardna devijacija: o(X) = J Z(ml — B(X))2p; = VE(X?) — (E(X))2; (BE(X))?> =\

(smena: n—1—k) =

= A
:Z:r?pl an A _’\Zn
n=0

) - 0o )\k o0 )\k
AZ - A (Z kzokk'> = (smena: ;OH = 6A> =
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0 k—1
( +)\Z A >>\e)‘(eA+)\eA))\+)\2;

o(X)=EX2) - (E(X))Z=VA+ A2 -2 =V

Naéi verovatnocu da se iz 10 eksperimenata dogadaj A realizuje 2 puta, ako je njegova
verovatnoca pojavljivanja u svakom od 10 eksperimenata ista i iznosi p = 0.6.

Resenje:
: N n N-—n
N = 10; Na osnovu izraza: By (n,p) = mp (1-p)
n=2: e N
10!

Kolika je verovatnoca da se pri 8 bacanja kocke broj 1 pojavi 3 puta?

Resenje:

)an

N!
N = 8 1 8! /1\% /5\°
. Bs(3:-)=-—"1(2) (2) =0.014
n=3 8(3’6> 315! (6) (6) 0.0149

Sta je verovatnije u igri sa ravnopravnim protivnikom, dobiti 3 partije iz 4 ili 5 partije iz 87

_ 1 Bn(n,p) )!pn(l -p

Resenje:

1 A 1\ 1\ "

P=5 N2 ) Ty —a\2) \2
vetinss m(ag) =55 (3) (3) -

Za iy =41n=9 1\%5 ) Tam\a) \3) 1 1 1

2 3.'1. 2) \2) 4 B4<3;>>Bg(5;>
aN=8in=5 p (5t)= 8 (L) (L) _ 7
2) " s13\2) \2 32

Izvode se Cetiri nezavisna eksperimenta. Verovatnoéa da se pojavi dogadaj A je 0.5. Odrediti
verovatnocéu da se dogadaj A ne pojavi manje od dva puta.

Resenje:
1 1
) B4 <27 2) 2|2| <) (2)
2 _ _ n = ) = - -
N =4 By (np) n! (N n)'p (1=p) Ba (3’2> 3'1' ( ) (2)
n=2; ! 4
2 410! 16

Ukupna verovatnoéa da se ishod A ne pojavi manje od 2 puta iznosi:

1 1 1 6 4 4 11
P=Bi(2-)+Bi(32)+Bi(diz)=—+—+—=—
4(72>+ 4(372)-&- 4<,2) TRETRETIRETL

_ 11 5
a verovatnoca da se ishod A pojavi manje od 2 puta iznosi: P=1-P=1- 6= 16
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Dinar se baca 5 puta. Pri svakom bacanju verovatnoca pojave grba je 0.5. Nacrtati raspodelu
verovatnoce broja pojavljivanja grbova.

Resenje:
F5(n,0.5)
5
p = 0.5; 11 —
N =5: 08 1
. — : n 5—n
= 2,3,4
n 07 17 ) 37 b '57 0'4 -
Bs(0;0.5) = ﬁ(0.5)°(0.5)5 =0.03125, 02 1
N—-n+1 p 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ;
BN(nvp):ifBN(”*LP) 0 1 2 3 4 5 6 n
n p

n M=mEL P Bs(n;0.5)  Fp(n;0.5) 0.3 1 -

0 - 1 0.03125 0.03125

1 5/1 1 015625  0.1875 0.2 1

2 4/2 1 0.3125 0.5

3 3/3 1 0.3125 0.8125 01

4 2/4 1 0.15625 0.96875 '

5 1/5 1 0.03125 1 i

0

o 1 2 3 4 5 6 n

U proizvodnji nekih proizvoda, na 100 proizvoda pojavljuje se 75 ispravnih proizvoda. Na
slucajan nacin bira se 5 proizvoda. Nacrtati grafik raspodele verovatnoce ispravnih proizvoda medu
5 izabranih. Izrac¢unati matematicko ocekivanje i standardnu devijaciju ove slucajne veli¢ine.

Resenje:

75 3 L . . 1 , . . .
P=10=-"=1 verovatnoca ispravnih proizvoda; 1—p= 1 verovatnoca neispravnih proizvoda;
Nog P34 43 0.4 | B0134)

S 1-p  1/4 0 4
51 /3\° /1)° 0.3 1
B5(0;3/4) = orEl <4> <4) = 0.00098,
0.2 1
N-n+1
By(np) = —————L—By(n—1,p).
n 1—-p
0.1 1
n TE T B(n,3/d)
0 - 3 0.0009 0 - - . . . -
1 5/1 3 0.0146 0 1 2 3 4 5 6 n
2 4/2 3 0.0879
3 3§3 3 0.2637 matematicko o¢ekivanje - E(z) = N -p = 3.75
4 2/4 3 0.3955
5 1/5 3 0.2373

standardna devijacija - 0 = /N - p(1 — p) = 0.968

Proveravanjem jedne tinjalice ustanovljeno je da se prilikom 100 uklju¢ivanja, 75 puta ukljuci
za vreme krace od 0.5 s. Nacrtati raspodelu verovatnoce i kumulativnu raspodelu verovatnoce broja
ukljucivanja tinjalice za vreme krace od 0.5 s, ako tinjalicu uklju¢ujemo 14 puta.
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Resenje:

75 p

=— =075 1—-p=025 N=14; — =3;
P= 100 0.75; p = 0.25; ; 3;

B14(0; 075) = 0; B14(1; 075) = 0,
B14(2:0.75) = 0; B14(3;0.75) = 0,
14!

Bia(40.75) = = (0.75)* (0.25)"° = 0.0003,
By(np) = YL gy 1)
-p
n S=mEl P Bu(n,0.75)  Fpy,(n,0.75)
0 - 30 0
1 14/1 3 0 0
2 13/2 3 0 0
3 12/3 3 0 0
4 11/4 3 0.0003 0.0003
5 10/5 3 0.0018 0.0021
6 9/6 3 0.0082 0.0103
7 87 3 0.0280 0.0383
8  7/8 3 0.0734 0.1117
9 6/9 3 0.1468 0.2585
10 5/10 3 0.2202 0.4787
11 4/11 3 0.2402 0.7189
12 3/12 3 0.1802 0.8991
13 2/13 3 0.0832 0.9823
14 1/14 3 00178 1.0001
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0 +—=—s—s—s—s—s—" ———————
0 2 4 6 8 10 12 14 n
B, ,(1.0.75)
0.2 1
0.1 -
0 = ———— T %
0 2 4 6 8 10 12 14 n

Izrac¢unati verovatnoée Poasonove raspodele za A = 1.2 i n = 0, 1, 2, 3, 4 i prikazati ih

tabelarno.
Resenje:
)\TL _>\
Py(n) = e
1.2 —1.2 —1.2
n =0; P;2(0) o =e " =0.30119

B 1>

Pl.g(n)

- 0.30119
1.2/1 0.36143
1.2/2  0.21685
1.2/3  0.08674
1.2/4  0.02602

B w N = oS

Nadi verovatnocu da slucajna promenjiva n uzme vrednost 3 ako je njena verovatnoca Poa-

sonova, sa parametrom A = 5.

Resenje:

A\ 53
Py(n) = e,  Ps(3) = 56—5 =0.14037

Aparat se sastoji od 100 delova. Verovatnoca da otkaze jedan deo u toku godine dana iznosi
0.01, a rad bilo kog dela ne zavisi od drugih delova. Prikazati raspodelu verovatnoce i kumulativnu
raspodelu otkazivanja delova, ako je sluc¢ajna veli¢ina broj otkazivanja delova u godini dana.
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Resenje: 11
A=Np=1; N =100; p=0.01; 0.8 1
P)\(n) = %e_k; 06 ]
’ 04
10
Py(0) = ﬁe—l = 0.368 0.2 1
A 0 S
Py(n) = =Px(n —1); 0 1 2 3 4 5 6 7 n
n
- P(n)
n_ 5 BPn) Fp(n) 041
0 — 0368 0.368
1 1 0368 0736 0.3 1
2 1/2 0184  0.920
3 1/3 0061 0.981 0.2 1
4 1/4 0015  0.996
5 1/5 0.003  0.999 0.1
6 1/6 0.001 1 0
T yT 0 ! 0 1 2 3 4 5 6 7 n

U eksperimentu GM broja¢ odbrojava impulse sa srednjom brzinom od 0.2 impulsa/s. Ako
broja¢ moze da registruje ¢estice u podintervalu od 1 us koji su toliko mali da dva kvanta ne mogu
upasti u isti interval, nacrtati raspodelu verovatnoce broja impulsa za interval od 0 do 10 s.

Resenje:

Neka se najpre posmatraju podintervali za koje vazi Binomna raspodela.
m 0.2
=021/s; N=10°1/s; p=—=-—"-=0.2-10"°
m=021/s Js b= =1
Broj impulsa za 10 s (broj podintervala od 1 us u 10 s) iznosi: N = 10-10° = 107; kako je
N =107 (N —o00)ip=0.2-10"5 — 0, Binomna raspodela prelazi u Poasonovu, sa parametrom:

A
A=pN =02-10"%-10"=2; Pi(n)= —'e_’\; (n broj impulsa u intervalu od 10 s).
n!

0
Py(0) = %6—2 —0.1353;  Py(n) = %Pg(n ~ ),
n 2 Py(n)
0 — 01353 B(n)
12 02707 03 1
2 2/2  0.2707
3 2/3  0.1804 o2 ]
4 2/4  0.0902 '
5 2/5 0.0361 :
6 2/6 0.0120 0.1 1
7 2/7 0.0034
8 2/8 0.0008 (D S
9 2/9  0.0002 0 2 4 6 8 1lon
10 2/10 0
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Proizvodi jedne velike serije, koja sadrzi 0.7% skarta, pakuju se po 100 komada u kutiju.
Prikazati graficki raspodelu verovatnocée i kumulativnu raspodelu verovatnoce nalazenja Skartova u
kutiji, ako je broj nalazenja skartova u kutiji slucajna veli¢ina.

Resenje:
= ; = . . N fr— ]_ . A = N . = . T " m— o
p 100 0.007; 00; p=0.7
Zbog p — 0 i N — oo Binomna raspodela se moze 0.8 1
zameniti Poasonovom, sa parametrom: A = 0.7; 0.6 -
A b
Py(n) = e A 0.4
0.70 0.2 1
Py7(0) = ﬁe*f” = 0.4966; 0 N
O% 0 1 2 3 4 5 6 n
Py7(n) = —Porz(n —1);
n
B, (n)
= 0.5
n_ & Pua) Fp.(n)
0 - 0.4966  0.4966 0.4 1
1 0.7 0.3476  0.8442 0.3 1
2 0.7/2 01217  0.9659 ’
3 0.7/3 0.0284  0.9943 0.2 1
4 0.7/4 0.0050 0.9993 011
5 0.7/5 0.0007 1 :
6 0.7/6 0 1 0 : : ; o o

4.4 Raspodela verovatnoc¢e neprekidnih slu¢ajnih veli¢ina

Slucajna velicina X je neprekidna ako moze uzeti bilo koju vrednost z iz nekog intervala [a,b],
konaé¢nog ili beskonacnog. Verovatnoéa da slucajna velicina X bude manja od x naziva se funkcija
raspodele verovatnode ili kumulativna funkcija raspodele verovatnode (vidi sliku 4.2. b)):

F(z) = P(X < z), x € [a, b]
Osobine funkcije raspodele F(z) su:
1° F(x) je neopadajuca i neprekidna

2° Verovatnoca nastupanja sluc¢ajnog dogadaja X iz nekog intervala a < x < b odredena je sa:

Pla< X <b)=P(X <b)— P(X <a)=F(b) — Fla)

3° lim F(z)

=1
r— 400
lim F(z) =0

T— —00

Za neprekidnu slucajnu veli¢inu X ¢ija je raspodela verovatnoée F'(z) definisana je i funkcija gustine
raspodele verovatnode f(x) (vidi sliku 4.2. a)):
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F(x)
b Zes Xff 29 _ @), w0 Veelob 1
Odnosno: flx)= df;im) F(x’)

Funkcija raspodele verovatnoée F(z) ima izvod u
svakoj tacki oblasti definisanosti. Osobine funkcije b)
gustine raspodele verovatnoce su:

1° f(x) 2 0 X X
J)

“+oo
2° /f(x)d:czl

3° F(z') = x)dx
(') _4f() )

Vazno je imati u vidu da funkcija gustine raspodele x

f(z) ne predstavlja nikakvu verovatnoéu. (Kod Slika 4.2.  Gustina raspodele verovatnoca
diskretnih slucajnih veli¢ina ne postoji gustina f(z) i funkcija raspodele verovatnoca F(z)
raspodele verovatnode.) neprekidne slucajne veli¢ine.

4.4.1 Parametri raspodele verovatnoc¢e neprekidnih sluc¢ajnih veli¢ina

“+oo
e Matematicko ocekivanje: F(z) = / xf(x)dx

— 00

e Mod — vrednost slu¢jne veli¢ine za koju f(z) ima maksimum.

Medijana — M,; P(x < M.(z)) = P(x > M.(z)), F(M.)=1/2

+o00o
e Disperzija i standardno odsupanje: D(z) = 0% = E(x — E(z))? = / (x —Z)?f(x)dx
+o0 3
e Koeficijent asimetrije: y4 = 3 == S
g g
+oo 4
Blr — B(x)’ J (z—2)*f(z)dz
o Keficijent spljostenosti: v = 1 —_3== : —3
(o g

4.4.2 Gausova (Normalna) raspodela verovatnoce

Kada u binomnoj raspodeli broj eksperimenata N — +o0o i verovatnocéa slucajnog dogadaja p ne
zavisi od N, a slucajna velicina X uzima x realne vrednosti (z € R), binomna raspodela prelazi u
kontinualnu Gausovu raspodelu (vidi sliku 4.3) sa gustinom verovatnode:
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. (= p)?

- e 20’2

fz) =

, —o0o < x < +00
oV 2w

u = E(z) - matematicko ocekivanje;
o =/ D(z) - standardno odstupanje.

Osobine gustine raspodele verovatnode:
1° f(z) > 0 je pozitivna i definisana za
T € (—oo << 400) .

2° Horizontalna asimptota je x-osa:
lim f(z)=0.
r——00

3° Maksimalna vrednost funkcije je za x = p i jednaka:

4° Funkcija f(x) je simetri¢na u odnosu na z = p.

Glava 4. Osnovi teorije verovatnoce

Jx)

4.3. Gustina raspodele f(z) slu¢ajne promen-
jive X sa Gausovom raspodelom, za razli¢ite
vrednosti standardnih devijacija.

1

f(mzu):fmaz:fm

5° Prevojne tacke f(x) suzax =p—o0ix=p+ o avrednost funkcije f(z) u tim tackama je:

1

ov2me

fz) =
Funkcija raspodele sluc¢ajne velicine X sa Gausovom

raspodelom (vidi sliku 4.4) koja uzima realne vred-
nosti z, sa parametrima p i o je:

F(z) = P(X <) = / f(z)dz =

_ (=2

202 dx

1
= — e
oV 2T /

sa oznakom X : N(u,o0).

4.4.3 Laplasova funkcija

Vrednosti funkcije raspodele slu¢ajne promenjive sa
Gausovome raspodelom se mogu odrediti samo nu-
mericki, pa se zbog jednostavnosti njihove primene
koriste tabele Laplasove funkcije (vidi tabelu C na
strani 184).

Laplasova funkcija je oblika:

Osobine Laplasove funkcije su:

d(x) = \/j

F(x)
1 S——
G] .I ///
03 > 02> Gl 1/, .
F [
oo
V4
0.5
YL
Wh
/ .’
/
/ .'
Gy !
A 7
K X

Slika 4.4. Funkcija raspodele F(z) slucajne
promenjive X sa Gausovom raspodelom, za
razli¢ite vrednosti standardnih devijacija.

xr
2
/e_%dt.
0

Neka slucajna velicina X sa Gausovom raspodelom, za bilo koje vrednosti p i o, koris¢enjem smene

T—p 5 . ..
t = ——, moze se svesti na Laplasovu funkciju:
o
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— 00 —0o0
Zbog veze izmedu Gausove funkcije raspodele i Laplasove fnkcije, koriséenjem Laplasove funkcije!
moguée je odrediti verovatnoéu P(a < X < b) slucajne veli¢ine sa Gausovom raspodelom, za bilo
koje vrednosti u i o, da se nade unutar intervala (a,b). Tada je?:

P(a<X<b):F(b)_F(a):q)(bu>_q)<au)

g g

1 b—
Za slu¢aj a = —oo, poslednji izraz postaje®: P(X <b) = 3 +o < H)
g

ili za bilo koju vrednost b = = verovatnoc¢a nastupanja slucajne velicine X < z jednaka je Gausovoj
funkciji raspodele F'(z), odnosno:

F(x):P(ng):;+<I><H>

g

. L. oo r— K ..
Uvodenjem nove sluc¢ajne veli¢ine z smenom z = —— dobija se Gausova normalna raspodela sa
g

1 52
gustinom: flz) = ez
oV 2T
1 22
Za p =010 =1 dobijaju se standardna Gausova gustina raspodele: f(z) = ez

1 z
i standardna Gausova funkcija raspodele verovatnoce (oznaka Z : N'(0,1)):  F(z) = — / e~ 2 dz,

f2)

Standardna Gausova funkcija raspodele verovatnoce
naziva se i standardnom normalnom raspodelom c=1
verovatnoce. Na taj nac¢in, Laplasova funkcija ®(z)
zapravo predstavlja integral standardne Gausove
raspodele od nule do vrednosti x, u kojoj ra¢unamo O(z))
Laplasovu funkciju. Standardna Gausova funkcija
raspodele verovatnoce prikazana je na slici 4.5.

Na osnovu osobina Laplasove funkcije, za standardnu 0 z z

Gausovu funkciju raspodele moze se napisati: Slika 4.5. Gustina raspodele F(z) slucajne

promenjive Z sa Standardnom Gausovom ras-
podelom (=010 = 1). Naslici je prikazana
i vrednost Laplasove funkcije u tacki 2.

1° F(—o00) = 0, x-osa je prva horizontalna asimp-
tota.

1Za izra¢unavanje Laplasove funkcije moze se koristiti aproksimativna formula:

1 12
D(z) =~ 5~ (a1t + agt? + azt)e™ 7, za 0<z< 400
1
glosu 1= p=033267, a1 =01740121,  a=00479339, a5 = 03739278
px
Aproksimativna greska za z > 0 nije veéa od 1.25- 1072,
b—n b—p a—p
1 _Gew? 1 [ e 1 [ e 1 [ e

2P(a< X <b) = /87 202 daczi/e*?dt:i edet—i/ef/Tdt:

( ) oV 2T V2r V2T V2

a a—p -0 —0

= F(b) ~ F(a) =@ (22 - (Z;u

L,

= o )
— K
2 1 2 11 1 b—p 1 b—p
dt+ — dt=— - —T(=)+ =+ )
Harg [ Tan g T (G)ve (M) =50 (1)
0

o[
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78
2° F(+00) = 1, je druga horizontalna asipmtota?.

z> 0.

3° F(z) =1 + 9(2),

z < 0.

4° F(z) = 5
Verovatnoca da se slucajna veli¢ina Z : N (0,1) nade izmedu z1 i 22 je

22

Tdz = ®(29) — B(20)

z2
< z) = L /e*
V2T
o z
Ako su granice simetriéne |z1| = |z2| = |z| tada je: P(z1 <2< 2z9) =2 L /e*sz =2-9(2)
var 0
u simetriénim granicama intervala +ko(k = 1,2, 3,

Verovatnoca nalazenja slucajne veli¢ine z =
g
oko matematickog ocekivanja p iznosi (vidi sliku 4.6):

P(-1<z2<1)=P(-0 <z —p<o)=00683 = 68.3%

Jx)

P(—2<2<2)=P(-20 <z —p < 20) =0.955 = 95.5%

X
XX
e

vf
&5
X

&
s
Y

XX
X
XX
el
%
0!

P(-3<2<3)=P(-30 <z —p<30)=0.9975 =99.75%
Sx)

e

XX
0%
XX

Rva
0%
B

R
5%
K
%
oo

Sx) >
A\
L35
[R50
SIS
LK
JRZRIN
95.45% S
SRR ';:.‘ 3%
fRRICIK IS
LSSRSIEISELEIS:
LS55
LRAILARARARAR L R,
p+3c x

5%
&
>

=

%
0%
9%
0%
%
0%
5

XX
3
XXX

o
0%
%
‘0
&
%

R
XX
o

R
K3
oo
(5

:AQ

X

&
o

X
2

%
%
o

K
%
0%
&
%
293

X

X

do%
04

O teN
R0 50
¢
XX 8o
~
=X

R
5
%
X

5
X%
“‘

XX
XX

WaYa%e%
KKK
[XXX
o2
K
¥
VA

<

]
x
Slika 4.6. Primer verovatnoca nalazenja sluc¢ajne promenjive X u intervalu x + ko, za vrednosti k = 1,

213.
Za proizvoljan interval |z’| = z verovatnoda nalazenja slucajne velicine je:
T
P(—2 <2<7)=P(-2 < ng'):P(—z’agx—ﬂgz’J):p
o
Za unapred zadatu verovatnocu p, z’ se nalazi iz tabele C, na strani 184 za p = 2- ®(2’) ili za najblizu

vrednost ®(z’), ako se taéna vrednost ne nalazi u tabeli.
4.4.4 Raspodela x? (Hi-kvadrat raspodela verovatnoée)
, T, za koje vazi Gausova raspodela verovatnocde

Posmatra se n nezavisnih sluc¢ajnih veli¢ina 1, xs,
N (pi,0i). Uvodi se bezdimenziona nova slucajna veli¢ina:
Tq — Mg

2 sa oznakom:

Zi =
oF}
koja se ponaSa prema Gausovoj normalnoj raspodeli A (0, 1).
Formira se nova slucajna veli¢ina sabiranjem kvadrata slucajnih veli¢ina z

n x M 2
2 i Mg
z = = —_—
=y (B
i=1
koja se naziva hi-kvadrat (x2) sa n stepeni slobode (broj merenja).
0 oo —+o0 “+o0
2 22 1 Z2 2 Z2
O/ e~ 2dz=0.5, paje: F(4o00)= Nor / e 2dz= T 0/ e"z2dz=1
— 00
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Polazeéi od uopstene Gausove raspodele izvodi se x?
gustina raspodele u obliku: Az)

2

f(z) = — : (2)EV e 3 =1

—_

gde je I’ (%) specijalna Gama funkcija. Ova gustina
raspodele ima jedan parametar n, koji predstavlja
stepen slobode (broj merenja). Tipiéna x? raspodela
prikazana je na slici 4.7.

Matematicko ocekivanje: E(z) =n;

standardno odstupanje: o= V2n;

8
koeficijent asimetrije: Y4 = —;
n
12
koeficijent spljostenosti: g = —
n
Sluéajna velicina 2 = x2 je uvek pozitivna pa se

gustina raspodele nalazi u prvom kvadrantu koordi-
natnog sistema, kao na slici. Ako je n > 3 krive - ;
polaze iz koordinatnog pocetka (0,0), a maksimum 0 5 10 15 z

j€ Zmaz = Mo = n — 2, i asimptotski se priblizavaju Slika 4.7. Gustina raspodele slu¢ajne promen-
z-0si. Ako je n > 30, x? raspodela tezi Gausovoj jive Z sa x? raspodelom.

normalnoj raspodeli N (n, v2n).

S

Za ovu raspodelu vazi i uslov normiranja:

+o0
/ f(z)dz =1.

7 . .. . ~ . ppony _ 2
Verovatnoca pojavljivanja slucajne veli¢ine z = xi,
za odredjene vrednosti n iznosi:

P(X.<X2,) =D - i~
n;p

Sto je ilustrovano na slici 4.8. Vrednosti ovih vero-  qjika 4.8. Verovatnoéa nastupanja slu¢ajne
vatnoca date su u tabeli D, na strani 186. veli¢ine 2
n,p’

4.4.5 Studentova raspodela verovatnoce

Ako se raspolaze manjim brojem merenja (od 3 do oko 30) za statisticku obradu podataka koristi
se Studentova raspodela ili t-raspodela verovatnoée. Ovu raspodelu objavio je W. S. Goset 1908.
godine pod pseudonimom ”Student” po kome je i dobila naziv Studentova raspodela.

Posmatraju se dve slucajne veli¢ine, od kojih prva X podleze Gausovoj raspodeli, a druga Y podleze
x? raspodeli sa n-stepeni slobode. Formira se nova slu¢ajna veli¢ina u obliku:

X

X3
n

Polazeéi od upstene Gausove raspodele i 2 raspodele izvodi se gustina raspodele verovatnoée slu¢ajne
veli¢ine ¢ u obliku:

t=

1 T n+l t2 -3
S(t)—-(i)~<1+) , za—o00<t<oo
2 n
2

Vi T(8)
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gde je n - broj stepeni slobode (broj merenja), I'(n) Gama funkcija. Ilustracija Studentove raspodele
data je na slici 4.9.

1 A
0.4 -
0.3 1
0.2 -
0.1
L —————=T t
0.0 FEEESS

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Slika 4.9. Uporedivanje gustina raspodela sluc¢ajne promenjive ¢ sa studentovom raspodelom za n = 1,
2,5, 10 1 20 sa Gausovom raspodelom =010 = 1.

Funkcija S(t) je parna funkcija, odnosno S(—t) = S(¢), i simetri¢na u odnosu na ordinatu ¢t = 0.

n
Matematicko ocekivanje je E(t) = 0, a standardno odstupanje je o =

n—2

6
Koeficijent asimetrije je y4 = 0, a koeficijent spljostenosti je vp = I
n—

Vrednosti slu¢ajne promenljive ¢ za dati stepen slobode n i verovatnocu p su date u tabeli E na strani
188.

Verovatno¢a da se slucajna promenljiva ¢, nade
. . . . S, ()
izmedu 0 i ¢, iznosi:

P(t, <tnp) =p,

a verovatnoca da se nade izmedu —t, , ity p, Sto je
, ,
ilustrovano na slici 4.10, iznosi:

P(ltn| < tn,p) =2p

Verovatnoca nastupanja sigurnog dogadaja slucajne
veli¢ine t data je uslovom normiranja studentove gus-
tine raspodele verovatnoce.

“lnp 0 Lup t
+
- Slika 4.10. Verovatnoca nastupanja sluc¢ajnog
/ S(t)dt =1 dogadaja izmedu —t, p ity p.
—00

4.4.6 FiSerova raspodela verovatnoce

Neka postoje dve grupe slu¢ajnih veli¢ina, od kojih svaka grupa ima isto matematicko oc¢ekivanje i
standardno odstupanje, odnosno:

/ / / . . 1 1 T/
$1,$2,"',J,‘n1../\/'(,u1,0'1) 1 $1,$2,"',$7L2.N(/L2,0'2)
Definisu se nove slucajne veli¢ine:

/
T — {1 . Ty — o2
/ "
Zi = 2 1 Zi = . r°
o1 g9
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Ako svaku sluc¢ajnu veli¢inu za prvu i drugu grupu kvadriramo i saberemo dobijaju se nove sluc¢ajne
veli¢ine u obliku:

mny n2
2 12 3 2 "2
an - E Z; 1 Xng - § :Zi
i=1 i=1

2
Xny

Od ovih slu¢ajnih veli¢ina X%I i X%Q uvodi se nova slucajna y veli¢ina: Yy = ;Tl = frims
n2

n2

Pri ¢emu se uvek uzima da je ny > ny. Pokazuje sa da ova nova slucajna veli¢ina y ima FiSerovu
raspodelu ¢ija je gustina:

(n1+n2) ny noy yT,
F(3) 1 (5) ——

Parametri Fiserove gustine raspodele su ny i ny. Funkcija ¢n, n,(y) je asimetricna i prolazi kroz
koordinatni pocetak i dostize svoj maksimum za:

0<y<+oo

Pni,n (y) =

Tl172 »)
ng+2 m

Ymax = 0=

Na slici 4.11. prikazane su FiSerove raspodele za vrednosti broja stepena slobode naznac¢enim na slici.

()
1.2 (p(y)\ """ m=n=2 12 m=20 ' 1.2
° . —_———— == | N eemamas 2
1.0 }!‘*\\'\ ”11:”22= 10 1.0 /'}-\ --=-5 1.0
. - === n=n,=20 -

0.8 ./ \\\" S aSrty 08 ‘\‘& _____ 10 0.8
0.6 § 4k \y, 0.6 A 20 0.6
A\ ANy T 30
04 , ',‘.\“ \\ 04 :"” “\\\ —— =50 04
02y SN 0.272 \‘\\:«.\w 02
o= ==, 0 - g ==

———— 0 y - :
0 1 2 3 y 0 1 2 3 Y 0 1 2 3 Y
Slika 4.11. Uporedivanje gustina raspodela sluc¢ajne promenjive y sa Fiserovom raspodelom za razlicite
stepene slobode ni i nso.

+oo
Uslov normiranja Fiserove gustine raspodele je ispunjen jer vazi: / Ony e (Y)dy =1
— 0o
Matematicko o¢ekivanje: E(y) = %, ng > 2
Ng —
. 2 +ng—2
Standardno odstupanje je: o=+/D m - (1 ), ng > 4.
77,2 — 2 ng — 4)

U tabelama za Fiserovu raspodelu (tabela F, na strani 189) date su vrednosti fp, n,, za razlicite
vrednosti ny i ng stepeni slobode i verovatnoée p, ali tako da slucajna veli¢ina y = fy, n, uzima
vrednosti od fp, n,,p, S& verovatno¢om p, odnosno:

P(fnl,'IlQ < fnl,ng,p) :p

gde fr, .n, moZe uzeti vrednosti u intervalu:

0< fnhnz < fn17n27177

kao sto je prikazano na slici 4.12.
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Ako sluc¢ajna veli¢ina y ima FiSerovu raspodelu o)
verovatnoée, tada i sluéajna veli¢ina 1/y ima
Fiserovu raspodelu verovatnoce, pa je:

1
f s 5 = ——
e fnz,nhl—P
Zbog ove osobine u tabelama F su date vrednosti D

koeficijenata fy,, n,p samo za vrednosti p > 0.75,
a na osnovu prethodnog izraza izracunavaju se |
vrednosti koeficijenata za verovatnoce p < 0.25. fnl; nyp y

Slika 4.12. Gustina raspodele verovatno¢ nastu-
Zadaci panja slucéajnog dogadaja izmedu —t, ;, ity p.

Gustina raspodele verovatnoce neprekidne slucajne promenljive ima oblik trougla i definisana
je sa:

0, zax < 0,x >0 Six)

2z
fzx) = b za0<z<a

2x

-y Tpoa esTSY
naé¢i kumulativnu raspodelu verovatnoce. X
Resenje:
F(z)=0, za z<0 F(x):/ai;dg;:%, za 0<z<a

0

2x 2 2z > —a 2x-a) a
F(z) = LN “Lir = l <z<b
(z) /( +ba> m+/ab Tt Ty Ty A esTS

Neprekidna slucajna veli¢ina x ima gustinu raspodele verovatnoce:

fla) = A cos 2z, za —%<x<7, Sx)
1 0, za < -G, x>7%

a.) Odrediti konstantu A,

b.) Naéi kumulativnu raspodelu verovatnoce

c.) Izracunati verovatnoéu P(0 < x < g) _76/4 0 7'[/'4 x

Resenje:

a.) Konstanta A odreduje se iz uslova normiranja funkcije gustine raspodele, odnosno:

1 s
Acos2xdxr =1, = §Asin2x4 =1, =A4A=1

\M:

il
4
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b.) Funkcija raspodele je:

%
1
F(x) = / cos 2zdr = i(sin 20 —1), za -—

LBl

Zar<—%, F(x)=0,a za x>7%, F(z)=1

c.) Verovatnoca je: P(0 <z < g) = F(

00|

Uniformna raspodela je defiisana gustinom raspodele:

b—a’
0, za x<a,r>b

1 a a<zr<b
f(x)z{ g

a.) Odrediti funkciju raspodele verovatnoce.

b.) Odrediti matematicko o¢ekivanje i standardno odstupanje ove
raspodele.

Resenje:

a.) Funkcija raspodela verovatnoce je:

0, za x<a
x 1 _
F(z) = /b dnglz): a, za a<x<b
« b—a —a
1, za x>b

b.) Matematicko ocekivanje:

b b 2
x 1z a+d
E(m)z/xf(x)dx:/ b—adm:b—a7 =5

a

Standardno odstupanje uniformne raspodele je:

(a+b)? (b—a)?

2 ’ 2 2 b2’
o :/a zf(z)dx — :/a b_ad:r— 1 =5 7=

Eksponencijalna raspodela je definisana gustinom raspodele:

f(a:):{ 0, za x <0

e A za x>0, A>0

a.) Odrediti kumulativnu raspodelu verovatnoce.

b.) Odrediti matematicko ocekivanje i standardno odstupanje ek-
sponencijalne raspodele.

83
F(x)
1- ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
0.5 1
0 L— ——
-1t/4 0 /4
Sx)
0 X
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Resenje:
a.) Funkcija raspodele verovatnoce je: F(x)
T 1 ””””””””””””
F(z) = )\/ e Mdr =1— e
0

o0

b.) Matematicko oc¢ekivanje je: E(z) = )\/ re M dx
0

Ovaj integral resava se metodom parcijalne integracije: 0 0 X

—Azx .. 1 | 1

udv = uwv — [ vdu, sa smenom u = z, dv = ¢~ "dx, tako da se dobija: F(z) = € =5
0
o0
.. 2 2 —Ax 1
Standardno odstupanje je: of=A e “dr — 2
0

Ovaj integral takode se resava dvostrukom parcijalnom integracijom smenom v = 22, dv = e *dz, i

koriséenjem rezultata pod a.), dobija se:
1
UQ:Féazx,odnosnoéE(x):U:X

Formirati tabelu Gausove gustine raspodele verovatnoce i Gausove funkcije raspodele verovatnoce
i nacrtati ove raspodele, za sluc¢ajne veli¢cine X sa slede¢im Gausovim raspodelama:

a.) X : N(40,1);
b.) X : N(40,2);
¢) X : N'(40, 0.5),

za vrednosti slucajne veli¢ine z iz Gausove standardne raspodele koje se razlikuju za 0.5.

Resenje:

a.) Gausova funkcija gustina raspodele verovatnoce definisana je u obliku:

1

f(l”):ﬁ

e 5 ; / flx)de =1

T —
Smenom z = e dobija se standardna Gausova gustina raspodele:
o

1 e -
fe) = s=e 4 f(2)dz =1

Imajuéi u vidu Laplasovu funkciju ®(z) standardna Gausova funkcija raspodele verovatnode moze se

izraziti u obliku:

F(z)=5+®(2), z>0, F(z)=3-®(z), z2<0.

N|—

x —40
Akojeu=40ioc =1tadajez = — a za razli¢ite vrednosti promenljive 2 (koriséenjem vrednosti

f(2) za date vrednosti z iz tabele C na strani 184), dobija se:
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z=0 za =z =40;
z=10 za x=41.0;

z=0.5 za x=40.5;

b)
r =+ J@ 9 F@)
32.0 -4.0 — — —
33.0 -3.5 0.0045 0.4998 0.0002
34.0 -3.0 0.0022 0.4987 0.0013
35.0 -2.5 0.0087 0.4938 0.0062
36.0 -2.0 0.0270 04773 0.0227
37.0 -1.5 0.0648 0.4332 0.0668
38.0 -1.0 0.1210 0.3413 0.1587
39.0 -0.5 0.1760 0.1915 0.3087
40.0 0.0 0.1994 0.0 0.5
41.0 0.5 0.1760 0.1915 0.6915
42.0 1.0 0.1210 0.3413 0.8413
43.0 1.5 0.0648 0.4332 0.9332
44.0 2.0 0.0270 04773 0.9773
45.0 2.5 0.0087 0.4938 0.9938
46.0 3.0 0.0022 0.4987 0.9987
47.0 3.5 0.0045 0.4998 0.9988
48.0 4.0 - - 0.9988

a)

vz flw)  ®(z)  F(2)
36.0 -4.0 - - -
36.5 -3.5 0.0009 0.4998 0.0002
37.0 -3.0 0.0044 0.4987 0.0013
37.5 -2.5 0.0175 0.4938 0.0062
38.0 -2.0 0.05640 04773 0.0227
385 -1.5 0.1295 0.4332 0.0668
39.0 -1.0 0.2420 0.3413 0.1587
39.5 -0.5 0.3521 0.1915 0.3087
40.0 0.0 0.3989 0.0 0.5
40.5 0.5 03521 0.1915 0.6915
41.0 1.0 0.2420 0.3413 0.8413
41.5 1.5 0.1295 0.4332 0.9332
42.0 2.0 0.05640 04773 0.9773
42,5 2.5 0.0175 0.4938 0.9938
43.0 3.0 0.0044 0.4987 0.9987
43.5 3.5 0.0009 0.4998 0.9988
44.0 4.0 0.0 - 0.9988

c)

x z  [fl@)  ®(z)  F(?)
38.00 -4.0 - - -
38.25 -3.5 0.0018 0.4998 0.0002
38.50 -3.0 0.0088 0.4987 0.0013
38.75 -2.5 0.0350 0.4938 0.0062
39.00 -2.0 0.1080 0.4773 0.0227
39.25 -1.5 0.2590 0.4332 0.0668
39.50 -1.0 0.4840 0.3413 0.1587
39.75 -0.5 0.7042 0.1915 0.3087
40.00 0.0 0.7978 0.0 0.5
40.25 0.5 0.7042 0.1915 0.6915
40.50 1.0 0.4840 0.3413 0.8413
40.75 1.5 0.2590 0.4332 0.9332
41.00 2.0 0.1080 0.4773 0.9773
41.25 2.5 0.0350 0.4938 0.9938
41.50 3.0 0.0088 0.4987 0.9987
41.75 3.5 0.0018 0.4998 0.9988
42.00 4.0 - - 0.9988

Pokazati da je u izrazu za gustinu Gausove

raspodele:

f(x)

1

B b\/27re

)2

_(@=a)”

262

85

parametar a jednak matematickom ocekivanju F(z), odnosno srednjoj vrednosti p, a parametar b
jednak standardnom odstupanju o.
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Resenje:
6 T T
Matematicko ocekivanje definiciji iznosi: FE(z :/ rf(x)dr = / e =22 dx
o bv/2
o +oo /2 “+o0

Smenom ¢ = —— 2 dz = /2bdt dobija se: E(z) = i/ e dt + f/ te=dt

bv2 VT ) o T J s

+oo 2 +oo 2 a
Kako je: / e Udt =/, i / te "dt =0, dobija se:  E(x) = 7= Vri=a=up
+oo +00( )2 ( 2
Standardno odstupanje je prema definiciji: o2 = / (x — BE(z))?f(x)dz = / B 5 de
bv 2
— 00 — 00
o2

Tr—a 2
Smenom t = ——, dx = V2bdt dobija se: o2 = — t2et dt

b2 ! VT

b N3 202
Kako je po definiciji: / eV dt = —ﬂ-, dobija se: 0% = ﬁ I =b, =o0=b
2 2 7

§to je i trebalo dokazati.

Nacrtati gustinu Studentove raspodele verovatnoce ako se vrednosti slu¢ajne veli¢ine ¢ menjaju
za 0.5 u opsegu od -3 do 3, za broj stepeni slobode (broj merenja), n = 3, n = 8 i n = 20, zajedno sa
standardnom Gausovom raspodelom N (0, 1).
Resenje:
1 T (%—'t‘l) t2 7TLT t? 7%“
Studentova gustina raspodele ima oblik: S(t) = —- 114+ — =C, 1+ —
va s P ®) \/ﬁf(%) (+n> n<+n)

Proracunate vrednosti studentove gustine raspodele, kao vrednosti za Gausovu raspodelu A (0,1) (iz
tabele C na strani 184 ) date su u slede¢im tabelama:

n=3; C3=0.36376 ~0.364; —2t =2 n=8; Cs=0.3867~0.387; —2H =—-45
2 2 —2 2 2 —4.5
-ttt b (1 + %) S(n,t) -t ot £ (1 + %) S(n,t)
0.0 0.0 0.0 1.0 0.368 00 00 00 1.0 0.387
0.5 0.5 0.08  0.8573 0.315 -0.5 0.5 0.030 0.8754 0.339
-1.0 1.0 0.33  0.5653 0.208 -1.0 1.0 0.125 0.5886 0.228
-1.5 15 0.75  0.3265 0.120 -1.5 1.5 0.280 0.3239 0.127
2.0 2.0 133  0.1842 0.068 -2.0 2.0 0.500 0.1613 0.062
2.5 25 208  0.1054 0.039 25 25 0.781 0.0745 0.029
3.0 3.0 3.0 0.0625 0.023 -3.0 3.0 1.125 0.0336 0.013

Zan=20; Co=0.3940~0.394; —2H =-105

—t ot 2 (1 + ﬁ) e S(n,t) el

n n ’ —Zz z N(O, 1)
0.0 0.0 0.0 1.0 0.394 0.0 0.0 0.3989
-0.5 0.5 0.0125 0.8778 0.346 -0.5 0.5 0.3521
-1.0 1.0 0.0500 0.5991 0.236 -1.0 1.0 0.2420
-1.5 1.5 0.1125 0.3265 0.129 -1.5 1.5  0.1300
-2.0 2.0 0.2000 0.1474 0.058 -2.0 2.0 0.0540
-2.5 25 0.3125 0.0575 0.023 -2.5 2.5 0.0175

-3.0 3.0 0.4500 0.0202 0.008 -3.0 3.0 0.0044
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0.4

0.3

0.2

0.1 A

0.0

A0

— o — MO,

—a—— 5(20,0)

-2

T

1

- =0 = S(8,)

87

Nacrtati gustinu x? raspodele sa n = 2, n = 6 i n = 10 ako se vrednosti slu¢ajne veli¢ine

X (x?) menjaju za 1. Sve tri raspodele nacrtati na istom grafiku.

Resenje:

Gustina raspodele x? ima oblik:

a.) Zan=2; C4,=0.5;

x e 2 x%(2,7)

0 1 0.50

1 0.607 0.31

2 0.368 0.18

3 0.223 0.11

4 0.135 0.07

5 0.0821 0.04

6 0.0498 0.02

7 0.0302 0.01

8 0.0183  0.009

9 0.0111 0.005

10 0.0062 0.003

b.) Zan=6; Cf§=0.0625

r a2 e 2 x2%(6,z)
0 0 1 0.0
1 1 0.607 0.038
2 4 0.368 0.092
3 9 0.223 0.125
4 16 0.135 0.135
5 25 0.0821 0.128
6 36  0.0498 0.112
7 49 0.0302 0.092
8 64  0.0183 0.0732
9 81 0.0111 0.0562

10 100  0.0067 0.0419

11 121 0.0041 0.0310

12 144  0.0025 0.0225

13 169 0.0015 0.0158

14 196 0.00091 0.0111

15 225 0.00055 0.008

16 256 0.00034 0.005

2 v 5-1) -5 s, I 1
x“(n,x) = C’naj( )e gde je: C) = I (o) (%)
c.) Zan=10; Cf,=0.001302;
x x? e 2 x2%(10,x)
0 0 1 0.0
1 1 0.607 0.00079
2 16 0.368 0.00767
3 81 0.223 0.0235
4 256 0.135 0.045
5 625 0.082 0.067
6 1296 0.0498 0.084
7 2401 0.0302 0.094
8 4096 0.0183 0.098
9 6561 0.0111 0.095
10 10000 0.0067 0.089
11 14641 0.0041 0.078
12 20736 0.0025 0.067
13 28561 0.0015 0.056
14 38416 0.00091 0.046
15 50625 0.00055 0.036
16 65536 0.00034 0.029
17 83521 0.00020 0.022
18 104976 0.00012 0.016
19 130321 0.000075 0.013
20 160000 0.00004 0.008
21 194481 0.00003 0.007
22 234256 0.00002 0.005
2
0.5 4 X1m2)
'\ - o= n=2
0.4 1; A-- p=
0.3 - !:‘ n=10
021 "
0.1 1 ', :

0.0 #o-
0
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Ako slucajna veli¢ina X ima Gausovu normalnu raspodelu sa parametrima yp i o, tj. X :
N(u, o), izracunati P(u —ko < X < u+ ko) zak=1,2,3.

Resenje:

Trazena verovatnoca je: P(u—ko < X < p+ko) = P(—k < TR~ k)=P(-k < Z < k)=20(k)

J)

g

1 ’ t2
de je: Plx)=— [ e 2dt
gde j (2) Wor 0/
Za razli¢ite vrednosti k verovatnoca iznosi:
k=1; P, =2%(1)=2-0.3413 = 0.6826
k=2, Py,=29(2)=2-0.4773 = 0.9346

X
k=3; P;=29(3)=2-0.4986 = 0.9973 : ; ; i ; ; r
u-36 p-26 p-c @ pt+c p+2c pt+3c

Vrednosti ®(1), ®(2) i ®(3) se citaju iz tabela C na strani 184.
a.) Povrsina ispod Gausove krive od 0 do a iznosi 0.377. Odrediti vrednost a.

b.) Povrsina ispod Gausove krive levo od b iznosi 0.8621. Naéi vrednost b.

c.) Povrsina ispod Gausove krive izmedu -1.5 i ¢ je 0.0217. Naéi vrednost c.
Resenje:
Standardna Gausova gustina ima oblik: flx)

1 =2

f(.’L') = \/%6 2op= 0,0=1 CD(-(Z) q)(a)
a.) iz tabele C na strani 184 nalazi se ®(a) = 0.377;
Gausova raspodela je simetriéna, ®(a) = ®(—a), pa sledi -a (0 a X

da a moze imati vrednosti ¢ = 1.16 1 a = —1.16.

b.) Posto je povrsina ispod Gausove krive jednaka verovatnodi, i kako je ®(c0) = 0.5 (vidi tabelu C
na strani 184) to je:

0.8621 = 0.5 + ®(b) = ®(b) = 0.3621 i iz tablice sledi: b = 1.09.

c.) Kako je:  ®(c) = / f(z)dz =0.0217; ®(1.5) = 0.433 (vidi tabelu C na strani 184);

15
i kako je: 0.433 > 0.0217 i 0.433+40.0217 < 0.5, = ¢ moze imati dve vrednosti.

1° Ako je ¢ < —1.5 tada je verovatnoca: 2° Ako je ¢ > —1.5 tada je verovatnoca:
J) fx)
€150 X (15 ¢ 0 x
Plc<z< —15)= P(-15<z<c¢)=
=Plc<z<0)—P(-1.5<2<0) =P(-15<2<0)—Plc<z<0)
= 0.0217 = ®(c) — 0.4332 = D(c) = 0.4549 = 0.0217 = 0.4332 — ®(c) = P(c) = 0.4115

=c=—1.693 =c=-1.35
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Slu¢ajna veli¢ina X ima normalnu raspodelu sa parametrima g i 0. Odrediti ove parametre
ako se zna da je verovatnoca da veli¢ina X uzme vrednost manju od 40 jednaka 0.2, dok je verovatnoca
da uzme vrednost veéu od 50 jednaka 0.15.

Resenje:

Verovatnoca da sluc¢ajna veli¢ina X dobije vrednost ve¢u od 50 i manju od 40 jednaka je verovatnoéi
da slucajna velicina Z dobije vrednost manju od z; i veéu od zs, kao $to je prikazano na slikama.

X f2)
7=2"F
o
40 — _
zZ1 = O 122:50 H o
o
20% 15%
=
X zz 0 gz z

Verovatnoca da slu¢ajna veli¢ina X dobije vrednost veéu od 50 jednaka je:

T :Ooa:x 250*H:222
P(x > 50) 5Zf()d ﬁP(>0>P(>)

1 _
B V2T 2

=104 = 50— p=1.04c
g

50 — 50 —
= 015=05-B(z) = B(z)=> < ”) = a
g

Sli¢no, verovatnoca da sluc¢ajna veli¢ina X dobije vrednost manju od 40 jednaka je:

—p
ag

40
P(J;<40):/f(x)dac = P<z<40 ):P(z<z1); P(z<2z1)=05—®(z)

=084 = 50—p=-084c

40 — 40 —
= 02=05-®(z) = <I>(zl)—¢><0 “) = 00/“‘

g

Resavanjem sistema jednacina:
dobijaju se trazeni parametri raspodele:

1+ 1.040 = 50 =

0.84 40 w=44.468 i o =5.319.
w—0.840 =

Neka slucajna veli¢ina X ima N (p,4) raspodelu. Naéi matematicko o¢ekivanje ove raspodele
E(x) = p, tako da je:

P2+ <2 < 2u+4) = 0.2835

Resenje:

Verovatnoca da se slucajna velicina X nade u intevalu (2 + p, 2p + 4), jednaka je verovatnodi da se
sluc¢ajna promenjiva Z nade u intervalu (z1, 22) je:

P(Zl<Z<22):P(21<u<22):P(ﬂ+210<$<M+220),
g

odnosno, treba da bude ispunjen uslov: pt+z-d<z, < p+ 24, (1)
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Iz uslova zadatka: P2+pu<ax<2u+4)=0.2835
dobijaju se nejednakosti: 24+ <z, x<2u+4, (2)

Na osnovu sistema nejednakosti (1) i (2), dobijaju se sledeéi sistemi nejednakosti:

w4z <z, 24+ p<z, (3) A2)
pt4ze >z, 2u+4>zx, (4)

1
Resenje sistema nejednakosti (3) je 21 = 2
. +4
a sistema (4) zo = 'UT,
tako da trazena verovatnoca predstavlja Srafi-
ranu povrsinu ispod standardne Gausove raspodele,
prikazane na slici.

Uy T

021 Zy z

4 1
Na taj nacin se dobija: P(pu+2 <z <2u+4) =P(23) —P(21) = (/H_> -0 <> = 0.2835,

4 2
. 1 - . w4
Kako je @ 5)= 0.1915 (vidi tabelu C na strani 184) = @ ) 0.1915 = 0.2835,
4
% =196 = p=384

Koncentracija soli u morskoj vodi je 20% slucajeva bila veca od 22 mg/l, a u 28% slucajeva
manja od 14 mg/l. Odrediti matematicko ocekivanje i standardnu devijaciju koncentracije soli, ako
je poznato da ona podleze Gausovoj raspodeli.

Resenje:

Verovatnoca da je koncentracija soli u morkoj vodi veéa od od 22 mg/1 iznosi 0.2, i da je koncentracija
soli manja od 14 mg/l iznosi 0.28, jednaka je istim verovatnoéama da slucajna veli¢ina Z dobije
vrednost veéu od z; i manju od zo, slicno kao u zadatku 4.72.

22 — 14 —
Koriséenjem smena z; = a iz9 = 7'“7 dobija se:
g

22 — 22 — 22 —
P(x>22)P<z> - ’“‘) =05 B(z1) = 0.2; é@( “) =03, == P 084

14 — 14— 14—
P(a:<14):P<z< “) = 0.5 — (25) = 0.28, :><I>< “) =022, = —H— 058

(o2

Resavanjem sistema jednacina:
dobijaju se trazeni parametri raspodele:
w+0.840 = 22 =

w=1727 i o =>5.63.
uw—0.580 =14
Neka je X neprekidna slucajna promenljiva sa gustinom:

[ C(4x —227), za 0<z<2
f(x)—{ 0, za <0, i x>2

Odrediti C, a zatim naéi verovatno¢u da slu¢ajna promenljiva uzima vrednosti veée od 1, tj. P(z > 1).
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Resenje:

Konstanta C odreduje se iz uslova normiranja:

/ f@)de=1, = /0(433 —20%)dz =1, = C(22° - %J;B)‘ =1, = C= g

Sada je trazena verovatnoca:

+oo
Plz>1)= / flz)dr =

Neka sluc¢ajna velicina X ima Studentovu raspodelu sa n = 11 stepeni slobode. Odrediti
verovatnoéu da sluc¢ajna veli¢ina ima vrednosti veée od 0.4, odnosno P(z > 0.4).

2
3 2 2 1
Az — 222 722—73(=7
/ac T 8(3@ 3x)1 5
1

OO\OO

Resenje:
_n+t1
2

2
Ako je gustina Studentove raspodele: fit)y=0ac, <1 + > , n=11,
n

trazena verovatnoéa je:  P(x > 0.4) = / f(t)dt

U tabeli za Studentovu raspodelu na strani 188 date
su vrednosti ¢, , parametara Studentove raspodele. o)
U koloni koja oznacava broj stepeni slobode n = 11
trazi se vrednost 0.4. To odgovara verovatno¢i da

slu¢ajna promenjiva ¢t uzme vrednost od nula do 0.4, P
pa je:
0.4
p=0.15= /f(t)dt. 004 /
0
0.4
Trazena verovatnoda je: P(x>04) = / ft)dt =0.5— /f(t)dt =0.5-0.15=0.35
0

Ako slucajna velicina X ima studentovu raspodelu verovatnoce sa brojem stepeni slobode
n = 13, naéi verovatnoéu da slu¢ajna promenljiva uzme vrednosti izmedu 0.13 i 1.77, tj. P(0.13 <
X < 1.77).

Resenje:
Verovatnoéa da se slu¢ajna promenljiva nade u intervalu (0.13,1.77) (Srafirani deo na slici) je:
1.77 0.13
P(0.13 < X < 1.77) = P(X < 1.77) — P(0.13 < X) = / F(t)dt = / F(6)dt — / F(t)dt
013 0 0
Iz tabele za Studentovu raspodelu za n = 13 stepeni slo- S0
bode (na strani 188), nalaze se vrednosti:

1.77 0.13

p1 = f(t)dt =0.45,1py = f(t)dt =0.05
/ /

= P(0.13< X <1.77) = 0.45 — 0.05 = 0.40 013 177 P
Neka slucajna promenjiva X ima studentovu raspodelu verovatnoce sa n = 20 stepeni slobode.
Ako je verovatnoca da se sluc¢ajna promenljiva nade u simetri¢cnom intervalu oko srednje vrednosti
0.683, tj. P(—ta0 < X < tgg) = 0.683, nadi grani¢ne vrednosti.
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Resenje: A
Prema defiiciji verovatnoca je data izrazom: \
tao tao ‘PR p
P(—ty < X < tg) = / ftdt = 2/f(t)dt =0.683 7\
~tao 0 by 0 1y t

Iz tabele za Studentovu rapodelu na strani 188 nalazi se:

tao

/f(t)dt =0.3415, P(0< X < ty)=0.3415, =ty =103, i —ty = —1.03

Ako slucajna veli¢ina X ima y? raspodelu verovatnoée sa n = 10 stepeni slobode, odrediti
verovatno¢u da X uzme vrednosti veée od 9.342, P(X > 9.342).

Resenje:

Gustina raspodele x? ima oblik: flx)=C! T e T

a verovatnoca je:  P(X > 9.342) = / flx)de=1- / f(z)dz

9.342 0

U tabeli za x? raspodelu na strani 186 date su vrednosti koeficijenata xfw , za razne vrednosti broja
stepeni slobode n i verovatnoce p. Ove vrednosti koeficijenata odgovaraju vrednostima resenja izraza:

2
Xn,p

/ f(z)dz = p po x; ,, zadatonip. fx)
0
Verovatno¢a p u tabeli predstavlja verovatnoéu da se

slu¢ajna veli¢ina X sa x? raspodelom verovatnoée, i sa n
stepeni slobode nade u intervalu (0, x3 ), tj. P(0 < X <

X%,p) = p, odnosno predstavlja Srafiranu oblast na slici. V% P’

Vrednosti 9.342 za n = 10 stepeni slobode odgovara

verovatnoca p = 0.5 (vidi stranu 186), trazena verovatnoca () 9.342 X
je tada:

P =P(X>9342) =1—P(0 < X <9.342) = 1 — 0.5 = 0.5.

Odrediti granice intervala oko medijane M, ¢ije vrednosti moze uzeti slucajna velicina X sa
x? raspodelom verovatnoée sa n = 25 stepeni slobode, sa verovatnoéom P = 0.9.

Resenje:
Verovatnoca nalazenja slucajne veli¢ine u okolini medijane M, prema definiciji jednaka je:

1 1
P(X<M)=3, P(XzM)=;
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pa je verovatnoca nalazenja sluc¢ajne veli¢ine oko medijane
M., levo i desno jednaka i iznosi p/2. Verovatnoéa da X
uzme vrednosti iz ne Srafiranog intervala iznosi 1 —p = 0.1,
a zbog simetri¢nosti su po 0.05, tako da je:

X?z;pl X?z;m
f(x)dxz = p; = 0.05, / f(x)dx = ps = 0.95
0 0

Na taj naéin se iz tabele za x? raspodelu za broj stepeni | | |
slobode n = 25 i verovatnoée p = 0.05 i p = 0.95 dobijaju Anp Mo Ay *
trazene vrednosti:

X§5;0.05 =14.61, i X§5;0495 = 37.65
Ako slu¢ajna velicina X ima x? raspodelu verovatnoée sa n = 10 stepeni slobode, odrediti
verovatno¢u da se X nade izmedu vrednosti 2.156 1 11.78, tj. P(2.156 < X < 11.78).
Resenje:
Verovatnoca nalazenja slucajne veli¢ine unutar intervala jednaka je:

11.78 11.78 2.156

P(2.156 < X < 11.78) = / fl@)dx = / f(z)dx — / f(x)dx = ps — p1

2.156 0 0

Ove verovatnoée odreduju se iz tabele za x2? raspodelu na strani 186 za broj stepeni slobode n = 10.

2756f( )dx = 0.005 /0
= a)dx = 0.005,
0

11.78
P2 = / f(z)dx =0.7 4
0
= P(2.156 < X < 11.78) = 0.695. 2156 11.78 x

Ako slucajna veli¢ina X koja ima y? raspodelu verovatnoée uzima vrednosti veée od 27.18 sa
verovatnoc¢om 0.4, odrediti njen broj stepeni slobode.

Resenje:
Uslovom zadatka verovatnoca je: 1 —p = P(X > 27.18) = 0.4
+oo +oo f(X)
P(X > 27.18) = / Fla)da = / F(@)dz = 0.4,
X2, 27.18
X 27.18
=p= / f(z)dz = / flz)dr =1-0.4=0.6 PN 1 - p
0 0 |
27.18 X

Kako je x7., = 27.18, za p = 0.6, iz tabele za x* raspodelu na strani 186 nalazimo broj stepeni
slobode n = 26.

Ako slucajna veli¢ina X sa x? raspodelom vrovatnocée san = 17 stepeni slobode uzima vrednosti
iz simetri¢nog intervala oko medijane M, sa verovatno¢om p = 0.7, odrediti granice ovog intervala.
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Resenje:

Sliénim postupkom kao u zadatku br. 4.81, dobija se reSenje u obliku:

Xi;p1 = X%7;0.15 = 1112, X%;m = X%7;0.85 = 22.98

Ako sluéajna veli¢ina X sa x? raspodelom verovatnoée uzima vrednosti veée od 18.77 sa
verovatnoéom 0.6, odnosno P(X > 18.77) = 0.6, odrediti njen broj stepeni slobode.

Resenje:

Sliénim postupkom kao u zadatku 2.82,

2
Xn;p

1-p=P(X >1877)=06 = p=P0<X<I877)= / fx)dz =04

0
Iz tabele za x? raspodelu na strani 186 dobija se: Xfl;p =18.77, = n=21.

Ako slucajna veli¢ina X ima y? raspodelu verovatnoée sa n = 30 stepeni slobode, odrediti
verovatnoéu da X uzima vrednosti iz intervala (22.11;31.32), tj. P(22.11 < X < 31.32).

Resenje:
Sliéno kao u zadatku 4.81, verovatnoéa da slucajna veli¢ina X uzme vrednost iz trazenog intervala:

31.32 31.32 22.11

P(22.11 < X < 31.32) = / fz)dx = / fz)dx — / f(z)dz = 0.6 — 0.15 = 0.45
0

22.11 0

Ako slucajna velicina X ima FiSerovu raspodelu verovatnoée sa stepenom slobode n; = 8 i
no = 4, odrediti verovatnocu sa kojom slucajna veli¢ina X moze uzeti vrednosti vece od 6.041, tj.
P(X > 6.041).

Resenje:
+00 6.041
P(X > 6.041) = 1 — P(0 < X < 6.041) = / F@)de =1— / F(@)da
6.041 0

U tabelama F za Fiserovu raspodelu, na stranama od 189 do 194, dati su koeficijenti f,.n,:p koji su
reSenje jednacine:

f"l?"Q;P

Sx)
f(z)dz = p,
0

za odredene vrednosti nq, ns i p. Prema konvenciji uvek

se bira n; > ny. U ovom slucaju u tabeli se trazi vrednost
6.041 zan; = a = 81imng = b =4, $to odgovara verovatnoci:

6.041
p=0.95= / f(x)dz  (vidi stranu 192) p 1-p
0 T
= P(X>6041)=1-p=1-0.95=0.05 6.041 X

Za slu¢ajnu veli¢inu sa Fiserovom raspodelom verovatnoce sa stepenima slobode n; = 7 i
ne = 5, odrediti granicu intervala (0; fn,:.n,p), ako slucajna veliCina moze uzeti vrednosti iz tog
intervala sa verovatno¢om p = 0.25, odnosno P(0 < X < fr,in,;p) = 0.25.
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Resenje:

Prema uslovima zadatka je:

fﬂl;nzﬂi‘

PO <X < foymgp) = / f(z)dz = 0.25

Trazi se vrednost fy,im.:p Ou tabelama F za Fiserovu
raspodelu, za sve verovatnode, sa stepenima slobode n; =7
i ng = 5, koja iznosi p. Kako je verovatnoca p = 0.25
manja od 0.5, ove vrednosti nema u tabelama F, pa se ko-
risti sledeca osobina Fiserove raspodele:

—1

fnl;nz:p nginy;l—p
fi= [ f.
0 0
pI‘i cemu vazi f7;5;0_25 = 1/f5;7;0,75. Ova osobina je

prikazana na slikama desno. Zato se u tabeli za Fiserovu
raspodelu na strani 194 trazi vrednost fs.7.0.75, sa stepeni-
ma slobode ny =51ing =7, i verovatnoéug=1—p=0.75
(donja slika). Ova vrednost odgovara granici Srafiranog
dela, odnosno granici koja odreduje povrsinu.

Kako je: fs.7.0.75 = 1.711, to se dobija

= f BN
7:5;0.25 — = = U. .
fsrors 1711

95

Ako slucajna veli¢ina X ima FiSerovu raspodelu verovatnoée sa stepenom slobode ny = 9 i
ny = 6, odrediti verovatnoéu sa kojom sluc¢ajna velicina moze imati vrednosti iz intervala (0;0.392),

tj. naéi P(0 < X < 0.392).

Resenje:

Prema uslovu zadatka je: P(0< X <0.392) = / f(x)dx =

Ova verovatnoca je prikazana Srafiranom povrsinom na
slici desno. Prema tome trazi se verovatnoca koja odgo-
vara vrednosti 0.392, u tabelama za FiSerovu raspodelu
(na stranama od 189 do 194), za sve verovatnoce, sa
stepenima slobode n; = 9 1 ny = 6. Ovo je analogno
trazenju povrsine Srafiranog dela krive (gornja slika),
ako znamo granicu koja oivicuje ovu povrsinu. p

Koristeéi osobinu Fiserove raspodele (za ¢ = 1 — p):

1 1

Je0:a = Joos1—p foep  0.392

[}

ny= 9
ny= 6
Sromp = 0:392
l-p
0.392 X
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ﬂx) I’l1:6

Sada se ova vrednost trazi u tabeli za nqy = 6

. . , n,=9

i ng = 9 za sve vrednosti verovatnoéa ¢ = 2

1 — p, sto je analogno trazenju povrsine Srafira- g=1-p

nog dela krive na slici desno, ako znamo granicu

koja oivi¢uje ovu povrSinu. Ova vrednost iznosi fn g = =2.551
g =1—p = 09 (tabela F sa strane 193), tj. 2 fnl;nz;p
p=1-0.9=0.1, pa je trazena verovatnoca:
q
P(0< X <0.392) =0.1
2.551 X

Ako slucajna velicina X ima Fiserovu raspodelu verovatnoée sa stepenima slobode ny = 7
i ne = 5, odrediti verovatnoéu da slucajna veli¢ina uzima vrednosti iz intervala (0;0.528), tj. nadi
P(0 < X <0.528).

Resenje:
U ovom slucaju se trazi verovatnodéa p: J&) n=1
0.528 frisip
p=P0< X <0.528) = / f(x)dx = / f(x)dx
0 0

zatim se traze u tabelama F za FiSerovu raspodelu, na
stranama od 189 do 194, za sve verovatnocée za vrednosti
slucajne promenjive: frs, = 0.528 (ny = 7 i ng = 5).
Ova verovatnoéa odgovara Srafiranom delu ispod gustine
raspodele na gornjoj slici, a f7;5,, = 0.528 oznacava granicu

0.528 X

srafirane oblasti. Kako ove vrednosti nema koristi se os-
obina:
) Jx) ny=35
f5;7;1, = = = ].7].1 =7
b f7;5;p ’ "2
odnosno, u tablici za FiSerovu raspodelu trazi se q=1-p
verovatnoc¢a kojoj odgovara fs.7.1—p, = 1.711, za n; = 5 f - 1711
i ng = 7 (§to odgovara grafiranom delu na donjoj slici, i L
a f57.1—p = 1.711 oznacava granicu Srafirane oblasti). Iz q
tabele F na strani 194 nalazi se 1 — p ~ 0.75, pa je trazena
verovatnoca: !
1.894 X

p=P(0< X <0.528) =0.25

Ako slucajna X veli¢ina ima FiSerovu raspodelu verovatnoée sa stepenima slobode ny =
6 i ng = 5, odrediti verovatno¢u da sluc¢ajna velicina uzima vrednosti veée od 0.3218, tj. nadi
P(X > 0.3218).

Resenje:
+oo 0.3218
Trazena verovatnoda je: P(X > 0.3218) = / fl@)dx=1— / f(x)dx
0.3218 0

odnosno: P(X > 0.3218) =1— P(0 < X < 0.3218),

pri cemu P(0 < X < 0.3218) = 00'3218 f(z)dx odgovara Srafiranoj oblasti na slici na gornjoj slici.
Prema tome, trazena verovatnoéa P(X > 0.3218) odgovara nesrafiranoj povrsini na gornjoj slici, koju
odreduje gustina raspodele.
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Sx)
Vrednosti verovatnoée P(0 < X < 0.3218) su date u tabeli n==6
za Fiserovu raspodelu za n; = 6 1 ny = 5. 5
)=
Kako ove vrednosti nema u tabelama F za FiSerovu _
fnl;nz;p =0.3218

raspodelu (na stranama od 189 do 194), koristi se osobina
za koeficijente ove raspodele (¢ = 1—p): fnyinpip = Fro:

n2;ini;q)
pa se dobija:
1
[5:6:0 = o = 3.108. [
0P 03218 x

Koeficijentu fs.6,; = 3.108 u tabeli F za Fiserovu raspodelu, no=5
na strani 193 odgovara verovatnoéa ¢ =1 — p = 0.90. Ova Sx) !
verovatnoca odgovara Srafiranoj povrsini na donjoj slici. n,=6
Na taj na¢in se dobija povrsina srafiranog dela na gornjoj q=1-p
slici 1

; Ly = =3.108

P(0 < X <0.3218) = 0.1 M S

Tada je trazena verovatnoca:

P(X >0.3218) = 1-P(0 < X < 0.3218) = 1-0.1 = 0.9

3.108 X

Odrediti granice simetri¢nog intervala oko M., ¢ije vrednosti moze uzeti slu¢ajna velicina X
sa Fiserovom raspodelom sa stepenima slobode ny = 8 i no = 7, sa verovatno¢om p = 0.8.

Resenje:
) i
Verovatno¢a da slu¢ajna promenjiva uzima vrednosti =
manje (ili veée)od medijane iznosi: ny="17
1
P(X<M.,)=PX>M)= 3
Posto je prema uslovima zadatka interval, sa sredistem u P
medijani, ovaj interval je simetrican u odnosu na M,. U 2 4
levom i desnom delu oko M, verovatnoce su p/2 = 0.4, 2
tako da su granice intervala odredene povrsinama, koje ’ Y, I ’
odgovaraju verovatno¢ama pi i po: nptypy e UELYS *
_ p_ —01- : _ D _ _
p1—0.5f§—0.5—0.4_0.1, i p2—0.5+§—0.5+0.4_0.9
Pri ¢emu su granice intervala fs.7.0.1 i fs;7,0.9 odredene izrazima:
fsi750.9 fsi750.1
P(O <X< f8;7;0,9) = / f(x)dx =0.9 i P(O <X < fS;?;O.l) = / f(iE)d(E = 01,

0 0

Granice intervala se Citaju iz tabele F za Fiserovu raspodelu na strani 193, za stepene slobode ny = 8
ing =7, 1verovatnoée p; = 0.1 i p; = 0.9, tako da se dobija:
1 1

709 = 2752 fazoq = —— = 5o = 0.381
faro = 2T5%  furoa = = 557 = 038

Ako slucajna velic¢ina X ima FiSerovu raspodelu verovatnoce sani; = 51ing = 4 stepena slobode,
odrediti verovatno¢u da X uzme vrednosti iz inervala (0.528;6.256), tj. P(0.528 < X < 6.256).
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Resenje:
Trazi se:  P(0.528 < X < 6.256) = P(0 < X < 6.256) — P(0 < X < 0.528) = ps — py

Iz tabela F za FiSerovu raspodelu (od strane 189 do

strane 194), za stepeni sloboda ny = 51 ny = 4, za

verovatnoce p; i po se dobija. fx)

Za  fs..p, = 6.256 verovatnocéa je: py = 0.95. n=3
n,=4

lazi koristeci: f 1 1
se nalazi koristeéi: fi51_p, = —— = —— =

P 4;5;1—py Fotimn 0528

1.8939

odakle se dobija: 1 — p; = 0.75, odnosno:  p; = 0.25. P
[ —

Tako da je trazena verovatnoca: 0.528 6.256 X

P(0.528 < X < 6.256) = p2 —pl =0.95—-0.25 =0.7

Neka slucajna velicina X ima FiSerovu raspodelu verovatnoce sa brojevima stepeni slobode
ny = 12 i nyg = 10. Odrediti granice simetri¢nog intervala oko medijane M., ako slucajna veli¢ina X
moze imati vrednosti iz ovog intervala sa verovatno¢om p = 0.95.

Resenje:

p1 =0.5—-0.475=0.025 i ps =0.5+40.475 = 0.975, )

‘ n=12
n,=10

Tako da su granice intervala fi2,10,0.975 1 f12;10,0.025-

Iz tabela F za FiSerovu raspodelu na stranama 191 i 194,
za stepene sloboda ny; = 12 i ny = 10 se nalaazi:

f12:10:0.975 = 3.621,
1 1

f10;12;1-0.025 "~ 3.374

1)

=0.296

(S

f12;10;0.025 =

Granice simeti¢nog interva su (0.296; 3.621). f"l?”ﬂ’l M, f”l;”z§Pz x
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Izrazavanje gresaka merenja

5.1 Slucajne greske direktnih merenja

Osnovni zadatak merenja je odredivanje vrednosti merene fizicke veli¢ine (u matematickoj statistici se
zajednicko svojstvo elemenata posmatranog skupa naziva obelezje) u posmatranom fizickom sisitemu
(u matematickoj statistici se za skup posmatranih elemenata koristi termin populacija). Obzirom, da
svako merenje sadrzi greske, to se idealno ta¢na vrednost merene veli¢ine ne moze odrediti. Pored toga,
za neko tacnije odredivanje vrednosti fizicke veli¢ine potrebno je ispitati sve elemente posmatranog
skupa. Kako je to prakticno nemoguce, na sluc¢ajan nacin se uzima njegov jedan deo koji se naziva
uzorak.

Prilikom merenja moze doé¢i do slucajnih gresaka koje nastaju zbog same prirode fizicke veli¢ine i
procesa merenja, a i sistematskih gresaka koje nastaju zbog nesavrSenosti tehnicko-tehnoloskih os-
obina mernih uredaja. Zbog toga, ako se merenja ponavljaju pod istim uslovima dolazi do rasturanja
(rasejanja) izmerenih vrednosti. Svaki rezultat merenja je drugaciji. Eksperimentalni rezultati su
slucajne velic¢ine. Prillikom merenja sledec¢a vrednost se ne moze precizno predvideti, ali moze pred-
videti verovatnoca njenog pojavljivanja u odredenom mernom opsegu.

Merenjem se, prema tome, moze odrediti samo gustina raspodele pojavljivanja fizicke veli¢ine i pro-
ceniti njena srednja vrednost, standardna devijacija i drugi parametri.

Prema matematickoj statistici uzorak dobro opisuje fizi¢ki sistem ako broj merenja tezi beskonacnosti.
Tada je relativna frekvencija f;/n slucajna velicina i tezi verovatnodi (prema klasi¢noj definiciji
verovatnoce), tj. histogram relativnih frekvenci za veliki broj merenja tezi gustini raspodele verovat-
noc¢e (odnosno raspodeli verovatnoce u slu¢aju diskretnih fizickih veli¢ina) posmatrane fizicke velic¢ine.
Relativna frekvenca tada predstavlja verovatnoéu nalazenja fizicke veli¢ine u datom (odredenom) in-
tervalu.

e Najbolja ocena srednje vrednosti (matematickog ocekivanja) gustine raspodele verovatnocée neke
fizicke veli¢ine u odredenom fizickom sistemu, odnosno prava vrednost fizicke veli¢ine je srednja
vrednost :

T =

n
D i
i=1

3=

e Najbolja ocena standardne devijacije gustine raspodele verovatnoce neke fizicke velic¢ine je
eksperimentalna standardna devijacija o (ili procenjena standardna devijacija):

1 n
— . )2
OF = n_1 ;Zl(xz .23)

Standardna devijacija je mera Sirine raspodele. Njena vrednost se ne smanjuje sa pove¢anjem
broja merenja. Sa povetanjem broja merenja javlja se veéi broj ve¢ih odstupanja. Poveéanjem
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broja merenja povecava se samo tac¢nost njenog odredjivanja. Standardna devijacija se moze
smanjiti samo pove¢anjem preciznosti merenja. Treba imati u vidu da og ne definise ta¢nost
odredivanja Z, ve¢ rasturanje, odnosno ponovljivost (preciznost) pojednih merenja oko Z.

Gustinu raspodele neke fizicke veli¢ine mozemo odrediti samo ako je osetljivost merenja dovoljna. Ako
je Ax mo¢ razlaganja mernog uredaja, odnosno najmanji podeok na instrumentu, a og mera Sirine
raspodele eksperimentalne standardne devijacije, smatra se da je osetljivost dovoljna za ispoljavanje
slucajnog karaktera rezultata i pouzdanu statisticku obradu, ako je Az < op/4.

Korekcija n — 1 = ng, predstavlja broj stepeni slobode, a ne broj merenja. Broj stepeni slobode
predstavlja broj merenja umanjen za broj parametara odredenih iz skupa merenja. Kod srednje
vrednosti ne uzima se minus jedan, jer je ona prethodno odredena. Ova korekcija je znac¢ajna samo
za malo n, kada n — oo, postajen — 1 — n.

U praksi je uoceno da zbir velikog broja slu¢ajnih veli¢ina moze imati priblizno normalnu raspodelu,
iako su nezavisne i ¢ak ako nemaju istu raspodelu. Imajué¢i u vidu ovu ¢injenicu u fizici se najcesce
pretpostavlja da su gustine raspodele merenih fizickih veli¢ina normalne. Na osnovu toga pret-
postavlja se da mnostvo raznih uticaja implicira jedinstven uticaj sa normalnom raspodelom.

Centralna grani¢na teorema daje teorijski osnov za primenu normalne raspodele u obradi rezul-
tata merenja, a ona glasi:

Neka su X1, Xo,..., X, nezavisne slucajne velicine sa standardnom devijacijom o i matematickim
ocekivanjem p, tada slucajna velicina:
1+ x4+ xn—n
Zy = Lh T2t F M—>J\/(0,1), za n — +00
ovn
odnosno, tezi normalnoj raspodeli sa E(Z,) = p = 0140 = 1, kad broj slucajnih veli¢ina n teZi
beskonacnosti.

Na osnovu toga, ako eksperimentalnu standardnu devijaciju og mozemo smatrati za slucajnu gresku
kojoj odgovara odredeni nivo poverenja, rezultat merenja neke fizicke veli¢ine moze se izraziti u obliku:

r=x+k-op

: ; : : 99.73%
gde je k prirodan broj. Ako je: 05 450,
k=1, nivo poverenja je p = 68.27%, Sx) 68.27%

k =2, nivo poverenja je p = 95.45%,
k =3, mnivo poverenja je p = 99.73%.

Graficki prikaz nivoa poverenja p i odgovarajuéih %
granica intervala z,/5, prikazani su na slici 5.1.

Ako je nivo poverenja slucajne greske 68.27%, tada H-306 P-20 -6 P p+o P20 pt3c X

treba ocekivati da ¢e se 2/3 buduéih merenja fizicke _ o . . .
veli¢ine x naé¢i unutar intervala T & og. Da bi ova Slika 5.1. Graficki prikaz nivoa poverenja p i

procena bila pouzdana potrebno je uraditi vedi broj ~odgovarajucih granica intervala z,, /5.

merenja.

5.1.1 Racunanje standardne greske

r1+xo2+- - +Tp—N

ov/n

raspodelu: Z ~ N(0,1). Mnozenjem slu¢ajne promenjive Z sa o/4/n, dobija se:

b~z gde Z ima normalnu

Na osnovu centralne grani¢ne teoreme:

f:$1+x2+"‘+$nzuiiz
n

n vn

Odnosno, sledi da aritmeticka sredina T ima priblizno normalnu raspodelu N (u, ﬁ)




5.1. Slucajne greske direktnih merenja 101

Ovo u praksi zna¢i da postoji n ponovljenih grupa od N merenja. Iz svake od ovih grupa od po N
merenja se racunaju srednja vrednost T i eksperimentalna standardna devijacija og. Na taj nacin se
dobija n odgovaraju¢ih srednjih vrednosti T i eksperimentalnih standardnih devijacija og, odnosno

T1,T2,...,Tn 1 0OE1,0E2,-..,08,. Svaka od ovih vrednosti Z; predstavlja po jednu sluc¢ajnu veli¢inu
X, tako da se dobija:

Tz = T(T) = - Z@ — Srednja vrednost pojedinacnih srednjih vrednosti,

Standardna greska ili standardna devijacija srednjih vred-
nosti merene fizicke veli¢ine,

Se=5() = |+ (@~ 7(@)?

1
g = -~ Z — Srednja vrednost pojedina¢nih standarnih devijacija merene fizicke velic¢ine
n
__ __ Standarna devijacija pojedina¢nih
Sor = 5(08) = 0p(08) = 075 = Z: 5, ~UE)? standardnih devijacija.

Veza izmedu ovih vrednosti je: fx) a) 1) b)
s@=TZ i Sm)=-E 020 N=10 020 VW
r)=—F7= 1 OF) = n = 1000 n=
vN V2N 0.151 0.15 SE)
Vrednosti S(Z) i S(@g) su obrnuto 0.10 - 0.10 4
proporcionalne korenu iz broja 0.05 1 Mﬂ 0.05 |
merenja N unutar jedne grupe 0.00 ulEEE 0.00 S 11—
merenja. Ovo ukazuje da tacnost 30 40 50 60 70 X 30 40 50 60 70 X
X(x) x(x)

odredivanja  raspodele  srednjih
vrednosti ovih grupa =zavisi od
broja merenja unutar svake grupe
merenja.

Slika 5.2. Histogrami srednjih vrednosti: a) od N = 10
podataka i b) od N = 100 podataka.

Ovo se jasno vidi sa histograma na slici 5.2. Na slici je prikazana numericka generacija Gausove
raspodele za parametre m = 55 i ¢ = 17. Raspodela levo je nacrtana iz n = 1000 srednjih vrednosti
od po N = 10 podataka a raspodela desno iz n = 1000 srednjih vrednosti od po N = 100. Jasno
se uocava da se raspodela suzava sa porastom broja podataka u pojedinoj grupi NN, odnosno da se
smanjuje standardna devijacija, tj. standardna greska srednjih vrednosti S(Z).

Rezultat ovakve serije od n puta po N merenja se daje u obliku Z(Z) + S(Z). Pri tome standardna
devijacija srednje vrednosti, odnosno standardna greska srednje vrednosti predstavlja interval oko
srednje vrednosti u kome se nalazi 68.27% svih srednjih vrednosti. Ova vrednost predstavlja ono §to
se naziva sluc¢ajna greska konacnog rezultata, 7(Z)!.

Standardna greska se najlakse nalazi preko srednje vrednosti pojedinénih standardnih devijacija o,
tj. kao: S(Gg) = o5/V2N. Tada greska prilikom odredivanja srednje vrednosti standarne devi-
jacije S(cg) sluzi za procenu ta¢nosti u poznavanju standardne greske. Na osnovu poznavanja ove
ta¢nosti moze se odrediti broj znacajnih cifara u standardnoj gresci. Naime, relativna greska srednje
standardne devijacije je jednaka: S(75)/s = 1/V2N. Tako se pokazuje:

n21000; 1/v2n ~ 2%
n~100; 1/v2n~7%

= 2 znacajne cifre

n>=10; 1/vV2n~22% = 1 znacajna cifra.

LOgigledno je da sluéajna greska nije nikakva greska, veé ona predstavlja objektivnu meru rasejanja rezultata oko
srednje vrednosti.
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Medutim, u praksi se grupa od N merenja nikada ne ponavlja. Sve ¢ime se raspolaze je skup od n

merenja xi, Ta, T3, ...

Zp, sa jednom srednjim vrednoséu T i standardnom devijacijom og. Ovo u

stvari znac¢i da za svaku od ovih pojedina¢nih vrednosti smatra da je srednja vrednost od N merenja.
Zato se srednja vrednost T i standardna devijacija g uzimaju kao vrednosti Z(Z) i og, pa se vrednost
og/+/n uzima kao procena za S(T), tako da se konacan rezultat serije od n merenja pise u obliku:
T + op//n, odnosno standardna greska se izrazava u obliku:

n

> (@i —73)?

i=1

.\ _ OE 1
(@) = vno \[nn—1)
Kako je eksperimentalna standardna devijacija o g stalna
veli¢ina, nezavisna od broja merenja, mozemo re¢i da
standardna greska zavisi od broja merenja. Raspodele
srednjih vrednosti se suzavaju sa povetanjem broja
merenja, sto dovodi do preciznosti odredivanja srednje
vrednosti. Ovo se jasno vidi sa slike 5.3, na kojoj je data
zavisnost S(Z)/og = f(n). Deo krive za n < 6 je dat
isprekidanom linijom, jer manje od Sest merenja nije do-
voljan uzorak za racunanje standardne devijacije.

Imajuéi sve ovo u vidu, rezultati merenja se najcesce izrazavaju u obliku:

1.0 1
1
0.8 !
\
067"

S(x)/c,

0.4 1
0.2 1

0.0 . . . .
0 10

Slika 5.3. Zavisnost odnosa S(7)/og od
broja merenja.

r=7+k.2E

vn

na zeljenom nivou poverenja zavisno od vrednosti prirodnog broja k. Ako je k = 1 nivo poverenja
je 68.27%, za k = 2 nivo poverenja je 95.45%, a za k = 3 nivo poverenja je 99.73%. Na osnovu
prethodnog, sledi da za svako sledeée merenje postoji verovatnoca, da srednja vrednost upadne u ovaj

interval, koja je jednaka nivou poverenja.

Za dovoljno veliko n, za zeljeni nivo poverenja p koeficijent k nalazi se iz tabele C (strana 184) za
Gausovu raspodelu kao Z,, /5, pa je interval poverenja za srednju vrednost, na nivou poverenja p:

OE
NG

i uvek se navede nivo poverenja p u %, kao i broj merenja.

5.1.2 Slucajna greska u sluéaju malog broja merenja

U slucaju malog broja merenja slu¢ajna veli¢ina:

T

by = ———
n—1 O'E/\/?l

ima Studentovu raspodelu sa n — 1 stepeni slobode, za n merenja. U tom slucaju, za odredivanje
intervala poverenja za pravu vrednost fizicke veli¢ine p ra¢una se verovatnoca p da se slucajna veli¢ina
tn—1 iz n eksperimenata, m = np puta nade u simetri¢nom intervalu (—t,_1, p/2 tn_1; p/2) oko nule

(E(ty)), kao sto je prikazano na slici 5.4.

Na taj nac¢in se dobija interval poverenja za pravu vrednost

fizicke veli¢ine u obliku:
9B
vn

i navede se nivo poverenja u % i iz koliko merenja je
izraCunata.

= ((E :l:tn—l; p/2

Vrednost t,,_1, ,/2 se Cita iz tabele za Studentovu raspodelu
(tabela E na strani 188). Ako je broj merenja manji od 6, a
radi se o nivou poverenja 68.27%, razlika izmedu ¢,_;. p/2
i1 Zy/2 je znatna.

f@®

i
kS’

“tn-1;p2 () tn—l;p/Z t

Slika 5.4. Dvostrani interval poverenja
verovatno¢om p za Studentovu raspodelu.

sa
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U slucaju da je broj merenja 6 < n < 30, razlika izmedu ¢,_1; /o 1 Z,/2 je mala i smanjuje sa
povecanjem broja merenja. Za n > 30 vazi aproksimacija t,_1; ,/2 = Z,,/5. Za vece nivoe poverenja,
95.45%, 99%, 99.73%, zbog veéih repova studentove raspodele razlika je veéa, pa se zbog toga ovi
nivoi poverenja najceS¢e ne koriste za izrazavanje gresaka.

5.1.3 Intervalna ocena standardne devijacije merene fizicke velic¢ine

Intervalna ocena nepoznate standardne devijacije zasniva se na Cinjenici da slu¢ajna veli¢ina:
2
s _ (n—1)og
ima, 2 raspodelu sa n — 1 stepeni slobode. Ovo se pokazuje polazeéi od izraza za eksperimentalnu

standardnu devijaciju, koriste¢i €injenicu da slu¢ajna promenjiva x2_; = >"1" | ((z; — z)/0)? ima x2
raspodelu sa n — 1 stepeni slobode, na sledeéi nacin:

9 R 502 9 02 -\’ o4(n—1) " (i -2\
CrE:n—lz:(xi_m)ﬁ - UE:n—lz o - o2 :Z o

=1 i=1 i=1

Broj stepeni slobode odgovara broju merenja umanje-
nom za broj parametara odredenih merenjem, a to je f(XfH)
jedan, jer je za odredivanje op potrebno najpre odre-
diti Z.

Za nalazenje intervala poverenja za standardnu devi-
jaciju na nivou poverenja p, racuna se verovatnoca da

se u n merenja slucajna veli¢ina x2_; nade m = np p
2 P
puta u intervalu (X2 e X .1+p) oko M.(x?). b3
n—1L =557 tn—1550
Na taj nacin se dobija dvostrani interval poverenja za Xf,-];%/’ M, Xf,_l;lip Xi_l
standardnu devijaciju (slika 5.5): ’
(n—1)0% , _ (n—1)0% Slika 5.5. Dvg.str?ni int(-arval poverenj‘fm za,
<o —— standardnu devijaciju sa nivoom poverenja p.
anl' 4p anl' iop
) T2
2
i uvek navede nivo poverenja u % i broj merenja. S

Ponekad, ali retko, koristi se i jednostrani interval po-

verenja za standardnu devijaciju na nivou poverenja p
(slika 5.6):

(n—1)ok

0<o%<
2
Xn-1; p

X”'l;P Xf,_l

Koeficijenti x2 . 14, 1 X2_,. , se Citaju iz tabele za Slika 5.6. Jednostrani interval povere-
nTl e ’ nja za standardnu devijaciju sa nivoom

poverenja p.

1
x?-raspodelu (tabela D na strani 186).

Napomena

Treba imati u vidu, da nivo poverenja u % ne znaci da je verovatnoéa da se nepoznati parametar p
ili ¢ nade u ovom intervalu sa verovatnoc¢om p, ve¢ da se od viSe intervala iz viSe uzoraka istog obima
n, pri merenju iste fizicke veli¢ine, njih p% zahvata pravu vrednost fizicke velicine.

U slucaju intervalne ocene parametara raspodela, granice intervala (ili u slu¢aju jednostranog intervala
jedna granica) moraju biti statistike uzorka. To zna¢i da moraju biti neke funkcije od uzorka i da ne
zavise od nepoznatih parametara raspodela fizickih veli¢ina.

Najcesce se koriste intervali poverenja sa velikim nivoom poverenja p = 95% ili p = 99%.
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Zadaci

Pokazati da srednja vrednost & rezultata merenja pri velikom broju merenja tezi pravoj vrednosti
merene fizicke velic¢ine p = xg koristeéi sledeée stavove Gausove teorije gresaka:

1° Pri velikom broju ponovljenih merenja, jednaka je verovatnoca da se pojave apsolutna odstupanja
iste vrednosti ali suprotnog znaka, tj. verovatnoce pojavljivanja pozitivnog i negativnog apsolutnog
odstupanja ili apsolutnih gresaka su iste.

2° Verovatnoce pojavljivanja vec¢ih apsolutnih odstupanja je mnogo manja od verovatnoce nastupanja
manjih odstupanja.

Resenje:
Neka su x1, xa, ..., x, izmerene vrednosti neke fizicke veli¢ine, a y = xg njena prava vrednost.
Apsolutna odstupanja izmerene veli¢ine od prave vrednosti fizicke veli¢ine su:

Axlo =1 — X, Axg():l'g—io, Axgo = T3 —TQ ..., Al‘no =Tn — X9

Sabiranjem apsolutnih odstupanja se dobija:

n
ZAIL’iO:A$10+A$20+”'+Azno:$1+l’2+"'+l‘n7’ﬂl‘0
i=1

3=

1 1
:>£C0=E(x1+$2+'”+$n)—E(A.’E10+A$20+"'+A$n0):f_

n
E Al’io
i=1

Imajuéi u vidu Gausove pretpostavke 1° i 2° iz teorije gresaka sledi:

1%

G . 1l¢ . .
To=7T — - Z Azx;g, kako vazi -~ Z Axio — 0, dobija se = 0=z
i=1 i=1
Zmagi pri velikom broju merenja srednja vrednost neke fizicke veli¢ine priblizno je jednaka pravoj
vrednosti fizicke veli¢ine T = xq, Sto je i trebalo dokazati.

Izracunati srednju vrednost svih apsolutnih odstupanja od srednje vrednosti.

Resenje:
Aka je apsolutno odstupanje: Ax; =x; — T, tada je srednja vrednost apsolutnog odstupanja:
1« 1 [ = — 1 1
Az, n;(xl z) n(;xz ;x> = Az ni:lxz ~nT=I-3 0

Dobijeni rezultat da je srednja vrednost apsolutnog odstupanja merene fizicke veli¢ine jednaka nuli
je posledica pretpostavke da se odstupanja jednako javljaju sa pozitivnim i negativnim vrednostima.

Izvesti izraz za eksperimentalnu standardnu devijaciju, uspostavljajuéi vezu izmedu apsolutnih
odstupanja od prave vrednosti Ax;g i apsolutnog odstupanja od srednje vrednosti Azx;.

Resenje:

Standardna devijacija merene fizicke veli¢ine oko prave vrednosti xq fizicke veli¢ine se odreduje kao:

n
o= Z(mi—xo)zpi; za n—00 = p=-- = 0= ﬁZ(xi—xo)2~mi
i=1 i=1
Neka je Axz;g = x; — o9 apsolutno odstupanje merene fizicke veli¢ine od prave vrednosti xg, a

Ax; = x; — Z apsolutno odstupanje merene fizicke veli¢ine od srednje vrednosti Z.
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Ako se pode od izraza: Az =x; —x0 = (x; — T) — (x9 — i:) i izvrsi sumiranje od 1 do n, dobija se:

2%on< — )~ (20— 2)° =) (#i — ) fzz -z WHZIO*I

i=1 =1

Kako prema zadataku 3.2 vazi: Z(ncz —z) =0, i kako je: Z(xo —2)? =n(zo — 7)%,
i=1 1=1

dobija se: Z Az?) = Z Az? 4 n(zy — ©)?

1 n
Dalje je (prema zadataku 3.1): g =% — — E Auwx;o, pa se dobija:
n
i=1

n n n 2 n n
> Ak = Axl+n (i ZA%) =Y Azt %ZA;@O
=1 =1 =1 1=1 i=1

= z": Aa:f =
i=1

1 n 1 n
2 2 2 2~ 2
0= - 15 Azi—ﬁg Azjy = o0 =o0
i=1 i=1

1
Konagno, izraz za eksperimentalnu standardnu devijaciju je oblika: og = Z(ml —T)?
i=1

Izvesti izraz za standardnu gresku S(Z) merene fizicke veli¢ine za n merenja, bez razvrstavanja
izmerenih vrednosti po grupama.

Resenje:

U zadatku 3.1 je pokazano da je greska izjednacavanja srednje vrednosti izmerene fizicke veliCine sa
njenom pravom VrednoSéu

=& = *ZAl‘zO

Ovu gresku nlkada tacno nije moguce odrediti, ali njenu verovatnu vrednost moguce je proceniti,
pretpostavljajuéi da je raspodela verovatnoce izmerene fizicke veli¢ine Gausova raspodela.

1 n
=~ A
=1

Standardna devijacija izmerenih vrednosti oko prave vrednosti fizicke veli¢ine je: o =

Mnozenjem standardne devijacije sa brojem merenja i kvadriranjem, dobija se:

Z A'I’LO

Proizvod Az;oAx;11 je beskona¢no mala veli¢ina za dovoljno veliki broj merenja tako da vazi:

n n
E Axfo = E Ax;
=1 =1

Korenovanjem dobijenog izraza i deljenjem sa 1/n dobija se izraz za standardnu gresku S(Z) pri
odredivanju prave vrednosti fizicke veli¢ine:

= (Axyg+ Azgo + - + Al‘no)2 e Z A:E?O + 2 Z AIiOA$i+1,O

i=1 =1

2

=n02

2

n
N 1 no o
:7EA’I10: = —
n n vn
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Pri merenju jacine struje dobijene su srednja vrednost Z i eksperimentalna standardna devijacija
or umA. Ako je broj merenja veliki izraziti rezultat merenja u kome figurise standardna greska, na
nivou poverenja:

a.) 68.27%; b.) 80%; c.) 90%; d.) 95.45%.
Resenje:

Srednja vrednost i eksperimentalna standardna devijacija su definisane izrazima:

n

1 1
i:Ein op = n_lz(ﬂsi—i‘)Q

i=1 i=1

NG

Pritom se koeficijenat z,/, Cita iz tabele za Gausovu raspodelu (tabela C na strani 184), uzimajucéi
za vrednost p trazene nivoe poverenja.

o
Rezultat merenja u obliku u kome figurisSe standardne greska se izrazava kao: x = (x + 22 E) mA

Za p = 68.27% je tada: 2P(z) = 0.6827, ®(z) = 0.34139, pa se u tablicama za Gausovu raspodelu
trazi vrednost zg 34139 koja iznosi 1.00.

Za p = 80% je tada: 2®(z) = 0.8, ®(z) = 0.4, = 2.34139 koja iznosi 1.28.
Za p = 90% je tada: 2®(z) = 0.90, ®(z) = 0.45, = 2(.45 koja iznosi 1.64.
Za p = 95.45% je tada: 2®(z) = 0.9545, ®(z) = 0.47725, = zg. 47725 koja iznosi 2.00.

OFE

a) x= (xﬁ:l.OO-\/ﬁ

) mA na nivou poverenja 68.27% sa standardnom greskom iz n merenja.

b.) z= (E +1.28- JE) mA na nivou poverenja 80% sa standardnom greskom iz n merenja.

NG

o

c.) xz= (:E +1.64- \/Pi) mA na nivou poverenja 90% sa standardnom greskom iz n merenja.
n

OF

NG

Prilikom 100 merenja duzine nekog predmeta dobijena je srednja vrednost Z = 51 cm i eksper-
imentalna standardna devijacija op = 1.07 cm. Izraziti rezultat merenja u kome figurise standardna
greska na nivou poverenja od:

d) z= <i +3.00 - ) mA na nivou poverenja 95.45% sa standardnom greskom iz n merenja.

a.) 95%;  b.) 99%.

Resenje:
o
Rezultat merenja se izrazava u obliku: T = <x * 20 E)

NG

a.) za nivo poverenja p = 95%, = 2o 475 = 1.96 (vidi tabelu C na strani 184), tako da je:

1.07
9E _ 1.96 - —— = 0.20972. Izmerena vrednost fizicke veli¢ine moze se izraziti u obliku:

Z " —
P2 n V100

x=(51£0.21) cm sa standardnom greskom na nivou poverenja 95% iz 100 merenja.

b.) za nivo poverenja p = 95%, zp.495 = 2.58 (vidi tabelu C na strani 184), pa je:
(o] 1.07
2.58 - —

yA - —_— = . .
P2 n V100

x=(51£0.28) cm sa standardnom greskom na nivou poverenja 99% iz 100 merenja.

= (0.27606. Izmerena vrednost fizicke veli¢ine moze se izraziti u obliku:
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Pri 10 ponovljenih merenja otpornosti nekog provodnika dobijena je srednja vrednost R =
40.78 2 i eksperimentalna standardna devijacija o = 0.079 2. Napisati rezultat u kome figurise
standardna greska na nivou poverenja od 95%.

Resenje:

U slucaju malog broja merenja rezultat se izrazava u obliku: T = (;v Tt 1p/2- UE)

Vn
Koeficijenti t,,_; /o se Citaju iz tabele za Studentovu raspodelu (vidi tabelu E na strani 188), za
odgovarajuce nivoe poverenja p i stepene sloboda n .

IE _ 9962 297 _ 4.05007 Q. to

vn V10

Kako je koeficijenat t,,_1 /o = t9;0.475 = 2.262, odnosno tg 9.475 -

je rezultat merenja otpornosti:
R =(40.78 £0,05)Q sa standardnom greskom iz 10 merenja na nivou poverenja od 95%.
Neka je T = 16.4 cm i o = 0.31 cm iz 6 merenja. Napisati rezultat merenja u obliku u kome
figurise standardna greska na nivoima poverenja:
a.) 90%, b.) 95%.
Resenje:
a.) t5,0.45 = 2.015 (tabela E na strani 188); ts5.¢.45 - 28

vn

x=(16.4+0.3) cm sa standardnom greskom iz 6 merenja na nivou poverenja od 90%

= 0.25501 cm, rezultat se izrazava u obliku:

b.) t5.0.475 = 2.571 (tabela E na strani 188), t5.¢.475 - 9E _ (.32538 cm, rezultat se izrazava u obliku:

n
x=(16.4+0.3) cm sa standardnom greskom iz 6 H\lﬁ;enja na nivou poverenja od 95%.
Neka su pri merenju jacine struje kroz neki otpornik dobijene sledeée vrednosti u mA:
5.615 5.622 5.624 5.618 5.620 5.633 5.628 5.624 5.613
Izraziti rezultat merenja u obliku u kome figurise standardna greska na nivou poverenja 68.27%.
Resenje:
Srednja vrednost i eksperimentalna standardna devijacija su: I = 5.6219 mA, i o = 0.00627 mA.

parametar iz tabele E za Studentovu raspodelu (strana 188) ts..34135 = 1.067,

pa je: tg.0.34135 J—\/% = 0.00223 mA. Na taj nacin se rezultat merenja struje moze izraziti u obliku:
I =(5.6224+0.002) mA sa standardnom greskom iz 9 merenja na nivou poverenja 68.27%.

Pri merenju otpornosti nekog otpornika dobijene su sledec¢e vrednosti u :
147.20 147.40 147.90 147.10 147.10 147.50 147.60 147.40 147.60 147.50
Napisati rezultat merenja u obliku u kome figurise standardna greska na nivou poverenja od 68.27%.

Resenje:

R=14743 Q; o =0.2497 Q; t9,0.34135 = 1.059 (tabela E na strani 188)
OE
= tg.0.34135 - — = 0.08362 (.

Rezutat merenja elektricne otpornosti dat je u obliku:

R =(147.43 £0.08) 2 sa standardnom greskom iz 10 merenja na nivou poverenja od 68.27%.
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Prilikom 7 kvarova jedne masine imereni su slede¢i vrednosti vremena ¢ (h) neprekidnog rada
masine do kvara:

53 48 50 54 51 50 51

Izraziti prosecan broj casova neprekidnog rada masine u obliku u kome figurise greska na nivou
poverenja 99%.

t=>51h; op=2h; tso495 =3.707 (tabela E na strani 188) pa je 6, 0.495 - 95 _ 980223 h.

S

Srednje vreme neprekidnog rada masine do kvara iznosi:
t=(51£3)h sastandardnom greskom iz 7 merenja na nivou poverenja od 99%.

Pri bazdarenju tega na kome je naznaceno 1000g, izvrSeno je 20 merenja njegove mase. U
sledecoj tabeli su date vrednosti odstupanja od mase naznacene na tegu, rasporedene u klase Sirine

4g.

Am  (-12;-8)  (-8;-4) (-4,0) (0;4) (4:8) (8;12)
fi 1 3 7 6 2 1

Izraziti odstupanje od vrednosti naznacene na tegu sa standardnom greskom na nivou poverenja 80%.
Resenje:
Rezultati merenja i proracunate vredenosti date su u tabeli:

klase k; fi kifi(g) ki —2(9) fi(ki —2)%(g%)

-12; -8 -10 1 -10 -9.6 92.16
-8; -4 -6 3 -18 -5.6 94.80
-4; 0 2 7 -14 -1.6 17.92
0; 4 2 6 12 2.4 34.56

4; 8 6 2 12 6.4 81.92

8; 12 10 1 10 10.4 108.16
> 30 8 128.8

Y kifi

Srednja vrednost: T = =—-04g,

20
1

eksperimentalna standardna devijacija: o = \/1 E filk; — )% = 4.7506 g.
n—

t19.0.40 = 1.328 (tabela E na strani 188) pa je t19;0.40 - TE 14128 g.

5

Rezultat odstupanja bazdarenog tega od vrednosti naznacenog na njemu znosi:

Am=(0+1) g sastandardnom greskom iz 20 merenja na nivou poverenja od 80%.
Na jednom fakultetu je ispitivana prosecna ocena diplomiranih studenata. Ispitivanje je obuh-
vatilo 60 studenata. Prose¢ne ocene su razvrstane po klasama na sledeé¢i nac¢in:

klase 6.0-6.5 6.5-7.0 7.0-7.5 75-80 &8.0-85 8590 9.0-95 9510 10
ki 6.25 6.75 7.25 7.75 8.25 8.75 9.25 9.75 10
fi 3 5 11 15 9 7 5 3 2

Pri tome su u poslednjoj klasi studenti sa prose¢nom ocenom 10. Izraziti proseénu ocenu tako da
figuriSe standardna greska ovog ispitivanja na nivou poverenja 80%.
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Resenje:

Podaci o studentima i prora¢unate vrednosti date su sledecoj tabeli:

6.0-6.5 6.2 3 18.75  -1.742 9.104
6.5-7.0 6.75 5 33.75 -1.242 7.713
7.0-75 725 11 79.75 -0.742 6.056
7.5-8.0 7.75 15 116.25 -0.242 0.878
8.0-85 825 9 74.25  0.258 0.599
85-9.0 875 7 61.25 0.758 4.022
9.0-95 925 5 46.25 1.258 7.913

3

2

9.5-10 9.75 29.25  1.758 9.272
10 10 20 2.008 8.064

>, 60 479.5 53.621

Y kifi \/ 1 _ oE
= = 7.992 = E i(k; — )2 = 0.9533, = 1.28, - ——— = (0.15753.
z 60 » OE n—1 fi( z) 20.40 20.40 /60

Vrednost parametra zg se ¢ita iz tabele za Gausovu raspodelu (tabela C na strani 184).

Prose¢na ocena studenata u toku studija iznosi:

x=(8.0+£0.2) sastandardnom greskom na nivou poverenja od 80% za 60 studenata.

Neka je prilikom 30 merenja duzine nekog predmeta dobijen rezultat: z = (3.88 4 0.02) mm,
u kome figuriSe slu¢ajna standardna greska na nivou poverenja od 68.27%. koliki treba da bude broj
merenja da bi se dobila slu¢ajna standardna greska 0.015 na nivou poverenja od 90%.

Resenje:
Kako je srednja vrednost T = 3.88 mm, zg.34135 = 1 za nivo poverenja od p = 68.27%,

tako da je zo.34135 - 05/V30=0.02 = og=0.02-+/30=0.10954 mm.

/

/
Za slucaj nivoa poverenja p = 90% i n merenja vazi zq.45 - 9B _ 1.640—13 = 0.015 mm,
Vn Vn
. 1.64 . , 1.64 .
odakle sledi: v/n = 0055 -0, kako je op = 0y = Vn= 0014 -0.02-v30 = n &~ 144 merenja.

Neka su prilikom merenja duzine nekog predmeta dobijene sledeé¢e vrednosti u mm:

3.90 3.81 3.90
Koliki treba da bude broj merenja da bi greska merenja na nivou poverenja od 90% bila 0.05 mm.
Resenje:

T = 3.87 mm, o = 0.0519 mm, t3,0.34135 = 1.321, (tabela E na strani 188). Slucajna greska iznosi:

to, 0,34135% = 0.039583 ~ 0.04 mm na nivou poverenja od 68.27% iz tri merenja.

o8 _, 0.0519
\/’TL — tn—1;0.45 \/ﬁ

Zan =3, ty,045 = 2.132 tako da je standarna greska 2.132 -

1z uslova zadatka 0.056 mm = ¢,_1,0.45 , pa se trazeno n odreduje probanjem.

0.0519
Vb

Zmagi trazena vrednost broja merenja jednaka je n = 5. Ako se odmah ne pogodi broj merenja,
nastavi se metod probe dok se ne dobije odgovarajuca vrednost.

= 0.04948 ~ 0.05.
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U proizvodnji ¢okolada radi se procesna kontrola njihove mase. Na slu¢ajnom uzorku od 20
cokolada merenjem mase u g dobijene su sledeé¢e vrenosti:

100.2  99.5 99.0 100.1 99.3 99.2 100.3 100.0 99.5 99.8
99.8 99.8 100.0 101.0 100.2 99.2 999 101.0 100.3 99.9

Koliki treba da bude broj merenja da bi greska merenja na nivou poverenja od 95% bila 0.15 g.
Resenje:
Rezultati merenja sredeni po rastu¢em redosledu dati su u sledecoj tabeli

99.0 99.2 992 993 995 995 998 998 998  99.9
99.9 100.0 100.0 100.1 100.2 100.2 100.3 100.3 101.0 101.0

Mereni podaci i prora¢unate vrednosti statistickih veli¢ina dati su u slede¢oj tabeli:

br. merenja T; fi  xfi -z (g) filwi— z)? (gz)

1 99.0 1  99.0 -0.9 0.81

2 99.2 2  198.4 -0.7 0.98

3 99.3 1 99.3 -0.6 0.36

4 99.5 2 199.0 -0.4 0.32

5 99.8 3 299.4 -0.1 0.03

6 99.9 2 199.8 0.0 0.00

7 100.0 2  200.0 0.1 0.02

8 100.1 1 100.1 0.2 0.04

9 100.2 2 2004 0.3 0.18

10 100.3 2 200.6 0.4 0.32

11 101.0 2 202.0 1.1 2.42

> 20 1998 5.48

20 . 20

T = Z’%Omfl =999g, 0 = %9 Zz;(m — )% f; =0.53705 g,
t19;0.34135 = 1.027 (tabela E na strani 188). Standardna greska iznosi: ti9;0.34135 - % =0.1233 g.

Rezultat merenja se tako moze izraziti u obliku:
x=1(999+0.1) g sa standardnom greskom na nivou poverenja od 68.27% iz 20 merenja.

Broj merenja n, za n < 30 nalazi se isprobavanjem, nalazenjem vrednosti ¢,,—1;0.475.

0.53705

Zan =28, tyr.o475 = 2.052, pa je: 2.052 - = 0.20826 g.

¥

0.53705
V29
0.53705

V30

Zan 2 30 tn_1;0_475 — 20.475 — 1.96, Sto daje: 1.96 -

Zan =29, tog 0475 =2.048, pa je: 2.048 - =0.20424 g.

Zan= 30, t29;0,475 = 2.0457 pa je: 2.045 - = 0.20052 g.

0.53705
N

=0.15g = n=49.245~ 50.

Pri dvadeset ponovljenih merenja temperature mrznjenja vode dobijena je vrednost za eks-
perimentalnu standardnu devijaciju o = 0.00981°C. Naéi granice unutar kojih se nalazi standardna
devijacija na nivou poverenja 90%.
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Resenje:

. e s n—1 n—1
Granice standardne devijacije su: o, |5 <o<opg,|—5——
X1, Lip X1, 1-p

gde je p nivo poverenja a n — 1 broj stepeni slobode, n broj merenja. Kako je p = 0.9 i n = 20 sledi:
X2, 140 = Xio.0.05 = 30.143; X2 | 1, = Xi9.0.05 = 10.117 (vidi tabelu D na strani 186)
P2 e -1 =" U

Dalje sledi:

n—1 19 no1 19
T 0.00981 — 0,007789; T 0.00981 — 0.01344
" \/Z 30.143 = \/Z 10.117

Granice standardne devijacije su: (0.008 < o < 0.013)°C, na nivou poverenja 90% iz 20 merenja.

Iz serijske proizvodnje visokoomskih otpornika, radi procesne kontrole sluc¢ajno je uzeto 10
komada. Merenjem su dobijene sledeée vrednosti odstupanja otpornosi u k2:

red.br.otporanika 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
odstupanje (k) 1 3 -2 2 4 2 5 3 -2 4

Naéi granice u kojima se nalazi standardna devijacija na nivou poverenja 80%.
Resenje:
Rastuéi niz izmerenih vrednosti: 2 -2 1 2 2 3 3 4 4 5

Rezultati merenja odstupanja otpornosti i proracinate vrednosti date su u sled¢oj tabeli:

red.broj =; fi xifi Ax(kQ) A2%f; (kQ)?

1 2 2 4 4 32
2 1 1 1 -1 1
3 2 2 4 0 0
4 3 2 6 1 2
5 4 2 8 2 8
6 5 1 5 3 9
S 10 20 52

2
T=2kQ, op= ,/% — 2.40kQ.

Za p = 0.8 i n = 10 koeficijenti x? raspodele (tabela D na strani 186) iznose:

/[ 9 9
2, =14.684 2. =41 .40 - <oc< 2404/ —— 1. <o <3.
X5.0.9 684,  Xx3.0.1 68 = 2.40 161 S S 2.40 1163’ = 1879 <o <3.527

Granice standardne devijacije su (2 < o < 4) k{2, na nivou poverenja 80% iz 10 merenja.

Pri kontroli mase tegova izvrSeno je 30 merenja i date su vrenosti odstupanja od vrednosti na
njemu zapisane u u mg. Ove vrednosti su razvrstane po klasama kao $to je zapisano u tabeli

Am;(mg) (-9;-6) (-6;-3) (-3;0) (0;3) (3;6) (6;9) (9;12)
f; 1 3 4 10 6 4 2

a.) Izraziti odstupanje mase tega dobijeno merenjem u obliku kome ée figurisati slu¢ajna greska na
nivou poverenja 90%.

b.) Odrediti granice izmedu kojih se nalazi standardna devijacija na nivou poverenja 90%.
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Resenje:

a.) Merene i proracunate vrednosti date su sledecoj tabeli:

br.klase klase k;(mg) f; kifi(mg) Am;(mg) Am;%f; (mg)?

1 -9;-6 -7.5 1 -7.5 -9.7 94.0 9
2 -6;-3 -4.5 3 -13.5 -6.7 134.67
3 -3;0 -1.5 4 -6 -3.7 54.76
4 0;3 1.5 10 15 -0.7 4.9
) 3;6 4.5 6 27 2.3 31.74
6 6;9 7.5 4 30 5.3 112.36
7 9;12 10.5 2 21 8.3 137.78
> 30 66 570.3

Am; = 2.2 mg, og = 4.435 mg. Za p = 0.9 i n = 30, parametar za Studentovu raspodelu iznosi
ta0,0.45 = 1.699 (vidi tabelu E na strani 188) =  tn_1.0.45 - —= = 1.3757

Vn
Am = (Am; £t,_1,045 - U\/—]i) = (2 £ 1) mg na nivou poverenja 90% iz 30 merenja.
n
—1
b.) Granice standardne devijacije date su u obliku: oc<og 2717
Xon—1, 14p Xon—1, e
zap=0.91in =30 dobijase: x> 14p = = X30:005 = 42.55T; X2 _| 1, = X30.0.05 = 17.708

Ovi parametri za X2 raspodelu se mtaJu iz tabele D na strani 186.

/ = 4,435,/ =3.6611; op,|———— =4,435/ = 5.6755
- 42, 557 i i 17 708
» T2

Trazene granice standardne devijacije su: (4 < o < 6) mg, na nivou poverenja 90% iz 30 merenja.

Merenjem napona na krajevima nekog otpornika dobijene su sledeée vrednosti u voltima (V):
57 55 6.1 58 58 56 54 57 56 57 57 58 56 59 6.1

a.) Napisati rezultat merenja sa standardnom greska merenja na nivou poverenja 90%.
b.) Odrediti interval u kome se nalazi standardna devijacija na nivou poverenja 90%.
Resenje:
a.) Rastudi niz rezultata merenja je:

54 55 56 56 56 57 57 57 57 58 58 58 59 6.1 6.1

Rezultati merenja i proracunate vrednosti date su sledecoj tabeli:

br. merenja  U;(V) fi U.fi(V) AU(V) fiAU? (V?)

1 54 1 5.4 -0.333 0.111

2 55 1 3.5 -0.233 0.054

3 56 3 168  -0.133 0.053

4 57 4 228  -0.033 0.004

5 58 3 174 0.067 0.013

6 59 1 5.9 0.167 0.028

7 61 2 122 0.367 0.269

S, 15 86 0.532
U=5733V,0p5=0195V,zap=09in=15,t14045 = 1.761, pa je: t14,0.45 - ;—% = 0.0887 V.

Parametar za Studentovu raspodelu ¢,,_y, /o se Cita iz tabele E na strani 188.
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J— (o 5}
= U=U=xt,_1, - —
( 1;0.45 \/ﬁ

zap=0.9in=15, X14 0.05 =6.571 i X14 0.95 = 23.685 (vidi tabelu D na strani 186).

/ —1 \| —= = 0.2846V i / 195-4/ =0.1499 V.
i 0.195- 6571 0.2846 i nl =0.195- 23685 0.1499

Trazeni interval standardne devijacije je: (0.1 < o < 0.3) V, na nivou poverenja 90% iz 15 merenja.

) = (5.73 £0.09) V. na nivou poverenja 90% iz 15 merenja.

Merenjem jacine struje kroz neki opornik dobijene su sledeé¢e vrednosti struje u mA:
0.75 083 075 069 088 055 095 099 0.78 0.95 0.73 0.92 0.83 0.70

a.) Napisati rezultat merenja u obliku u kome figurise greska merenja na nivou poverenja 90%.

b.) Odrediti interval u kome se nalazi standardna devijacija na nivou poverenja 90%.

Resenje:
a.) 1 =0.80714 mA, o = 0.1234 mA, t13.045 = 1.771 (vidi tabelu E na strani 188),

paje: t13.0.45 - TE_ _ 0.05841 mA. Tako da se dobija:

E

- o
I'=(I%ty—1,045" £

vn
b.) Xi3.005 = 5-892 1 Xi30.95 = 22.362 (vidi tabelu E na strani 188)

13 13
= —o1 A op-
= 08\ 5ggp ~ BB mMA 1 op-y[ooae

) = (0.81 £ 0.06) mA, na nivou poverenja 90% iz 14 merenja.

= 0.0941 mA

Trazene granice su: (0.09 < o < 0.18) mA, na nivou poverenja 90% iz 14 merenja.
Neka su prilikom 5 merenja precnika sfere dobijene vrednosti u cm:
6.33 6.37 6.36 6.32 6.37

Izraziti precnik sfere u obliku u kome figurise greska merenja i interval u kome se nalazi standardna
devijacija, na nivou poverenjka 95%.

Resenje:

0.023
T =06.35 cm, oOfp = 0.023 cm, t4;0,475 = 2776, t4;0_475 . 0-7E =2.776 - —— = 0.02855 cim,

vn V5

4 4
3 =0484 i x% =11.14 4/ ——=— = 0.0661 i / =0.01 .
X10.025 = 0484 1 X7.0.975 3 = og 0481 0.066lcm i of 1143 0.0138 cm

Koeficijenti t4; 9.475, Xi;oms i X?L;o.975 se Citaju iz odgovarajucih tabela na stranama 188 i 186.

R = (6.35 £ 0.03) cm
Tako se dobija: na nivou poverenja 95% iz 5 merenja.
(0.01 <0 <0.07) cm

Procesna kontrola dimenzije nekog proizvoda fabrike 30 puta izmerila je dimenzije proizvoda,
pri ¢emu su dobijene sledeé¢e vrednosti u cm:

3.83 3.7 4.04 395 3.77 397 393 392 385 3.81
3.90 380 392 382 4.04 383 3.7 395 4.04 3.97
397 378 388 394 394 372 392 3.7 3.83 3.88

Napisati rezultate merenja u obliku u kome figurise greska merenja i odrediti interval u kome se nalazi
standardna devijacija na nivou poverenja 80%.
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Resenje:
Rastuéi niz izmerenih dimenzija proizvoda je:

3.72 3.7 3.7 376 3.77 3.78 3.80 381 3.82 3.83
3.83 3.83 3.8 388 3.8 390 392 392 392 3.93
393 394 394 395 397 397 397 4.04 4.04 4.04

Izmerene i proracunate vrednosti date su u sledecoj tabeli:

red. broj x;(cm) f; x;fi(cm) Azi(em) f;Az? (cm?)

1 3.72 1 3.72 -0.161  0.026

2 3.75 2 7.5 -0.131 0.034

3 3.76 1 3.76 -0.121 0.015

4 3.77 1 3.77 -0.111  0.012

5 3.78 1 3.78 -0.101  0.010

6 3.80 1 3.80 -0.081 0.0066

7 3.81 2 3.81 -0.071  0.0051

8 3.82 1 3.82 -0.061  0.0038

9 3.83 3 11.49 -0.051  0.0079

10 3.85 1 3.85 -0.0313  0.00098

11 3.88 2 7.76 -0.0013  0.0000036

12 3.90 1 3.90 0.0187 0.00035

13 3.92 3 11.76 0.0387 0.0045

14 3.93 2 7.86 0.0487 0.0047

15 3.94 2 7.88 0.0587  0.0069

16 3.95 1 3.95 0.0687 0.0047

17 3.97 3 11.91 0.0887 0.0236

18 4.04 3 12.12 0.1587 0.075
D 30 116.44 0.241

T=3881cm, op=0.0912cm, {29,04=1311, t29.04-" L\/% =0,0218.
9 . 9 n—1 . n—1
X29:01 = 19.768 1 X39.09 =39.087 = og,|—5— =011046cm i og[—5—0,07856 cm.
X29;0,1 X29;0.9

Koeficijenti t29. 0.4, X%9;0.9 i xio_l se Citaju iz odgovarajuéih tabela na stranama 188 i 186.

x = (3.88 £0.02) cm,

Tako se dobija: {(0.08 <o <0.11)cm,

} na nivou poverenja 80% iz 30 merenja.

5.2 Sistematske greske direktnih merenja

Sistematske greske prilikom direktnih merenja (apsolutna greska mernih instrumenta) predstavljaju
odstupanje izmerene vrednosti x od prave vrednosti xy merene fizicke velicine. Posto se radi o
odstupanju od prave vrednosti ova greska se obelezava sa Ax. Kao prava vrednost u praksi se koristi
dogovorena vrednost ili vrednost dobijena nekim preciznim, etalonskim instrumentom.

Az =2 — x9

Pored toga, vazno je definisati i relativnu gresku instrumenta dx kao:

dx = Az (-100%).

Lo

Relativna greska se moze izraziti i u procentima, i tada se dobijena vrednost mnozi sa 100.
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5.2.1 Karakterisike mernih instrumenata

Sistematske greske su najcesée naznacene na samim uredajima. Medutim u zavisnosti od vrste mernih
instrumenata razlikuju se na¢ini oznacavanja sistematskih gresaka. Neke od najcesée koriséenih oz-
naka pri oznac¢avanju mernih instrumenata su:

1)

Osetljivost instrumenta S predstavlja odnos pokazivanja instrumenta « sa promenom merene
veli¢ine x. Za instrumente sa skazaljkom «a se izrazava ili u podelama skale ili u uglovnim
jedinicama.

_Aa Aa  Oa

Ay edadr =0, §= lim = o

S
Za slozeni merni sistem, koji se sastoji od senzora, pretvaraca, instrumenta za merenje, ukupna
ostljivost Syrup 1Zn0si: Syukup = Ssenz = Spretv * Sinstr-
U slucaju linearnog instrumenta kome se uvek tezi, a = k-z-linearna zavisnost merene veli¢ine x i

odziva «, k predstavlja nagib linearne zavisnosti, osetljivost iznosi: S = k. Linearni instrumenti
imaju istu osetljivost u celom mernom opsegu, kao i linearnu skalu.

Za istu vrednost merenog signala na ulazu, osetljivost intrumenta je veta za veéu promenu
odziva na izlazu (npr. za vece skretanje skazaljke.)

Merni opseg Timar — Tmin
Kod instrumenata razlikujemo merni i pokazni opseg.

Pokazni opseg obuhvata celu duzinu skale, a brojno je jednak onoj vrednosti merene veli¢ine
koja izaziva skretanje skazaljke do poslednjeg podeoka.

Ukoliko se na celoj skali intrumenta ne moze meriti sa nazna¢enom preciznoséu, na instrumentu
se naznacava merni opseg. Merni opseg predstavlja samo onaj deo pokaznog opsega na kome se
moze meriti sa trazenom preciznoséu.

Konstanta instrumenta C' predstavlja odnos promene veli¢ine = i odgovarajuéeg odziva in-
strumenta c.
Az 1 Az Oz
C=—=— kada Az — 0 C= lim — =_—
Aa 57 ’ Az—0 Ao da
Brojcano, konstanta instrumenta predstavlja onu vrednost merene veli¢ine koja izaziva jedini¢ni
odziv, tj. jedini¢no skretanje skazaljke a.

Apsolutna vrednost veli¢ine ispod koje instrument ne reaguje naziva se prag instrumenta, i on
odreduje njegovu tacnost.

Klasa ta¢nosti instrumenta k; predstavlja meru razlike ¢itanja instrumenta i prave vrednosti.

A
ke = —=2 100

Imar

Tmaz predstavlja maksimalnu vrednost mernog opega. Klasa tacnosti predstavlja neku vrstu
relativne greske, maksimalne relativne greske dx,,4. izrazene u procentima prave vrednosti:

Tmax
. kt
X

5m7na;c =

Ako klasa ta¢nosti nije naznacena na instrumentu, ra¢una se preko konstante instrumenta, tj.
najmanjeg podeoka na skali instrumenta, na sledeé¢i nacin:

c

2. Tmaz

1
Ar=30 = k -100

Instrumenti se prema klasama tacnosti dele na:
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za ky < 0.2 - etalonski
za 0.2<k; <5 - laboratorijski
za ky>5 - industrijski

5.2.2 Citiranje greSaka

Greske nastale prilikom merenja se mogu citirati na dva nacina.

1° Sistematske i slucajne greske se citiraju odvojeno

r=(ZxAx)[..], i
_ OF . . . .
T = <x *tp_1;p/2- \F) [...], iz n merenja, na nivou poverenja p%.
n

2° Sistematske i sluc¢ajne greske se citiraju zajedno

T = (x:l: {tn_l;p/Q 9B Am}) [...], iz n merenja, na nivou poverenja p%.

n

Koeficijenat ¢,,_y,,/2 se ¢ita iz tabele E za Studentovu raspodelu, na strani 188.

Pri svakom od ova dva nacina citiranja gresaka potrebno je naglasiti iz koliko merenja je izracunata
slucajna greska i na kom nivou poverenja je napisana.

Iza naznacenih vrednosti potrebno je obavezno napisatati jedinice merene veli¢ine. To je u gornjem
izrazu naglaseno stavljenjem tri tacke u srednjoj zagradi.

Za dobijanje manje greske prilikom merenja, gde god je moguce, potrebno je povecati broj merenja.
Naime, broj merenja poveéava preciznost ~ /n.

Zadaci

Odrediti osetljivost analiticke vage, ako kazaljka skrene za 10 podeoka kada se na jedan tas
vage stavi teg od 1 mg.

Resenje:
Aa . 10 pOd - 10 pod

Szi_
Az 1 mg mg

Izrac¢unati konstantu manometra ako je njegov merni opseg od 1000 mbar izdeljen na 2000
podeoka.

Resenje:
_Aa 2000 5 pod.

—_ - &_1_05mbar
" Az 1000  ° mbar’ e

1
=57 Aa 2 pod.”

Pri merenju otpornosti otpornika dobijena je vrednost 48.6 k(2. Koriséenjem vrlo precizne
metode dobijeno je da je vrednost otpora ovog otpornika 50.087 k2. Odrediti apsolutnu i relativnu
sistematsku gresku merenja, ako se smatra da je drugo merenje izvrseno bez ikakve greske i tu vrednost
uzeti za pravu vrednost.

Resenje:
Kako je R = 48,6 k2 i Ry = 50,087 k{2, apsolutna sistematska greska iznosi:
AR =R — Ry =—1.487 kQ
AR 1.487

Relativna sistematska greska iznosi: 6R = — - 100 = —

<100 = —2.96
Ro 50.087 %
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Ako instrument ima skalu od 100 podeoka izracunati konstantu instrumenta, ako je merni
opseg 100 mA i brojnu vrednost izmerene struje, ako je kazaljka na 65. podeoku.

Resenje:

ol _Az 100 . mA
S Aa 100 pod.”

Ar' =cAd = Am’zl%-&’)pod.:%mA

Odrediti apsolutnu sistematsku gresku merenja mase analitickom vagom, ako se izvrsi jedno
merenje i dobije vrednost mase m, ako minimalna masa koja izaziva skretanje za jedan podeok iznosi
10 mg.

Resenje:

Aa 1 pOd pod
= — = =0.1 .
S Az 10 mg 0-1 g

1
Apsolutna sistematska greska iznosi: Am = 3 C =5mg

Odrediti opseg u kome se nalazi prava vrednost debljine nekog predmeta, ako je prilikom
merenja nonijusom sa konstantom C' = 0.1 mm dobijena vrednost 6.62 cm.

Resenje:

1
d=66.2mm, Ad= 3 C=005mm=d—dy = dy=(66.20=+0.05) mm.

Neka je osetljivost termometra sa zivom S = 20 pod./°C i apsolutna sistematska greska merenja
usled promene zapremine stakla sa temperaturom u opsegu AT = (0.05 + 0.1) °C. Ako je maksimalna
vrednost mernog opsega 200°C, odrediti klasu tacnosti termometra.

Resenje:

AT 0.1
100 = ——-100 = 0.
7100 = 555100 = 0.05

AT = 0.1 °C - uvek se uzima maksimalna vrednost greske; = k; =

Merenjem struje ampermetrom klase tacnosti 0.5 i maksimalnog mernog opsega 500 mA do-
bijena je vrednost struje 150 mA. Odrediti granice izmedu kojih se nalazi prava vrednost struje.

Resenje:

Al ki - Imax
— 100 = Al =t mar
Imax 100

=25mA = I=(150+3) mA

Odrediti apsolutnu i maksimalnu relativnu sistematsku gresku pri merenju struje od 1 A
ampermetrom sa skalom punog skretanja od 3 A i klase tacnosti 1.5.

Resenje:
AT
ky = - 100
! Imaac
. . . . kt : Imaaz
= Apsolutna sistematska greska iznosi: Al = BRI 0.045 A

T,
= Maksimalna relativna sistematska greska iznosi: 01,4, = "}M cky = 4.5%
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U kolo su redno vezana dva ampermetra. Prvi je klase tacnosti ky; = 0.5 sa mernim opsegom
Loz = 30 A i drugi klase tac¢nosti ky1 = 1.5 sa mernim opsegom I,,4.2 = 5 A. Ako oba ampermetra
pokazuju vrednost I = 4 A, koji je rezultat tacniji?

Resenje:
AT ki - Inax
ky = -1 Al = ———
O 100
) 0.5-30 )
Za prvi ampermetar: Al = 00 = 015A = I =(4.0£02) A1
. 1.5-5
Za drugi ampermetar: Aly = oo = 0075 A = I,=(4.00+£0.08) A

I
Maksimalna relativna sistematska greska iznosi: 61,40 = % -k; pa se dobija:

30 5
Za prvi ampermetar: 01,,q.1 = T -0.5 =3.75%; Za drugi ampermetar: 01,420 = 1 1.5 =1.88%

Tacniji rezultat se dobija sa ampermetrom manje klase tacnosti. Prema tome, uvek treba birati takav
merni opseg da rezultat bude blizu kraja opsega.

Temperatura se meri termoelementom koji ima osetljivost Strp = 54 f:v. Nastala elektro-
motorna sila se meri potenciometarskom metodom, lenjirom sa milimetarskom podelom. Lenjir je
bazdaren normalnim elementom ¢ija je elektromotorna sila £ = 1.0183 mV, pri ¢emu je kliza¢ na 82.
milimetru. Kolika je osetljivost i konstanta ove metode?

Resenje:
o s2mm _ mm
Stenj. = To18s mV — 80-5 v
. uV mm mm
ukupna osetljivost:  Sugup. = STE - Sienj. = 54 o 80.5 P 4.347 °C
1 °C
ukupna konstanta:  Cypyp. = =—— = 0.23
Sukup. mim

Struja se meri ampermetrom klase ta¢nosti 0.5 sa mernim opsegom 5 mA. Dobijene su sledece
vrednosti:

44 41 43 39 38 415 42 44 39 415

Izracunati greske merenja i rezultat izraziti u obliku u kome figurise ukupna greska merenja.

Resenje:
Al ke - 1,
Sistematska greska:  k; = . 100 = Al= % = 0.025 mA
10 10 -

_ 0 10 (1, —T)2

Slucajna greska: 1= 2zt =4.135 mA, og= M = 0.201 mA
n—
t9;0.34135 = 1.059 (Vidi tabelu E na strani 188), = t9;0,34135 . 0-712 = 0.06704 mA,
n
Ukupna greska: t9.0.34135 * e + Al = 0.09204 mA
) \/ﬁ

Trazena struja: I = (4.14 £0.09) mA, na nivou poverenja 68.27% iz 10 merenja
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Merenjem napona na krajevima nekog otpornika voltmetrom klase tacnosti 1, sa mernim
opsegom 300 V, dobijene su sledeée vrednosti u voltima:

256 256 261 258 258
258 255 258 260 257
257 257 256 256 257

a.) Izraziti rezultat merenja u obliku u kome figurise ukupna greska merenja na nivou poverenja 90%.
b.) Odrediti interval u kome se nalazi standardna devijacija na nivou poverenja od 90%.

Da i je osetljivost merne opreme (voltmetra) dovoljna za ispoljavanje slu¢ajnog karaktera merenja?

Resenje:
A ky - mazx
a.) Sistematska greska: ke = v, 100 = AU= ke Umas _ 261 V~3V
Umaw 100
15 15 7
_ U ! U —U)2
Slucajna greska: U = Limi Ui _ g5z g V, op= % =1.6125 V
n n—

Iz odnosa AU = 3 Viog = 1.6 V moze se zakljuéiti da osetljivost opreme nije dovoljna za ispoljavanje
slucajnog karaktera merenja.

t140.45 = 1.761 (vidi tabelu E na strani 188), =  t1y045 - —2 = 3.733 V,

B

¢ 95
14;0.45 * Tn
n

Trazeni napon: U = (257 £4) V, na nivou poverenja 90% iz 15 merenja.

Ukupna greska: + AU =0.733 V

D) Xo_1:0.05 = Xi4005 = 6571 1 X2 _1.0.05 = XTa0.05 = 23.685  (vidi tabelu D na strani 186)

—1 —1
Op (| =2353TV i op- |5 =12399V
Xn—1;0.05 Xn—1;0.95

Interval standardne devijcije: (1 <o <2) V, na nivou poverenja 90% iz 15 merenja.

Neka se u nekom eksperimentu napon meri digitalnim voltmetrom, pri ¢emu je najmanja cifra
koja se u datom opsegu moze ocitati 0.1 V. Neka su izmerene vrednosti napona:

10.2 95 98 11.7 103 11.2 113 10.7 10.5 9.2 109 9.9

a.) Izraziti rezultat u obliku u kome figurise ukupna greska merenja na nivou poverenja 95%.
b.) Odrediti opseg u kome se nalazi standardna devijacija na nivou poverenja 95%.

Da li je osetljivost voltmetra dovoljna za ispoljavanje slucajnog karaktera merenja?
Resenje:
a.) Kod digitalnih instrumenata sistematska greska odgovara polovini najmanjeg digita, najmanje

cifre na displeju.

1
Sistematska greska: AU = 3 C=005V

12 12 7T
2y, 12 (U, —T)2
Ezle =10433V, op= LimWUi=UP 6oy

Slu¢ajna greska: U =
n—1

Iz odnosa AU = 0.056 Viog = 1.6 V, tj. posto je og > 4 - AU, moze se zakljuciti da je osetljivost
voltmetra dovoljna za ispoljavanje slu¢ajnog karaktera merenja.
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t110.475 = 2.201 (vidi tabelu E na strani 188), =  ti1,0.475 - - = 0.484 V,

B

Ukupna greska: t11,0.475 - J—\/]% + AU =0.534 V

Trazeni napon: U = (10.4+£0.5) V, na nivou poverenja 95% iz 12 merenja.

b.)  Xo_1.0.025 = Xi1:0.025 = 3816 1 X _ 10075 = XT10.075 = 21.920 (vidi tabelu D na strani 186)

~1 —1
OB (| =120V i op- | =0540V
Xn—1;0.025 Xn—1;0.975

Interval standardne devijcije: (0.5 <o < 1.3) V, na nivou poverenja 95% iz 12 merenja.

5.3 Greske indirektno merenih veli¢ina

Poznato je da se samo mali broj fizickih veli¢ina moze direktno ili neposredno meriti. Najveéi broj
fizickih veli¢ina je funkcionalno zavisan od drugih fizickih veli¢ina koje se mogu meriti. Merenja
takvih fizickih veli¢ina nazivaju se indirektna merenja ili posredna merenja. Zadatak se svodi na to
da se na osnovu gresaka direktno merenih veli¢ina odrede greske indirektno merene fizicke veli¢ine.

5.3.1 Sistematska greska indirektno merene velicine

Zavisnost indirektno merene veli¢ine y od direktno merenih veli¢ina x1, xo, ..., x, moze se izraziti u
obliku funkcije: y = f(x1,2a,...x,). Greska ovako indirektno merenih veli¢ina se izrazava preko
greSaka direktno merenih veli¢ina: Axy, Axs, ..., Ax,.

1° Neka je y funkcija samo jedne veli¢ine y = f(z). Ako je merenjem ucinjena greska Az, tj. ako
je rezultat merenja u obliku x = 7 + Ax tada je:

y+ Ay = f(z + Ax)
Posle razvijanja ove funkcije u Tajlorov red za Vx € R dobija se:

f"(x) f"(x)
2! 3!

y+ Ay = f(x) + f(v)Az + (Az)* + (Az)3 +---

i ako se zanemare Clanovi viseg reda od prvog f'(z) dobija se: Ay = f'(z)Ax

Ova veli¢ina naziva se sistematska greska indirektno merene veli¢ine.

Ovde je potrebno napomenuti da je aproksi- A

macija zanemarivanja ¢lanova viseg reda oprav- Jx) y=ux’

da.na samo ako je greék.a Az mala.' Neko se, ng Y(F+AY) tangenta

primer, razmatra funkcionalna zavisnost y = x>  ~ " || ./ e

i neka je rezultat merenja veli¢ine x dat u obliku B Ay, //} Ay

x =T+ Az (ovo je prikazano na slici 5.1). Uko- _y(x) Ay AT A

liko se zavisnost y = a2 predstavi graficki, moze YE-AY) == 7.{ ................. } Y

se zapaziti da su veli¢ine Ay, i Ay_, definisane >

kao: X-Ax X X+ Ax X
Ayr =y(o + Ax) —y() Slika 5.1. Grafi¢ki prikaz indirektnog mere-
Ay_ =y(x — Azx) — y(x) nja, za funkcionalnu zavisnost oblika y = 3.

u opStem slucaju razlicite. Iako postoji ova razlika, za odredivanje greske Ay dobra aproksi-
macija moze biti prvi korak u razvoju funkcije y = f(x) u Tejlorov red oko vrednosti T, $to ust-
vari znaci da je funkcija aproksimirana tangentom u datoj tacki (vidi sliku 5.1). U tom slucaju



5.3. Greske indirektno merenih veli¢ina 121

se dobijaju simetriéni intervali oko y = f(Z). Tako da se trazeni sluéaj dobija Ay = 3z2Ax.
Ova aproksimacija je dobra samo ako je greska Az mala.

2° Ako je indirektno merena veli¢inay = f(z1,x2, ..., T,) funkcija vise nezavisnih direktno merenih
veli¢ina x;, simultani uticaj greSaka Ax; nije jednozna¢no odreden. Neko odstupanje moze da
smanjuje a neko da povecava rezultat. U ovom slu¢aju, jedino sto se moze proceniti je mak-
simalno odstupanje velicine y, koje bi se dobilo kao simultan najnepovoljniji uticaj gresaka
direktno merenih veli¢ina. Ovaj najnepovoljniji uticaj je u sluc¢aju kad sve greske direktnih
merenja ili smanjuju ili povecavaju gresku. Zbog toga je sistematska greska indirektno merene
veli¢ine y data u obliku u kome figurisu apsolutne vrednosti svih sabiraka:

n

| Az, :Z

) ) )
Ay = | 2L Az + | 2L Az + ...+ | Doz,
8:01 61'2 — =1

9y

Ova greska predstavlja maksimalnu sistematsku gresku. Ovako dobijena vrednost greske je
ponekad nerealno velika, ali tac¢nija procena najcesce nije potrebna a ni opravdana.

Najcescée se u praksi koristi izraz za taé¢nu vrednost indirektno merene veli¢ine u obliku:

Yo =y + Ay
a ove granice nazivaju se Sigurnim granicama.

Relativna sistematska greska

A
1° Za slucaj: y = f(x), relativna greska ima oblik: 0y = 7y
A d "(z)d.
Kada Az — dz i Ay — dy tada je: 0, = 2V W fw)de =d(lny) = d[In f(x)]
Y Y Y
o : s dy
2° Za slucaj: y = f(x1,x2,...,2n), relativna greska je: 0y = m =d[n f(x1,za,...,2,)]

Sto znaci da je d, jednaka totalnom diferencijalu prirodnog logaritma indirektno merene velic¢ine.

5.3.2 Slucajna greska indirektno merene veli¢ine
Srednja vrednost indirektno merene veli¢ine y = f(z1, 2, ...,z,) je data u obliku:
g: f(jla‘f%"'wfn)

Za izrazavanje slucajnih gresaka, nac¢in primenjen na apsolutne greske nije pogodan. Do pogodnijeg
nacina se moze do¢i kvadriranjem izraza za sistematske greske, tj:

n 2 n 2 n—1 n
=Y (o) =3 (phan) 23 Y franlas
i 2 7 J

=1 =1 i=1 j=i+1

Clanovi dvostruke sume _,; >, sadrze odstupanja dve veli¢ine od srednje vrednosti. Ova odstu-
panja mogu biti pozitivna i negativna. Ako su veli¢ine x; i x; nezavisne-nekolerisane, kao i njihova
odstupanja Az; i Az; tada se ¢lanovi dvostruke sume zanemaruju, pa je:

Ay? = ﬁ: (292)2 (Az;)?

i=1

Deljenjem dobijenog izraza sa brojem merenja, tj sa brojem merenja minus jedan (n— 1), ¢lanovi koji
sadrze A svode se na standardne devijacije. Ako se sa o0; oznadi standardno odstupanje z;, tada se
standardna devijacija indirektno merene veli¢ine y = f(x1, zo, ..., z,) moze dati izrazom:
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8f 2 Bf 2 8f 2 n 8f 2
2 _ [ Y 2 ~J 2 ) 2 2 _ 2
v (&vl) 1 + <8(E2) 72 + + <8$n) In = In Z (835@ i

i=1

Ova formula je jedna od najvaznijih u obradi i analizi rezultata merenja, jer su direktna merenja skoro
uvek u funkciji merenja i odredivanja neke zavisno promenljive veli¢ine, odnosno indirektno merene
fizicke veli¢ine. Ona se koristi pri svakom eksperimentu, kako pri njegovom planiranju, postavljanju,
uhodavanju, tako i pri stalnom izvodenju. Procenjuje se preciznost merene veli¢ine, odreduje merna
nesigurnost stvarnih rezultata merenja na odredenom nivou poverenja.

Deljenjem gornjeg izraza sa +/n dobija se izraz za standardnu gresku indirektno merene veli¢ine y:

S@)? = (g’i)zsww(ji)?sm)u.-~+(§i)2s<m2 - s =3 (4 )25<xn>2

i=1

Standardna greska idirektno merene veli¢ine, odnosno merena nesigurnost, citira se kao i kod direktnih
merenja na nivou poverenja p. Izrazi za greSke indirektno merenih veli¢ina u opstem slucaju vaze i
za razli¢it broj direktnih merenja x;, ako su definisani na istom nivou poverenja. Treba imati u vidu
da navedeni izrazi vaze za nezavine sluc¢ajne veli¢ine.

Pored toga, koristeéi navedene izraze za standardnu devijaciju indirektno merene veli¢ine y moze se
o
-y

izracunati i relativna standardna devijacija indirektno merene veli¢ine: Ny =
Y

5.3.3 Tipicni matematicki izrazi gresaka indirektno merenih veli¢ina

Neka je merena veli¢ina x data svojom srednjom vredno$éu Z i mernom nesigurnoséu o(z) u obliku:
x=7T+o(x)
U ovom delu bi¢e navedeni najceséi matematicki izrazi koji se koriste za izracunavanje gresaka indi-

rektno merenih veli¢ina zavisno od broja promenljivih i njihove funkcionalne zavisnosti (vidi tabele
5.115.2). Pretpostavlja se da je ¢ konstantna veli¢ina.

A A
Relativna apsolutna greska definisana je sa: Op = —x, 0y = =Y
T Y
a relativno standardno odstupanje definisano je u obliku:  d,(x) = @, 0y (y) = o)
€T Y

Tabela 5.1. Sistematska greska, relativna greska, standardna devijacija i relativna apsolutna greska
u sluc¢aju kada je indirektno merena velic¢ina funkcija jedne merene veli¢ine.

y=/f() | Ay 8y a(y) 95 (y)
1° | y=cx Ay = [c|Ax 0y =0y o(y) = |c[o(z) 65(y) = 00 ()
° _¢ _|_c _ — =< —
2 |y=2" | ay=|-5|ac |5,=0 o(y) = |- 5| o@) | 6s(y) = b,(a)
3|l y=2a° A |eze™t Az 0y = Cly o(y) = |ca " o(x) | 05(y) = cbo ()
4° |l y=c" Ay = |ylnc|Azx | 6, = |xlnc|d, o(y) =|c®lnclo(z) | 65(y) = |xInc|ds(x)
1 1 Inc
5° =log,x | Ay=|=Ilnc|Ax | §, = —|lnc|d; | o(y) = |=Inc|o(z) | do(y) = |—|ds(x
y=logo | dy- |1 o= il | o) = [2incla(o) | 60 = |2 anta)
6 | y=me |Ay=—Ae | 6,="0 W)= o) | doly) = o de(a)
y=mx Y= 8T = 770z oY) =70 o\¥) = 770s\T
|z| Tyl |z| |

|ly=¢€" Ay =e"Azx 0y = |z|ds o(y) =eo(x) 3o (y) = |z|0s(x)
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Zadaci

Odrediti granice unutar kojih se nalazi prava vrednost pritiska vazduha pomocéu U cevi sa
lenjirom sa milimetarskom podelom, ako je izmerena visina Hg stuba h = 752 mm. Prilikom racunanja
za gustinu zive uzeti pyy = 13.5461 g/cm?, gustinu vazduha zanemariti u odnosu na gustinu zive
Pyazd. < PHg- Pritisak izraziti u paskalima.

Resenje:
Pritisak se odreduje pomocu U cevi, sa papirom sa milimetarskom podelom, koriséenjem izraza

p=9-(pHg — Pyazd.) - P

mim.

pod”’

Konstanta lenjira za merenja visine zivinog stuba, tj. milimetarskog papira iznosi: C = 1 pa

apsolutna sistematska greska merenja visine iznosi: Ah = §C = 0.5 mm.

Visina zive iznosi: h = (752.0 £ 0.5) mm

m?2

Odgovaraju¢i pritisak u Paskalima iznosi p = g - ppgg - h = 99931.204 Pa ( N )
Apsolutna sistematska greska merenja pritiska tada iznosi: Ap =g - PHg ° Ah = 66.44 Pa.

Trazeni pritisak iznosi: p = (99930 + 70) Pa.

Odrediti sistematsku gresku merenja mase merenjem zapremine istisnute tecnosti, pri ¢emu
je za gustinu istisnute teénosti dobijena vrednost p = 0.998 g/cm?, sa sistematskom apsolutnom
greskom 0.1 g/cm? i za zapreminu istisnute te¢nosti dobijena vrednost V' = 50 ml, sa sistematskom
apsolutnom greskom 0.5 ml.
Resenje:
Masa m i zapremina V se povezani izrazom:

m = pV,
odakle sledi m=p-V =499 g.

Apsolutna sistematska greska indirektnog merenja mase Am iznosi:

Am = |2 ap |27 AV = VAp 4 pAV = 5.499 o
ap 2%

Rezultat ovog indirektnog merenja iznosi:

mo = (m+ Am) = (50+6) g.

Kolike su maksimalna apsolutna i relativna greska sa kojom moze da se odredi ubrzanje
slobodnog pada g, pomoéu matematickog klatna, ako je duzina klatna [ = (1.431+0.001) m, a njegov
period oscilovanja T' = (2.4 4+ 0.1) s? Broj m uzeti sa tri sigurne cifre.

Resenje:

l
Koristedi izraz za period oscilovanja matematickog klatna dobija se: g= 47T2ﬁ
gde je | duzina matematickog klatna, T period oscilovanja. Na osnovu prethodnog izraza trazena
apsolutna greska data je u obliku:

8l 472 8l
Ag = 2 |Am| + o | Al + o |AT] = 0.032 m/s?
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posto je m = 3.14, |Am| = 0.00159, [ = 1.431m, |Al| = 1073m, T = 2,4s i |AT| = 0.1s,
dok je odgovarajuca relativna greska:

_2am  ALL2AT G 08332

%9 T l T

Shodno prethodnim vrednostima ubrzanje slobodnog padanja iznosi:

g = (9.79 £ 0.03) m/s2.

Pri odredivanju koeficijenta povrsinskog napona vode metodom kapilare izmereno je da je visina
vode u kapilari h = (49.0 £ 0.5) mm, a poluprecénik kapilare » = (0.30 £ 0.02) mm, dok je poznato
da je ubrzanje slobodnog padanja g = (9.81 £ 0.02) m/s?, a gustina vode ¢ = (1000 & 1) kg/m?>.
Odrediti maksimalnu apsolutnu i relativnu gresku pri odredivanju koeficijenta povrsinskog napona «
ovom metodom.

Resenje:

Koeficijent povsinskog napona, po metodi kapilare definisan je relacijom:
1
=—rh
a = 5rheg
a odgovaraju¢a maksimalna apsolutna greska jednaka je:
1
Aa = i(hgg\Ar\ + rhg|Ao| + rho|lAg| = 6.49 - 1072 N/m
posto je: Ar=2-10"°m, Ah =5-10"3m, Ap = 1 kg/m?, Ag = 0.02m/s?, a maksimalna relativna

greska iznosi:

Ar AR A A
Aa="20 20 20, 029 g9
r h 0 g

gde je r = 0.30 - 1072 m, h = 0.049 m, ¢ = 10® kg/m?, g = 9.81 m/s%. Prema tome, koeficijent
povrsinskog napna je:

a=(72+£7) mN/m.

Da bi se odredio moment inercije tela nepravilnog oblika, koristi se torziono klatno. Vrednost
torzione konstante je odredena i iznosi ¢ = (0.70 £ 0.02) m-N/rad, dok period torzionih oscilacija
tela, €iji se moment inercije odreduje, iznosi T = (0.42 + 0.01)s. Ako je m = 3.1416 £ 0.0016,
kolike su maksimalna apsolutna i relativna grevska koje nastaju pri odredivanju momenta inercije
tela nepravilnog oblika ovm metodom?

Resenje:
Period oscilacija torzionog klatna dat je izrazom T = 27+/I /¢, pa je moment inercije tela:

cT?

42

Sada je maksimalna apsolutna geska odredivanja momenta inercije ovom metodom:
Al = L+ L iar)+ L ax| = 2,38 107 kgm?
4r2 ST o2 973 1= &

posto je ¢ = 0.70 m-N/rad, |Ac| = 0.02 m-N/rad, T = 0.42 s, |AT| = 0.01 s, # = 3,1416, Ar = 0.0016,
dok je odgovarajuca relativna greska:
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A AT A
517|—CC|+27+2—”700343

§to zna&i da je moment inercije: I=(31+0.3) kg'm?.

Telo mase m = (2.0+0.1) kg, nalazi se na visini h = (3.0£0.1) m, od podloge. Ako je ubrzanje
slobodnog padanja na tom mestu g = (9.80 £ 0.03) m/s?, izra¢unati kolika je maksimalna apsolutna,
a kolika maksimalna relativna gresaka kojima je odredena gravitaciona potencijalna energija tela.

Resenje:

Potencijalna gravitaciona energija tela, u odnosu na podlogu data je relacijom:
E = mgh.

Maksimalna apsolutna greska definisana je izrazom:

8E OE, 8E
AE, = |A | + 7|A |+ - |Ah| = gh|Am| + mh|Ag| + mg|Ah| = 5.08 J

Posto je m = 2.0 kg, |Am| = 0.1 kg, h = 3.0 m, |Ah| = 0.1 m, g = 9.80 m/s? i |Ag| = 0.03 m/s>.
Maksimalna relativna grevska je:

= (0.086.

A A Ah
Am| | [Agl A

0E,=d(lnm+1Ing+Inh) =
m g h
Proveriti da li je opravdano u ovom slucaju za apsolutnu i relativnu gresku koristi izraze:

Am| AR

AE, = mh|Ag| + mg|Ah|; 0E, =~ .

Da bi se izrac¢unala otpornost provodnika nepoznate otpornosti R, meri se struja koja protice
kroz provodnik i napon na njegovim krajevima. Najmanja podela na skali ampermetra je 0.1 A, a na
skali voltmetra 0.25 V. Ako je pokazivanje instrumenta bilo:

e na ampermetru I = 1.6 A,

e na voltmetru U = 12.5 V,
a) kolike su maksimalne apsolutna i relativna greska pri odredivanju nepoznate otpornosti?
b) Kolika je nepoznata otpornost?
Resenje:

Otpornost nekog provodnika, ukoliko se poznaje vrednost struje koja protice korz njega i napon na
njegovim krajevima se moze odrediti koriséenjem Omovog zakona R = U/I.

a) Maksimalna apsolutna greska je:

OR AU UAI
AR = —|AU Al —5— =0.64 Q2
o au) + Shiar = 27 4 U2
a odgovaraju¢a maksimalna relativna greska je:
AU Al
OR=——+ — =10.0825
R= i + 7 8

gde je AU =025 Vi Al =0.1 A.

b) Vrednost na ovaj na¢in odredene otpornosti moze se napisati kao:

R= %iUcSR (7.8+0.7) Q
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Odrediti sistematsku gresku pri merenju inteziteta struje kroz neki otpornik indirektnom
metodom, merenjem napona na otporniku i vrednosti otpornosti i proceniti gde je korisnije povecati
preciznost merenja, pri merenju napona U, ili otpornosti R. Prilikom merenja su dobijene sledece
vrednosti: napon na otporniku U = 1000 V sa sistematskom greskom od 20 V, kao i otpornost
otpornika R = 10 (Q sa sistematskom greskom od 1 .

Resenje:

Struja se moze odredtiti koriséenjem Omovog zakona:

I =—
R7

Izmerena vrednosti napona i otpornost iznose: U = (1000£20) V. i R=(10£1) Q.

Indirektno izmeren intenzitet elektri¢ne struje iznosi: I = % =100 A.
Sistematska greska intenziteta elektri¢ne struje iznosi:
ol ol 1 U 20 1000
Al =|—|A —|AR=|=|A ——|AR=—+—— =124
‘8U U+‘8R R ‘R‘ U+‘ R? i 10+ 100

a relativna sistematska greska intenziteta elektri¢ne struje je:

= =T T =012 =12%
or= v R 0 !

Indirektno izmerena vrednost elektri¢ne struje iznosi: I = (100 &+ 12) A.

Relativna sistematske greske prilikom merenja napona i otpornosti iznose:

AU . AR
Poredenjem vrednosti d; 1 dr vidi se da je relativna sistematska greska otpornosti dg mnogo veé od
relativne sistematske greske napona Jdy. Na osnovu toga treba veéu paznju obratiti na povecéanje
preciznosti merenja otpornosti, kako bi se smanjila ova relativna greska, a time povecala preciznost
merenja inteziteta elektriéne struje.

Kolika je maksimalna relativna greska pri izracunavanju kapacitivnosti ravnog vazdusnog kon-
denzatora, Cije su plote oblika kvadrata stranice ¢ = (10.0 & 0.1) cm, ako je rastojanje izmedju
njih d = (2.0 £ 0.1)mm? Relativna permitivnost vazduha iznosi ¢, = (1.00058 £ 0.00001), dok je
dielektri¢na konstanta vakuuma ¢ = (8.85418 + 0.00001) - 1072 F/m.

Resenje:
Kapacitivnost ravnog kondenzatora data je izrazom:

S a?
C= eos,«g = Eoﬁrg

pa je maksimalna relativna grska pri izracunavanju njegove kapacitivnosti:

A Ae,|  2|A Adl  2|A Ad
6C:d(ln50+lngr+2lna+lnd):| 50|+| E|+ | a|+| |% ‘ a/|+| ‘:

0.7
€0 e a d a d

gde je Aa = 0.1 cm, Ad = 0.1mm, a = 10 cm, d = 2 mm. Prema prethodnim podacima kapacitivnost
ovog kondenzatora je:

C = (44 + 4) pF.
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Napomena. Dobijeni rezultat ukazuje da se u ovom, i drugim slucajevima, vazduh po svojim
elektriénim svojstvima moze smatrati kao vakuum.

Prilikom eksperimentalnog odredivanja specificne toplotne kapacitivnosti vode pomoc¢u kalorime-
tra sa stacionarnim tokom dobijeni su sledeéi podaci:

— napon na krajevima grejaca U = (22+1) V

— jadina struje kroz greja¢ I = (1.5+0.1) A

— maseni protok vode m’ = (8.0 +0.5) g/s

temperatura vode na ulazu u kalorimetar ¢; = (15.0 +0.1) °C

— temperatura vode na izlazu iz kalorimetra ¢, = (16.0 £0.1) °C
Kolika je maksimalna relativna greska odredivanja specificne toplotne kapacitivnosti ovom metodom?
Resenje:

Specifi¢na toplotna kapacitivnost vode u vodenom kalorimetru sa stacionarnim tokom se moze odrediti
pomodcu izraza:

L uI
o m/(tg — t1)

J
Na osnovu izmerenih podataka, za specificnu toplotnu kapacitivnost vode se dobija: ¢ = 4125 [l
g .
Maksimalna relativna greska odredivanja specificne toplotne kapacitivnosti se moze odrediti pomocéu
izraza:

Ac AU AT Am'  |Ats] — |Aty]

— =dlnU+1Inl+1 In(ty — == 4+ == =0.375.

- dlnU +1In1 4 lnm + In(ts — t1)] i + T + o + P— 0.375
J

Apslotna greska prilikom ovog merenja iznosi: Ac = 1546.874 ——
g .

tako da se moze pisati:

J

Pri eksperimentalnom odredivanju elektrohemijskog ekvivalenta bakra, masa katode (nacinjene
od bakarnog lima) iznosila je m; = (90.25240.005) g, na pocetku eksperimenta. Posle elektrolize, koja
je trajala t = (900+1) s, pri ¢emu je jacina struje kroz elektrolit bila stalna i iznosila I = (1.2 £0.1) A,
izmereno je da je masa katode mo = (90.610 & 0.005) g.

Kolike su apsolutna i relativna greska odredivanja elektrohemijskog ekvivalenta u ovom eksperimentu?
Koliki je elektrohemijski ekvivalent bakra prema ovim podacima?

Resenje:
— k
Elektrohemijski ekvivalent odreden je izrazom: k= % =3.31480 - 1077 Eg
Apsolutna greska u ovom eksperimentu iznosi:
ok ok ok
Ak=——-(A A — ATl + —At
Dy — ) (A2 Amu) + 5r AL+ 5
(|1Amsy| + [Amy|) | [ma —m [ma —m| s kg
= Al At=3.72-107° =
It M e c’

a relativna greska iznosi:



5.3. Greske indirektno merenih veli¢ina 129

(Am2 + Aml) + ‘AI| At

0k =d[In(mg —mq) +Inl +1nt] = —1—7 =0.112,

‘mg —m1| I

gde je Amy = Amy =5-10"%kg, AT =01 A, At =15, m; =90.252 g, my = 90.610 g, I = 1.2 A,
t =900 s.

Prema tome elektrohemijski ekvivalent bakra je:

k= (33+04)-1077 %

Kolika se relativna greska nacini pri izra¢unavanju rezonantne frekvencije jednog LC-kola ako
su, prema deklaraciji proizvodaca vrenosti kapacitivnosti i induktivnosti u kolu C' = 10 puF + 1 i
L =0.5H + 0.057 Broj 7 uzeti sa tri znacajne cifre.

Resenje:
Prema uslovu zadatka, apsolutna greska s kojom su odredeni kapacitivnost i induktivnost u kolu jesu:
|[AC|=1pF i |AL|=0.06H
Kako je rezonatna frekvenca LC-kola jednaka:
1

27V LC

to je maksimalna relativna greska pri jednom izra¢unavanju:

1 _lac| | |aL]
omVLC ) 2C oL

gdeje C =10 uF i L =0.5H.

0.1

5u:d(ln

Bikonveksno socivo, zizne daljine f; = (20.0 & 0.5) cm, i bikonkavno so¢ivo zizne daljine
f2 = (—10.0 £ 0.5) cm, dodiruju se sfernim povrsinama.

a) Kolika se maksimalna relativna greska ¢ini pri odredivanju ekvivalentne zizne daljine ovog sis-
tema sociva ra¢unskim putem?

b) Da li je moguée eksperimentalno odrediti ekvivalentnu ziznu daljinu ovog sistema sociva?
c¢) Kolika je ekvivalentna zizna daljina?
Resenje:

a) Ekvivalentana zizna daljina datog sistema so€iva se izra¢unava prema izrazu:

fife

= = —20 cm
Je fi+ fa
pa je maksimalna relativna greska pri njenom izrac¢unavanju:
e
Ofe = |75 |AfAl+ | 75— | |Afe] =0.125
d filfi+ f2) A7 fa(f1 + fa) AL

b) Nije mogude, jer njihova kombinacija predstavlja rasipno so¢ivo.
¢) Ekvivalentna Zizna daljina soc¢iva jednaka je:

fe=1(-20=£3) cm.



130 Glava 5. Izrazavanje gresaka merenja

Pri odredivanju talasne duzine monohromatske svetlosti difrakcionom reSetkom koriS¢ena je
opticka resetka ¢ija je konstanta d = 1/50 mm. Spektar drugog reda (k = 2) video se pod uglom (u
odnosu na spektar nultog reda) 6 = (3°12' +12').

a) Koliko iznose maksimalna apsolutna i maksimalna relativna greska pri odredivanju talasne
duzine na ovom spektrometru?

b) Kolika je talasna duzina ove monohromatske svetlosti?

Resenje:
Talasna duzina monohromatske svetlosti u eksperimentu sa difrakcionom resetkom se moze odrediti
koriséenjem izraza:

dsinf

A=

a) Maksimalna apsolutna greska definisana je izrazom:

d d . d
=% d—gksmek\AQk\ = %cose;~C - |Afg| = 34.8 nm

AV
dok je maksimalna relativna greska

O\ = cot 9k . AHk = 0.062
gde je ), = 32°12' = 0.056 rad, i |Af;| = 3.5- 1072 rad.

b) Trazena talasna duzina iznosi:

A = (560 £ 40) nm

Kolika se maksimalna relativna greska nacini pri izracunavanju Bolcmanove konstante ako je:
Ty =273.16 K
po = 101.325 Pa
Vo = (22.4138 £ 0.0007) - 10~3 m?/mol
N4 = (6.02204 =+ 0.00003) - 10* L

ol

Resenje:
Bolecmanova konstanta pomoc¢u datih konstanti odredena je izrazom:

R poWy

k: i
Na  TyN4

pa je maksimalna relativna greska pri njenom izracunavanju

o Vo |APy| | [AVy| | |[ATy| | |AN4|
<T0NA> Po Vo Ty Ny

Kako je Apy =01 ATy = 0 (prema medunarodnoj konvenciji), dobija se:

AV)] AN
gk = 12Vl
Vo N,

~36-107°
pa je Bolcmanova konstanta

J
k = (1.38066 + 0.00005) - 1023 ©
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Kolika je maksimalna relativna greska sa kojom je izra¢unata Komptonova talasna duzina za
elektron ako je poznto da je:

h = (6.626176 = 0.000034) - 10734 J - s,

me = (9.109534 + 0.000046) - 107! kg,
m
¢ = (209792458.0 & 1.2)

Resenje:
Komptonova talasna duzina definisana je relacijom:

2h

mecC

Ac =

pa je maksimalna relativna greska pri njenom izra¢unavanju jednaka:

ro= (L) 2 180 12

MeC h Me c

Kako je Ac/c < Ame/m. i Ac/c < Ah/h, prethodna relacija se moze uprostiti na oblik

Ah| | |Am,
ore = AR 1Bmel g g0
h Me

pa je Komptonova talasna duzina iznosi:

A¢ = (4.85262 4 0.00005) - 10712 m.

Odrediti srednju brzinu kojom automobil prede put s za vreme t = (900+5) s, kao i standardnu
devijaciju brzine pod predpostavkom da se krece uniformnom brzinom za:

a.) duzinu puta s = 10 km = const.,
b.) duzinu puta s = (10.0 £0.1) km.
Resenje:

a.) Srednja brzina i standardna devijacija brzine automobila iznose:

S km

_ S . o\ 9 ov
v—¥—40km/h i o, = (815) gt_‘at

Trazena brzina iznosi:
k
v = (40.0 £ 0.2) Tm

Kada se nista ne napiSe podrazumeva se da je mereni rezultat na nivou poverenja 68.27% sa stan-
dardnom devijacijom.

b.) Za t = (0.2500+0.0014) h i s = (10.0 £0.1) km srednja brzina i standardna devijacija
brzine automobila iznose:

s . 81}22 81}22 5\2 o 122 km
=2 =d0km/h i av—\/<at> Ut+<as> o2 = (‘?) at+<t) 02 = 0.458 =

Na osnovu ovog trazena brzina iznosi:

k
v = (40.0 £ 0.5) Tm
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Dva otpornika, otpornosti Ry = (100 + 1) Qi Ry = (60 + 1) ©, vezani su:

a) redno,

b) paralelno.

Kolike su maksimalna apsolutna i relativna greska pri izracunavanju ekvivalentne otpornosti obe veze
otpornika?

Resenje:

a) Ekvivalenta otpornost redno vezanih otpornika iznosi:
R. = R + Rs.

Maksimalna apsolutna greska pri izracunavanju ekvivalentne otpornosti iznosi:
AR, = |AR;| +|AR2| =2 Q.

posto je |AR;| =1 Qi |ARy| =1 Q, maksimalna relativna greska iznosi:

_ |AR1| + ‘AR2|

0R,
Ri 4+ Ry

= 0.0125.

b) Kod paralelne veze otpornika ekvivalenta otpornost iznosi:
R. = RiR2/(Ry + R2),
Maksimalna apsolutna greska pri izracunavanju ekvivalentne otpornosti, u ovom slucaju iznosi:

Ro(R1 4+ R2) — R1Rs
(R1 + R2)?

Ri(R1 4+ R2) — R1Rs

AR, =
(R1 + R2)?

ARy | +

- |ARy| =0.53 Q

a relativna greska iznosi:

AR,
0R. = —— = 0.014.
R i 0.0

€

Odrediti standardnu devijaciju odredivanja naelektrisanja u Milikenovom eksperimentu i napisati
rezultat u obliku u kome figurise standardna greska na nivou poverenja 90%, ako je iz 50 merenja do-
bijeno: r = (1.0£0.2)-107* em; p = (1.0£0.1) g/em™3; d = (2.50+0.05) cm; V3 —Va = (3000+£10) V.

Resenje:

U Milikenovom ogledu uravnotezuju se sila elektrostatickog privlacenja kapi i njena tezina: ¢F = G.

=V
Kako je sila elektrostatickog privlacenja E = L2 i sila tezine G = gﬁpgrg, to se za naelektrisanje
dobija izraz u obliku:
_Amg dpr®
3 i—W
) L . _4mg dpT® —12
Srednja vrednost naelektisanja iznosi: q= =5 =3.42-10 C

gde je: u = V; — V5 razlika napona.

Standardno odstupanje naelektrisanja dato je u obliku:

_ aq22 8q22 8‘122 (’)u22
Uq_\/(@r) UT+<8p o, + 2d o5+ 7 o

Vrednosti pojedinih parcijalnih izvoda iznose:
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4 2 4 §
Og _ g dp3r™ _ 1 ho7.10-7; Og _dmg dr” 4 4o 1912

or 3 U 5‘7p_3 U

dq 4mg pr® 12 dq _ 4mg dpr® 15
—=—-—=137-10""% — =" =1.14-10
ad 3 u ’ ou 3 u?

Posle izracunavanja standardno odstupanje naelektrisanja iznosi: oq = 2.08 - 1072 C

Kako je p =90%, tn—1,0.45 = t49;0.45 — 20.45 = 1.64 (vidi tabelu C na strani 184)

pa se dobija: 245 - —= = 4.85-10713

gl
s}

Naelektrisanja elektrona iznosi: ¢ = (3.40 £ 0.05) - 1072 C, na nivou poverenja 90% iz 50 merenja.

Odrediti Jungov moduo elasti¢nosti i rezultat izraziti u obliku u kome figurise standardna
greska merenja na nivou poverenja 95%, ako su iz 10 merenja dobijeni sledeéi rezultati: povrSina
popreénog preseka zice S = (0.40 + 0.01) cm?; izduZenje zice Al = (0.200 + 0.005) cm; duzina Zice
1 =(2.00 £ 0.01) m i masa tega kojim je optereéivana zica m = (457.0 & 0.4) kg. Ovi rezultati dati
su u obliku u kome figurise standardno odstupanje na niou poverenja 68.27%. Ubrzanje zemljine teze
uzeti konstantno g = 9.81 m/s.

Resenje:

Jungov moduo elasti¢nosti, na osnovu Hukovog zakona, se moze izraziti kao:

Il mg
E,=——7
VAL S

Srednja vrednost Jungovog modula elasti¢nosti: Ey =1.1208 - 10*! N/m?2.

Standardno odstupanje indirektno merene fizicke velicine Jungovog modua elasti¢nosti dato je u
obliku:

_[(eE,\? OB, \* , (0B, ,  [(0B,\? ,
“E\/<am> Um+<az it \as ) 5T \oar) ™™

Vrednosti parcijalnih izvoda iznose:

oE, mg (mg

OE, gl gl B 2 21
( al — SAl SAl) =3.14-10

2
_ _ 1016.
om  SAl SAZ) =06.015- 107

2
8Ey_mgl< 1); < mgl) — 7.85 - 10°;

oS AL\ s2 -~ S2Al
8Ey_mgl 1 _ mgl 2_ 97
oAl S < Al2>’ ( sap) — 31410

Tako se za standardnu devijaciju Jungovog Modua elasti¢nosti dobija: op, =4 - 10° N/m?2.

O-E'y —

5.10995 - 10° N/m2.
/10 /

p= 09, t9;0.475 = 2.262 (Vldl tabelu E na strani 188), t9;0_475 .

Jungov Moduo elasti¢nosti iznosi:

E, = (1.12 4 0.05) - 10'* N/m?2, na nivou poverenja 95% iz 10 merenja.
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Odrediti vrednost nepoznate otpornosti R, koris¢enjem Vinstonovog
mosta. Vinstonov most se sastoji od poznatih otpornosti: R;, Rs i Rg.
Vrednosti ovih otpornosti, dobijene iz Sest merenja nekim etalonskim Om-
metrom, iznose: Ry = 500 , Ry, = 615 Qi R3 = 100 €, sa eksperimen-
talnom standarnom devijacijom: or, =5, op, =6.15 Qiog, =0.5 Qi
apsolutnom sistematskom greskom ARy =10, AR, =2 Q1 AR3=0.3 Q.
Izac¢unati ukupnu gresku ovog merenja na nivou poverenja 68.27%.

Resenje:
Otpornost otpornika R, se moze odrediti Vitstonovim mostom koris¢enjem
izraza:

Ry - Ry
R, o= A2
T RS

Otpornost u ovom slucaju se pise u obliku: R, = (Rw + {tn_1;0,34135;z + AR,}) Q
n

Na osnovu dobijenih merenja srednja vrednost nepoznate otpornosti je: R, = — = 3075 Q

Standardna devijacija nepoznate otpornosti je data u obliku:

o (RN (0B L (RN
= \\or,) 7" \or,) 7% " \oR,) T

Odnosno:

Ry\ 2 R\ RiRy\ 2
OR, = \/(R3> o, + (Rg, ok, + | — I 0%, =46.12Q

Ukupno apsolutna sistematska greska je data u obliku:

Ry
AR, = |22
R

Ry
A -
Ry + ‘R?)

RiR;
R

AR3 = 25.375 Q

AR2+‘

Kako je p=10.6827 = {5.0.34135 = 1.111 (vidi tabelu E na strani 188).

46.12
Slucajna geska tada iznosi: tn—1;0.34135 IR _ 1.11- ——— = 20.90 Q.

vn V6
OR

Ukupna greska, tj. zbir slucajne i apsolutne greske iznosi:  t,—1,0,3415 - —F= + AR, = 46.275 Q.
n

e

Nepoznata otpornost iznosi: ~ R, = (3075 £46) , na nivou poverenja 68.27% iz 6 merenja.

Zbog malog broja merenja greska se pise sa jednom sigurnom cifrom. Rezultat R, ima poslednju
znacajnu cifru na mestu poslednje znacajne cifre greske.

Izracunati ukupnu gresku merenja specifi¢ne otpornosti p nekog provodnika na nivou poverenja
95%, ukoliko je izvrSeno 10 merenja i rezultati dati u obliku u kome figurise standardna greska:
otpornost provodnika R = (90 & 1) Q na nivou poverenja 80% sa sistematskom greskom 0.1 €, a
duzina provodnika [ = (1.00 £ 0.01) km na nivou poverenja 90% sa sistematskom greskom 1 m i
poprecni presek provodnika S = (1.0 £ 0.1) mm? na nivou poverenja 99% sa sistemskom greskom
0.05 mm?.

Resenje:

RS
Specificna otpornost provodnika je odredena izrazom: p= E
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Iz otpornosti provodnika R = (90 + 1) 2, na nivou poverenja 80% sa sistematskom greskom AR =
0.1 ©, dobija se:

1
R 1 = 1383- 2 —1 = op @:2.2929

ty. C— =

90.40 " 7= 0 1383
Iz duzine provodnika ! = (1000 &= 10) m na nivou poverenja 90% sa sistematskom gresom Al =1 m,
dobija se:

o _10m = o @:17.280m

9 _10m = 1.833- = Yo

to. —_
9:0.45 /10 10v/10

Iz povrsine provodnika S = (1.0 £ 0.1) - 10~% m?, na nivou poverenja 99% sa sistematskom greskom
AS =0.05- 107% m?, dobija se:

gs

to:0.495 - —o= = 0.1-107% m? = 3.250- —0.1-107% m?

V10
V10-0.1-1076

o= Y 97,1078 m2
78 3.250 o

Koeficijenti tg. .40 = 1.383, t9,0.45 = 1.833 i tg,0.495 = 3.250 se ¢itaju iz tabele E na strani 188.
R-S 90-1-107°

2l

Srednja vrednost specificne otpornosti jednaka je: P = 7= 1000 =9-107% Qm
2 2 2
Standardna devijacija specificne otpornosti iznosi: o, = \/(g]p%) 0%+ (gg) o+ (%) of

Vrednosti parcijalnih izvoda iznose:

Ip 2_ S 2_ -18, 9p 2_ R 2_ -4, 9p 2_ R-S 2_ —21
(r) = (7) = (G5) = (F) =soms (5) = () =

Tako da se za standardnu devijaciju specificne otpornosti dobija: o, = 9.159 - 1079 Q-m.

Zap=0.95in=09, tg 475 =2.262 (vidi tabelu E na strani 188),

slucajna geska iznosi:  t9;0.475 e _ 6.546 - 1077 Qm.

V10

Ukupna apsolutna sistematske greska data je u obliku:

| 9p dp op| o, _ 9
Ap—‘aR AR+‘85’ AS+’81 Al =4.69-1077 OQm

— .
Specifi¢na elektriéna otpornost u ovom sluc¢aju se pise u obliku: p = <ﬁ + {711’0’4750‘7 + Ap})

NG

Trazena specificna otpornost iznosi:

pu=(911)- 10~® Qm, sa ukupnom greskom iz 10 merenja na nivou poverenja 95%.

Neka su prilikom indirektnog merenja jacine struje I, merenjem pada napona U i otpornosti
R, na osnovu veceg broja merenja (n > 30) dobijene slede¢e vrednosti: U = (1550 + 50) V sa
instrumentom klase ta¢nosti 1.5 sa mernim opsegom 2000 V i R = (250 £ 30) © instrumentom klase
tac¢nosti 1.5 sa mernim opsegom 500 2. Izracunati ukupnu gresku merenja i prikazati rezultat merenja
na nivou poverenja 95%.

Resenje:

U
Jacina struje se prilikom indirektnog merenja moze odrediti koris¢éenjem Omovog zakona: [ = =
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v

Srednja vrednost jac¢ine struje iznosi: I == =6.2 A

=

Kako su za voltmetar klasa tacnosti k; = 1.5 i maksimalna vrednost mernog opsega U4, = 2000 V,
to je sistematska greska merenja napona jednaka:
AU kt : Unum:

ke U 00 = U 100

=30V

Klasa tac¢nosti k; i maksimalni merni opeg R4, ommetra iznose: k; = 1.5 1 Rypqp = 500 €, sistem-
atska greska merenja otpornosti iznosi:

A k max
ky = R 100 = ap= e fime

R T 7.5 Q

Sistematska greska jacine struje pri indirektrnom merenju iznosi:

U

oI ol 1
Az_‘aU AU+‘8R AR_‘R‘AUJr‘—RZ AR = 0.306 A

Nivo poverenja nije naglagen, pa se moze uzeti p = 68.27%, i kako je n > 30 sledi da je zg.34135 = 1
(vidi tabelu C na strani 184), za odgovarajuce greske pri merenju napona i otpornosti dobija se:

ST) =20 2L =50V,  S(R) =2y % =300Q

Vn Vi

Standardna greska pri indirektnom merenju jacine struje iznosi:

or _ (01N et (01N ok _ [(1NTeh  (CUNTOR ooy
N oUu ) n OR) n R) n R2) n 7

Kako je trazeni nivo poverenja 95%, 2,2 = 20475 = 1.96 (vidi tabelu C na strani 184), pa sluc¢ajna
greska S(I) i ukupna greska S(U) + Al merenja struje iznose:

S =zoars £ = 15092 A i S(D)+ A= 2075

o1
2L L AT =18152 A
N 815

Jagina struje iznosi:

I =(6.2+1.8) A, na nivou poverenja 95% iz n > 30 merenja.
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Primena statistickih testova u fizici

Statisticke hipoteze predstavljaju vid statistickog zakljuc¢ivanja koji se primenjuje u cilju potvrde
razli¢itih tvrdenja. Ova tvrdenja mogu biti razli¢ita, pocev od utvrdivanja raspodele neke fizicke
veli¢ine, pa sve do utvrdivanja odredenih veza medu izu¢avanim pojavama.

6.1 Testiranje statistickih hipoteza

U cilju potvrde, ili pak odbacivanja nekih tvrdenja, najpre je potrebno uvesti pretpostavke, tj.
hipoteze. ODbi¢no se uvode dve pretpostavke: Hjy nulta hipoteza i H; alternativna hipoteza,
koja je suprotna od polazne hipoteze. Opsti princip za izbor nulte i alternativne hipoteze ne postoji.
Prilikom testiranja hipoteza, koriséen je princip da je polazna hipoteza bas ono tvrdenje koje se zeli
pokazati, npr. slaganje neke raspodele sa eksperimentalno dobijenim raspodelama ili recimo slaganje
standardnih devijacija dobijenih od uzoraka razlicite tacnosti (tj. iz razli¢itog broja merenja)®. Proces
verifikacije statistickih hipoteza naziva se testiranje hipoteze.

Pravilo za testiranje hipoteze Hj je statisticki test. Statisticki fix)
test najcescée koristi neku statistiku (test statistiku) S, odnosno
neku funkciju slu¢ajnih promenjivih koja ne zavisi direktno od
nepoznatih parametara raspodele. Hipoteza Hy se odbacuje uko-
liko statistika S ima vrednost koja pripada takozvanoj krititnoj
oblasti testa a, odnosno oblasti odbacivanja testa. Koriséena l-a a
test statistika uvek ima neku raspodelu, zbog toga se testiranje
najcesée svodi na ispitivanje da li test statistika pripada nekom X
intervalu verovatnoce «, kao sto je prikazano na slici 6.1, slucajne

promenjive x sa raspodelom koju ima test statistika. Slika 6.1. Primer kriticne oblasti
testa, sa verovatnoéom «

Ovo testiranje se prakti¢no svodi na ispitivanje da li test statistika pripada nekom intervalu verovatnoce
(nivo valjanosti testa ili nivo poverenja) p = 1 — « (vidi sliku) slu¢ajne promenjive x sa raspodelom
koju ima test statistika. Ukoliko test statistika ima vrednost koja pripada pomenutom intervalu
verovatnoée p = 1 — «, statistika Hy se prihvata. Medutim, prilikom biranja ovih verovatnoca treba
biti obazriv, jer prilikom testiranja moze do¢i do dve vrste gresaka.

Greska prve vrste, koja nastaje ako se hipoteza Hy odbaci iako je ta¢na.
Greska druge vrste, koja nastaje ako se hipoteza Hy prihvati iako je pogresna.

S obzirom na to da uvek moramo doneti neki zakljucak, postavlja se pitanje koju od navedene dve
vrste gresaka je opasnije napraviti. S’ obzirom na uvedene pretpostavke, opasnije je napraviti gresku
druge vrste, odnosno ako prihvatimo neko tvrdenje kao tacno (u ovom sluéaju hipotezu Hy) iako

INasuprot tome, u matematici se za nultu hipotezu najcesée uzima ona koju je lakse verifikovati, tj. za koju je lakse
utvrditi verovatnoce izvodenja pogresnog zakljucka. To ustvari znaci da se za nultu hipotezu uzima suprotno tvrdenje
od onog koje hoéemo da pokazemo.

137
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ona nije taéna?. Medutim, uvek treba voditi rac¢una da prilikom donosenja bilo kakvog zakljucka
treba obe vrste gresaka svesti na najmanju moguéu meru. U tom slucaju se postavlja pitanje, koju
verovatnocéu treba uzeti za kriterijum valjanosti (ili nivo poverenja) statistickog testa?

Ukoliko se nivo poverenja testa povetava, tj. smanjuje kriti¢na oblast testa «, poveéava se verovatnoca
gresSke druge vrste, tj. da prihvatimo hipotezu Hy iako nije ta¢na. Nasuprot tome, ako povetavamo
kritiénu oblast testa, verovatnoca greske druge vrste se smanjuje, dok se pove¢ava verovatnoca greske
prve vrste. Zbog toga, se u cilju smanjenja obe greske, a vodeéi racuna o tome koju je gresku opasnije
napraviti, biraju se nivoi valjanosti testa od 90%, 95% ili 99% (8to odgovara kriti¢nim oblastima testa
od 10%, 5% ili 1%). Neki uopsteni kriterijum za kriti¢ne vrednosti statisti¢ih testiranja ne postoje.
Najcesée sami kriterijumi zavise od broja merenja. Naime $to je broj merenja vedci, kriti¢na oblast
testa se moze smanjivati.

6.2 Ispitivanje konzistentnosti rezultata merenja

Za izracunavane greSaka merenja kako istih tako i razlicitih preciznosti, dobijenih razli¢itim meto-
dama ili razli¢itim uredajima najpre je potrebno ispitati konzistentnost — slaganje dobijenih rezultata.
Ispitivanje konzistentnosti je potrebno da bi se detektovale anomalije u eksperimentu, neuracunate
sistematske greske, promene nekih uslova u eksperimentu i sli¢no.

Pored toga, u praksi je ¢esto potrebno izvrsiti veliki broj merenja neke fizicke veli¢ine. Ovakva merenja
veoma Cesto traju vise dana, ili vise nedelja. Tada se postavlja pitanje konzistentnosti (slaganja) ovih
merenja, odnosno da li su ova merenja iste ta¢nosti, da li postoji neki uticaj koji se javlja odredenih
dana? Ovo je potrebno ispitati pre bilo kog racunanja srednje vrednosti ovih merenja ili izrazavanje
greske ovih merenja.

6.2.1 Greske ponovljenih merenja

Neka kao rezultat istrazivanja postoji n grupa merenja, od kojih svaka sadrzi razli¢it broj izmerenih
vrednosti. Slucaj veéeg broja grupa merenja razli¢itih obima, moze se prikazati jednaCinama na
sledeéi nagin:

_ ., _ og(z1)
L11,X12,...,L1IN = X1, O'E(l'l)' S((El) =
9 9 ’ 1 ’ ) \/]Tl
_ __ UE(IQ)
L21,222,...,T2N. = X2} O'E(l‘g)' S(.Z‘Q) =
) ) ) 2 ) 3 \/m
......... B o O_E(xn)
Tnl; Tn2y---,TnN, = Tn; O'E(xn)a S(.Z‘n) =

VN,

Neka je broj merenja u svakoj od ovih grupa dovoljno veliki, tako da se moze reéi da je raspodela
ovih vrednosti Gausova.

Srednja vrednost ovakve grupe merenja najbolje moze da se proceni preko srednje vrednosti srednjih
vrednosti razlicitih grupa merenja. U tom slucaju srednja vrednost pojedinacnih srednjih vrednosti
X se moze dobiti sabiranjem svih vrednosti i deljenjem sa ukupnim brojem merenja, kao:

N1 N2 Np n
g T1; + E To; + ...+ E Tni E Nz
~ i=1 i=1 i=1 _J=1

X=a(z) =" =

Kako iz S(7;) = UE(ij)/\/]\Tj =

SN, Yo, N; = on(a;)/5(T5)

j=1

2Nasuprot tome, ako se pretpostavi suprotno, da je za nultu hipotezu Hy izabrano suprotno tvrdenje od onoga §to
zelimo da pokazemo, a za alternativnu hipotezu H;i zZeljeno tvrdenje, opasnije je napraviti gresku prve vrste. Naime, u
tom sluc¢aju je opasnije odbaciti hipotezu Hy iako je ta¢na, jer se u tom sluc¢aju prihvata tvrdenje koje nije tacno.
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za srednju vrednost se dobija:
) ) Kako sve grupe merenja predstavljaju rezultat merenja iste fizicke

L p(r)? velic¢ine, i kako se radi o dovoljno velikom broju merenja u svakoj
S@)? L od grupa, moze se smatrati da su standardne devijacije og(z;)
X = J:i—] svih grupa jednake, tj: op(z1) = og(xs) = ... = op(z,). Uz
Z o E(ij)2 ovu pretpostavku izraz za srednju vrednost pojedina¢nih srednjih
= S(z;)? vrednosti se svodi na izraz:
1
n .
1 T wj = 5(@5)” = N , w; se naziva statisticka
S(@;)?™’ - 3 1 3 N tezina
— 4O o ‘ .
= jnil = ijxj S(z; Z ’
i =1 Jj=1

N
“n
&
e

i
I
.

Srednja vrednost predstavljena ovim izrazom se naziva
otezana srednja vrednost.

Za izrazavanje rezultata merenja, pored srednje vrednosti potrebno je odrediti i mernu nesigurnost,
tj. gresku ovako dobijenih merenja. Merna nesigurnost se ¢esto naziva i interna greska otezane
srednje vrednosti S;,;. Interna greska se moze odrediti kao otezana srednja vrednost gresaka pojedinih
grupa merenja, tj. kao:

— 1
Sz, =8(X ij (z5) )2 odakle se dobija: Sint = S(X) =
Slicno internoj gresci, moze se odrediti i interna stan- n
dardna devijacija kao otezana srednja vrednost standard- o %mt =05 = Z wjo(x j)2.
nih devijacija pojednih grupa merenja: j=1

Veza izmedu interne greske i interne standardne devijacije je data izrazom:

ZTL:“’J‘UE(%)2 . ,
””_Z“’] o Zl R = (oM ) =

Najvaznije osobine ovako dobijenih srednjih vrednosti pojedina¢nih srednjih vrednosti X, interne
greske srednje vrednosti S;,¢ 1 interne standardne devijacije o gint za grupe merenja razli¢itih obima,
su:

1) Srednja vrednost je privuéena rezultatu najveée tezine, tj. najvedéi uticaj u odredivanju srednje
vrednosti ima najta¢nije odredena srednja vrednost

2) Interna greska srednje vrednosti je manja od najmanje pojedinacne greske, dok je interna stan-
dardna devijacija manja od najmanje pojedina¢ne standardne devijacije.

Interna greska opisuje odnos pojedinih vrednosti, tj. daje unapred interval unutar koga bi na nekom
nivou poverenja trabalo da se nalaze pojedine srednje vrednosti, pa se zato ova greska zove i greska
a priori. Rezultat ovakvih ponovljenih merenja se izrazava u obliku X + kS;,,;, gde k oznacava nivo
poverenja.

U slucaju da su ponovljene grupe merenja istog obima, otezana vrednost se svodi na aritmeticku
srednju vrednost a interna greska se svodi na racunanje aritmeticke srednje vrednosti pojedina¢nih
greSaka merenja, Sto se ustvari svodi na rac¢unanje ukupnog odstupanja pojedinih srednjih vrednosti
od ukupne srednje vrednosti svih merenja, kao $to je i prikazano u odeljku 3.1.

Da bi se rezultat ovakvih ponovljenih merenja mogao izraziti u obliku X + S;,; najpre je potrebno
ispitati konzistentnost merenja.
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6.2.2 Konzistencija dve grupe merenja

Da bi se za dve grupe merenja razli¢itih obima, koje podlezu Gausovoj raspodeli:
OEzx

r1,22,...,Lp = I, OEz; S(f):

B

OFEy

Y Y2, Um = U Omy; S(T) =

3

moglo reéi da su konzistentna (saglasna, tj. da se mogu uporedivati), potrebno je ispitati konzistenciju
standardnih devijacija i srednjih vrednosti.

Konzistencija standardnih devijacija dve grupe merenja

Za ispitivanje konzistencije standardnih devijacija dve grupe merenja razli¢itih obima koje podlezu
Gausovoj raspodeli moze se koristiti F' — test. Ovim testom se vrsi ispitivanje jednakosti standardnih
devijacija 0, i 0,. Ovaj test zasniva se na sledeem:

R o? 02 Xz —z\° X2, o2
2 =\2 T 2 T n— FEx
Ex n—lz( ) O'% Ez n—1 -« ( o ) n—1 O'%
=1 i=1
2 2
Xn—1 O-Ew
2 . e . i
.. — o tada statistika Fj ima FiSerovu raspodelu san—1
Kako vazi: n2 1 _ F, = 5— = Fo; . -0 P
Xm—1 Oy i m — 1 stepeni slobode.
_ 2
m 1 Uy

Neka je polazna hipoteza ¢, = o, odnosno o, /o, = 1. Pri racunanju se uvek uzima takav odnos, da
je eksperimentalna standardna devijacija uzorka veceg obima uvek u brojiocu statistike Fj.

Tada dvostruki interval poverenja za fj, realizovanu vrednost statistike Fp, iznosi:

2 2
050
P(fn—l m—1;152 < fO < fn—l m—l'HTp> =P fn—l m—1;152 < 23Ij ; < n—1,m—1;42 | =P
, ; , ; , ; UEy/Uy , ;1

2 2
Ol = Ly /Ty iznosi: )
2 2 27,2 :
Oy / o, ox/ oy,

odakle iz

b0/ Ty

o < ——= < = p.
P (fn—17m—1;12p = 03/05 = fn—l,m—l;pg”> p

1

fnfl,mfl;k—p = ’ ' '
2 fm—Ln—l;H%’ fn—l;m—l;% fn-l;m-l;% X

p

Kako vazi:

Slika 6.2. Dvostruki interval poverenja
za, ispitivanje konzistencije standardnih
devijacija dve grupe merenja.

2 2 2 2
UEI_ 1 <&<0-Ex_ 1 _JE:n.f
2 =92 = 32 ) m—1,n—1;1E2
Y

UEy fmfl,nfl;# g UEy fnfl,mfl;lpr gEy

to je interval poverenja za konzistenciju standardnih devi-
jacija o, 1 0y, tj. za odnos 0, /0, na nivou poverenja p%:

Posto je polazna hipoteza o, /0, = 1, i ako je jedinica unutar ovog intervala (Srafirana oblast na slici
6.2), polazna hipoteza o jednakosti standardnih devijacija se prihvata.

Koeficijenti f

n—1,m—1; 152 if1 n—1;te S€ ¢itaju iz tabela za Fiserovu raspodelu (vidi tabelu F na
strani 189).



6.2. Ispitivanje konzistentnosti rezultata merenja 141

Konzistencija srednjih vrednosti dve grupe merenja

Za ispitivanje konzistencije (slaganja) matematic¢kih o¢ekivanja p, 1 p,, dve grupe merenja razli¢itih
obima m i n koje podlezu normalnoj raspodeli: Z; 0gy; S(T) = 0pa/v/n 1 7; 0gy; S@) = opy/vVm,
ako su matematicka ocekivanja uzorka p, i p, nepoznate, a standardne devijacije jednake i nepoznate
koristi se statistika:

i‘_g_(/féw_:uy)
1 1

n m

to = koja ima studentovu raspodelu ¢, 42,

2
O-Ez, Ey

pri ¢emu je standardna devijacija 0gz, gy

A0

oblika:
(n—1)0%_ + (m —1)o%
0_2 _ Ex Ey
Bz, By n+m—2
PN
Neka je nulta hipoteza Hy jednakost 2 2 t
matematickih ocekivanja uzoraka, p, = T T
fiy- Nulta hipoteza Hy se prihvata nanivou  x_y.7. . .6, , % n % 0 X-7+ lyim, p2-Op ﬁl+%

poverenja p%, ako se nula nalazi unu-

tar dvostrukog intervala poverenja (unutar
Srafirane oblasti na slici 6.3.), koji je defin-
isan izrazom:

Slika 6.3. Dvostruki interval poverenja za ispitivanje
konzistencije srednjih vrednosti dve grupe merenja, za
slu¢aj malog obima uzorka.

o /1 1 - 11
(m_y_twm?;p/?‘ai“xﬂy n+m<ﬂm—uy=0<w—y+tn+mz;p/z'U%z,Ey\/n+m>

Koeficijenat ¢, m,—2;,/2 se Cita iz tabela za Studentovu raspodelu (vidi tabelu E na stranu 188).

Aproksimativni oblik za veliki obim uzorka

U slucaju velikog broja merenja za ispitivanje slaganja srednjih vrednosti koristi se sledeca aproksi-
macija. Pretpostavlja se da razlika matematickih oc¢ekivanja ove dve grupe merenja ima normalnu

Oz o
raspodelu oblika: N (um -y ——+ —= .

\/ﬁ vm
Tada sluc¢ajna promenljiva:

f_g_(,“z_:uy)

Z = - = ,
OB Ey
n m

X

ima priblizno normalnu raspodelu N'(0, 1)

Neka je sada nulta hipoteza Hy jednakost matematickih _ o G 0 _ 5. o

S 1: . : . mX-Y-Zyy\| By Ey X=Y+Zpr\[ By By
ocekivanja uzoraka, p, = p,. Nulta hipoteza se pri- P2\ T PPN T
hvata na nivou poverenja p%, ako se nula nalazi un-  Slika 6.4. Dvostruki interval poverenja
utar dvostrukog intervala poverenja, prikazanog na slici  za ispitivanje konzistencije srednjih
6.4 Srafiranom oblas¢u ispod Gausove krive. Granice vrednosti dve grupe merenja, u sluéaju
ove Srafirane oblasti, odnosno dvostrukog intervala pov-  velikog obima uzorka.
erenja su definisane izrazom:

2 2 2 2

o o Ok o o 9k
. ﬁ+7y<ﬂx_ﬂy:0<x_y+zp/2' ﬁ_i_iy

n n m

Jednostrani intervali poverenja se retko koriste, naprimer za ispitivanje o4 > op ili E(z) > E(y).

Koeficijenat z,/5 se ¢ita iz tabela za Gausovu raspodelu (vidi tabelu C na strani 184).
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6.2.3 Konzistencija vise grupa merenja

Prilikom ispitivanja konzistencije n grupa merenja:

Zi1, 212, .., 1N, =  T1; og(z1); S(@1) =

__ __ op(z2)
T21,X22,...,L2N. = T2, O'E(l‘g)' S(:ZZQ) =
) ) ) 2 k) 3 \/E

......... .

VN,

koje podlezu Gausovoj raspodeli, kao nulta hipoteza Hy uzima se tvrdenje da su matematicka oceki-
vanja n grupa merenja jednaka, odnosno:

Tnl, Ln2y---3TLnN, = Tn; O—E(mn); S(ﬁ):

Hy: [i=Tg=..=7fn

Kako se matematicko cekivanje ocenjuje srednjom vrednoscu, u cilju ispitivanja ispravnosti polazne
hipoteze H, potrebno je formirati statistiku od interne standardne devijacije ogin: (standardnih
devijacija za svaku pojedina¢nu grupu merenja), kao i standardne devijacije izmedu razlicitih grupa
merenja, tj. od odstupanja srednjih vrednosti Z; od ukupne srednje vrednosti X).

Standardna devijacija izmadu razlicitih grupa merenja se naziva Z w; (T — X)?
eksterna standardna devijacija ogey:: A

Koristeéi eksternu standardnu devijaciju moze se definisati i eksterna greska S..;, kao:

Eksterna greska uzima u obzir i medusobni odnos po-

zn: w; (T — X2 jedinih srednjih vrednosti, tj. rasturanje oko otezane

— srednje vrednosti, koja nastaje usled razli¢itih uti-

Sept = TBext _ 4| I=1 caja pri ponavljanju merenja, pa se zato zove jos i
vn " greska a posteriori.

Koristeéi internu standardnu devijaciju o g, 1 eksternu standardnu devijaciju o gey¢, moze se formirati
statistikas:

2 2
ULZM Xeat Posto sve izmerene vrednosti predstavljaju rezultat merenja iste
Fy = g =D 5 L fizicke veli¢ine, standardne devijacije mogu da se skrate, tako da
I Bint Xint se dobija:
o2 N-—-n
Fy = - _ nS?,, _ nS?,, koja ima Eiéeroyu rasp(.)delu sa T.L—l iN—n st.epeni slobode
0%ii  Owiny  NS2Z, (N ukupni broj merenja; n broj grupa merenja).

Statistika Fy predstavlja koliénik dve statistike: statistike x2,,/(n — 1) sa n — 1 stepeni sloboda i
x2,./(N —n) sa N — n stepeni slobode. Brojevi stepeni slobode za ove dve statistike se odreduju
tako §to se broj merenja smanjuje za broj nepoznatih parametara koje je potrebno odrediti da bi se
odredila statistika.

e Za odredivanje statistike 0 gint/Tint, Potrebno je najpre odrediti N; srednjih vrednosti Z;. Tako

da je broj stepeni slobode u tom slucaju 37| (N; —1) =337 N —n=N —n.

e Za odredivanje statistike 0pest/0czt, potrebno je odrediti ukupnu srednju vrednost X iz n
pojedinac¢nih srednjih vrednosti T;, pa je za ovu statistiku broj stepeni slobode n — 1

Nulta hipoteza Hy o jednakosti matematickih ocekivanja pojedinih grupa merenja se prihvata na
nivou poverenja p ako je za fy, tj. realizovanu vrednost statistike Fj, ispunjen uslov:

fO S fn—l,N—n;p7



6.2. Ispitivanje konzistentnosti rezultata merenja 143

pri ¢emu se vrednosti fn,—1,n_n;p Citaju iz tabele za Fiserovu raspodelu (vidi tabelu F na strani 189).

Ovo ustvari znaci da je hipoteza Hy ispunjena ako fjy,
koja ima FiSerovu raspodelu, upada u Srafiranu oblast
na slici 6.5, koja je ograniena vrednoséu fr—1 N—n:p- fx)
Ovaj test se u matematickoj statistici naziva analiza dis-
perzija.

U slucaju prihvatanja polazne hipoteze, tj. zakljucka
da su merenja u razli¢itim laboratorijama konzistentna,
ili da tokom viSe dana merenja u jednoj laboratoriji ne
postoji neki sistematski faktor, moze se izraziti ukupni
rezultat merenja u obliku 2 = X + S;,,;. U suprotnom,
treba izvrsiti testiranje svih merenja pojedinacno, tj. po
dve grupe merenja. Pa tek na osnovu toga se moze za-
kljuciti tokom koje od ovih grupa merenja deluje neki
sistematski faktor. Naravno, moze se zakljuciti da sis-
tematski faktor deluje neprestano. Tada treba ispitati
koji je to faktor koji uti¢e na merenja, pa ga pre nared-
nih merenja treba ukloniti.

fn-l,N—n;p X

Slika 6.5. Interval poverenja za ispitivanje
konzistencije vise grupa merenja.

6.2.4 Aproksimativni nacin ispitivanja konzistencije

Ovaj nacin ispitivanja konzistencije se upotrebljava u sluc¢aju kada se grupe od po N; merenja ne pon-
avljaju, ve¢ se raspolaze samo sa n merenja z;, sa greskama merenja Az, koje su najcesce sistematske
greske mernih uredaja. Ovo se Cesto dogada u praksi, recimo kada se zele uporediti rezultati svog
istrazivanja sa rezultatima drugih istrazivaca, iz pojedinih nau¢nih saopstenja. U najveéem broju
naucnih saopstenja se rezultati pisu u obliku Z + S(T), kaze se na kom nivou poverenja je citirana
greska i iz koliko merenja. Medutim, u velikom broju sluc¢ajeva ne moze se izvrsiti ponovljeno merenje,
pa se raspolaze samo sa jednim merenjem (ne moze se izazvati vestacki erupcija na Suncu, prolazak
neke komete pored Zemlje i slicno). U tom sluc¢aju se ne moze koristiti pomenuti F' test. Naime,
sluéajna promenjiva Fyy predstavlja odnos x2,,/(n—1) sa x2,,/(N —n). Tada je ukupan broj merenja
jednak broju grupa merenja N = n, a deljenje nulom nije definisano. Medutim, za ovo ispitivanje se
moze iskoristiti statistika:
OQEewt

Gk

xe=(n-1) koja ima x? raspodelu sa n — 1 stepenom slobode?.

Da bi se ova statistika mogla primeniti, potrebno je uvesti aprksimaciju da je S?,, = S2, odnosno da
je interna standardna devijacija o gins = 02 jednaka standardnoj devijaciji merene fizicke velicine 2.
Kao sto je ranije receno, ova greska je manja od svih pojedinih gresaka merenja, i odeduje interval
u kome treba da se nalaze pojedine srednje vrednosti, a interna standardna devijacija predstavlja
najbolju ocenu nepoznate standardne devijacije merene fizicke veli¢ine. Najcescée je ova aproksimacija
opravdana. Na taj nacin se dobija statistika:
2 2 2 no— )2

)L@;t :(n_l)@ _ (n_l)SEcmt _ ”n 12 (T — X)

2 2 —2
g OFint SEint S(z3)

Xg=(n-1
j=1

koja ima 2 raspodelu sa n — 1 stepenom slobode.

Iz izraza za eksternu i internu gresku je logi¢no ocekivati da je (T; — X)? ~ S(Tj)z, odnosno da je
S2 ./S? . ~ 1 jednak jedinici. Ukoliko ovaj odnos nije jednak, ili priblizan jedinici, to ukazuje da na
rastur pojedinacnih rezultata uticu neki dodatni prarametri, tj. moze se zakljuciti da rezultati nisu

konzistentni.

3Broj stepeni slobode je broj grupa merenja, tj. u ovom slu¢aju ukupan broj merenja, umanjen za broj nepoznatih
parametara raspodele koje je potrebno odrediti da bi se formirala zeljena statistika, a to je u ovom slu¢aju n — 1 stepeni
slobode.
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Zato se kao polazna hipoteza prilikom ispitivanja konzis-
tentnosti vise merenja razlic¢itih preciznosti, kao nulta
hipoteza Hy usvaja da je S2,, = S2,,. Kako do odstu-
panja od jedinice moze dod¢i i ako je vec¢a eksterna greska
(dobija se S2,,/S2,, > 1) i ako je interna greska veéa (do-
bija se S§2,,/52,, < 1), to je za testiranje ove hipoteze na-
jbolje koristiti dvostrani interval poverenja. Tada se po-
lazna hipoteza o jednakosti interne i eksterne greske prih-

2 _ 2 . . . . . .
vata (SZ,, = S7,;) na nivou poverenja p, ako je ispunjeno:

2 2 2
Xardge SX0 SN
Graficki predstavljeno, ovo odgovara situaciji kada realizo-

vana vrednost statistike x2 pripada srafiranoj oblasti na
slici 6.6.

Glava 6. Primena statistickih testova u fizici

fx)

2
B X
Xn 1; >

-

Xn-l;%p
Slika 6.6. Dvostruki interval poverenja
za aproksimativno ispitivanje konzis-
tencije viSe grupa merenja.

Nacesée se dobija da je eksterna greska veca od interne greske, pa se tada koristi jednostrani interval
poverenja. U tom slucaju se polazna hipoteza prihvata na nivou poverenja p ako je ispunjeno:

X6 < X210
Sto ustvari znaéi da realizovana vrednost statistike yZ pripada Srafiranoj oblasti na slici 6.7.

Koeficijenti Xi71‘1—7p7 X
H)

1 ge i X5y, se citaju iz

tabele za x? raspodelu koja je data na strani 186.

Napomena:

Kao s§to je ve¢ ranije receno, grupe merenja od po N;
merenja se najceSée ne ponavljaju, veé¢ raspolazemo
sa n merenja z;, sa greSkama merenja Ax;, koje su
najceSce sistematske greske mernih uredaja. U tom
slu¢aju se u gornjem x? testu umesto standardnih
greSaka merenja uzimaju pojedinacne greske merenja
Az;. Tada se statisticke tezine w; mogu shvatiti kao re-
cipro¢ne vrednosti kvadrata gresaka pojedinih merenja

wj = (1/Az;)/ (37, 1/ Axy).

U tom slu¢aju, otezana srednja vrednost X, interna S3,,

Jx)

2
Xn-1;p

Slika 6.7. Jednostruki interval poverenja
za aproksimativno ispitivanje konzistencije
viSe grupa merenja.

i eksterna greska S2,, se mogu prikazati u obliku:
1
= =1 2 2
T=) winj = o She= ) wiN = ———
— 1 — 1
- ! 2
A L4 N2
Jj=1 j=1 J
n n
)2 2
> wi(e; =X ) wl]
=1 i—1 . _
S2, =2 7 =1 ) , gde je: A? =x; —T.

Tada se za odnos eksterne i interne greske, tj. statistiku x2_;, dobija:

S2 n—1e= (2, —7)2 n—1= A
2 — -1 ext __ J — J
X1 = (n )Sfm n ; Az? n Z:: Az?’

odnosno da je jednaka sumi koli¢nika iz kvadrata odstupanja pojedinih vrednosti od srednje vrednosti

A? = z; — T i kvadrata greSaka pojedina¢nih merenja Aa:?.
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Zadaci

Neka je pomoc¢u dva razli¢ita instrumenta A i B merena neka fizicka veli¢ina, pri ¢emu su
standardne devijacije 0% i 0% nepoznate. Iz 10 merenja instrumentom A dobijena je vrednost za
eksperimentalnu standardnu devijaciju 0%, = 5.29 i iz 8 merenja instrumentom B vrednost 0% =
2.25. Proveriti da li su standardne devijacije oba merenja iste i odrediti interval u kome se nalazi
04/0op na nivou poverenja od 95%.

Resenje:

Rezultati merenja instrumentom A su: 0%, = 5.29, broj stepeni slobode ns =n —1 =09,

Rezultati merenja instrumentom B su: 0% 5 = 2.25 i broj stepeni slobode ms =m — 1 =7,

Odnos eksperimentalnih standardnih devijacija instrumenata A i B iznosi: 0%, /05 = 2.35

Posto je nivo poverenja p = 0.95 to je: (1 —p)/2 = 0.0251 (1 + p)/2 = 0.975, a slucajna veli¢ina

fo:7,0.975 = 4.823 je odredena iz tabele za Fiserovu raspodelu (Tabela F, strana 191). Kako vazi uslov
fo:7:0.975 = f7_;é;0.025 to je fr.9.0.975 = 4.197. Prema definiciji dvostruki interval poverenja je:

2 2 2 2 2
o 1 o o 1 o o

(;“ < g <A =4 fr o 0‘975> = (0.487 <4< 9.863)
OEB f9;, 7; 0.975 0B OB f9; 7; 0.025 oLp oR

Na taj nac¢in se dobija trazeni interval poverenja odnosa standardnih devijacija:

2
g
(0.5 < —‘24 < 9.9) na nivou poverenja od 95 % sa o4 iz 10 merenja i op iz 8 merenja.

9B
Odavde sledi da je 04 = o, jer je interval sirok zbog malog broja merenja. Na osnovu ovog moze se
zakljuciti, da su rezultati konzistentni, uredaji su iste ili priblizno iste tac¢nosti, nisu prisutne sistem-
atske greske, ili su prisutne u oba slucaja. Zato je potrebno znati klase ta¢nosti oba instrumenata da
bi mogao da se izvede odredeniji zakljucak.

Pri merenju elektromotorne sile galvanskog spoja Cu — Zn u dve serije merenja dobijene su
slede¢e eksperimentalne standardne devijacije: 0%, = 10.20 iz 11 merenja i 0%, = 2.05 iz 6 merenja.
Proveriti da li su standardne devijacije u oba merenja iste 01 = o9 i odrediti interval u kome se nalazi
01/09 na nivou poverenja od 90%.

Resenje:
Odnos standardnih devijacija prve i druge serije merenja iznosi: 0%1/0%2 = 4.976.

Broj stepeni slobode prve serije iznosi: ng =n — 1 = 10, a broj stepeni slobode druge serije merenja
je: mg =m —1=>5. Kako je nivo poverenja 90% to je (1—p)/2=10.051 (1+p)/2 = 0.95, a slucajna
veli¢ina f10,5.0.95 = 4.74 je odredena iz tabele za Fiserovu raspodelu (Tabela F, strana 192), dok je
f5:10;0.95 = 3.33. Sada je prema definiciji dvostruki interval poverenja jednak:

2
<UE1.1 <0
2 i

OF9 flo; 5; 0.95 g

=

2 2 2

o 1 o o

<= fs 0.95) = (1.05 <5< 16.57>
0go J10;5,005  Opo 03

NN

pa trazeni interval poverenja iznosi:

2
(1 < —; < 17)7 na nivou poverenja 90% za o1 iz 11 merenja i o5 iz 6 merenja.
03
Na osnovu dobijenog rezultata sledi da je o1 # o9 jer se jedan ne nalazi unutar intervala. Zatim sledi
i zakljucak da postoji neka sistematska greska, naprimer zbog promenljivih uslova merenja za obe
serije merenja.

Postoje dve kutije sa otpornicima od razli¢itih proizvodaca koje imaju obelezenu istu vrednost.
Iz prve kutije uzmu se 8, a iz druge 5 opornika i izmere njihove vrednosti. Dobijene vrednosi su date
u sledecoj tabeli:
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Broj otpornika 1 2 3 4 5 6 7 8
R4 (kQ) 86 80 74 6.8 82 56 74 92
Rp (k) 72 80 58 62 82 - - -

Proveriti da li ovi otpornci imaju iste standardne devijacije na nivou poverenja od 99% i odrediti
interval u kome se nalazi 04 /0p na istom nivou poverenja.

Resenje:

Za otpornike iz grupe A se dobija: Ry = 7.65 kQ i U%A = 1.25 k2, dok se za otpornike iz grupe
B dobija: Rp = 7.08 kQ i 025 = 2.03 kQ. Odnos eksperimentalnih standardnih devijacija iznosi
0% 4/0%5 = 0.62. Stepen slobode prve grupe otpornika ng = n — 1 = 7, a stepen slobode druge
grupe otpornika je ms = m — 1 = 4. Kako je nivo poverenja 99%, to je (1 — p)/2 = 0.005, a
(14 p)/2 = 0.995, pa je slucajna veli¢ina fr,4.0.005 = 21.622 (vidi Tabelu F na strani 189), pa je
fa.7,0.995 = 10.05. Trazeni interval poverenja tada iznosi:

2 1 2
<\/UEA = <TAc [%EA g . 0,995> - <0.170 <74 < 2.496)

2
OB f7; 4; 0.995 OB OmB OB

odnosno:

o
<0.2 < A < 2.5) kQ)  na nivou poverenja 99% za o4 iz 8 merenja i op iz 5 merenja.
OB

Posto se jednica nalazi unutar intervala, moze se zakljuciti da je o4 = op, na nivou poverenja 99%.

Dati su uzorci:

Uzorak x 44 44 56 46 47 38 58 53 49 35 46 30 41
Uzoraky 35 47 55 29 40 39 32 41 42 57 51 39 -

Naci dvostruki interval poverenja za razliku u, — pu, i proveriti jednakost p, = p, na nivou poverenja
95%.

Resenje:

Za uzorak x se dobija: T = 45.15 i 0%, = 63.97, a za uzorak y: § = 42.25 i U%y = 76.38.

Za ispitivanje konzistentnosti matamatickih oc¢ekivanja uzoraka koristi se statistika:

tg = Y tntm—2 koja ima Studentovu raspodelu sa n + m — 2 stepena slobode
o2\ wtm
2 2
. e s (n—=Doi+(m—1)oy
u kojoj standardna devijacija o3 , iznosi: Oy = Ep— = 69.91

Vrednost ta3,0.475 = 2.07 se ¢ita iz tablica za Studentovu raspodelu (Tabela D, strana 186). Razlika
matematickih oc¢ekivanja uzoraka iznosi:

1 1 1
_ ) o )
Pz =y =T =Y Etpgm—2-05 E+E=$—yit23;o,475'%7y o

Odavde sledi da je interval poverenja

o , 11 o , 11
T —Y — 23,0475 Og 4 ;-ﬁ-aS,uw—,uySI—y+t23;0.475'%,y E+E

odnosno:

(—4.02 < pgy — py <9.83)  na nivou poverenja 95% za p, iz 13 merenja i p, iz 12 merenja.
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Poredenjenem razlike srednjih vrednosti prve i druge grupe uzoraka T — 5 = 2.9 sa dobijenim inter-
valom, vidi se da se ova vrednost nalazi unutar intervala (—4.02 < p, — pyy < 9.83), pa je pug =~ py na
nivou poverenja 95%.

Prilikom ispitivanja dva signala, iz dva razli¢ita uredaja izvrSeno je po n = m = 10000 merenja,
pri ¢emu je dobijeno: = 2.11; 0%, =0.31 iy = 1.13; a%y = 0.29. Ispitati konzistentnost merenja i
odrediti interval poverenja za matematicka ocekivanja p, 1y, na nivou poverenja od 95%.

Resenje:

Za prvu grupu merenja signala srednja vrednost je T = 2.11 a standardno odstupanje je J%x =0.31,
dok je za drugu grupu srednja vrednost y = 1.13 i standardno odstupanje je O'2Ey =02 izn=m=
10000 merenja. Broj stepeni slobode je ny =n—1=m, =m — 1 ~ 10000 tako da je ny = mys — 0.
Odnos standardnih odstupanja iznosi:

0h2/ 0, = 0.31/0.29 = 1.068.

Kako je nivo poverenja 95%, to je (1 — p)/2 = 0.025 i (1 + p)/2 = 0.975, pa su slucajne veli¢ine
fooio00.975 = 1.0 1 foo:00; 0.025 = fo;;lm;0.975 = 1.0 (tabela F na strani 191). Kada je broj stepeni
slobode ns = ms; — oo tada slucajna veli¢ina ima vrednost 1.0 za svaku vrednost verovatnoce p.

Zbog toga se u ovom slucaju za ispitivanje slaganja ove dve grupe merenja koristi aproksimativni test
Ha = [y za veliki obim uzorka.

2
Razlik: dniih d e i = 7+ U%‘x UE?I
azlika srednjih vrednosti 1znosi: e =y =T — Y2y - n + m
2 2 2 2
.. ) o o Omy _  _ o )
a granice intervala poverenja su: T —Y— 20475 Bz 4 =Y ;X — Y+ 20.475 Bz 4 Y
n m m

2 o
Kako je 0%, /n = 3.1-107% i 0%, /m = 2.9-10~ tada je {| Z22 4+ 2% — 0,00775, a slucajna velicina
n m

Zp/2 = 20.475 = 1.96 (tabela C na strani 184). Granice intervala poverenja su (0.96481; 0.99519), pa
je:
(0.96481 < 1 — 1, < 0.99519)

Kako razlika srednjih vrednosti uzorka & — y = 0.98 pripada intervalu poverenja, tada sledi da je:
(0.965 < iz — py < 0.995)
na nivou poverenja od 95% sa 10000 merenja za iz i fiy.

Pored toga, kako interval poverenja ne obuhvata nulu, polazna hipoteza p, = p, se odbacuje , a
prihvata se hipoteza da je p; # 11, na nivou poverenja od 95% sa 10000 merenja za fiy 1 fiy.

Merenjem napona pomocu dva voltmetra iste klase tacnosti dobijene su sledeé¢e vrednosti:

Br. merenja 1 2 3 4 5 6 7 8
Vi (V) 28.0 272 282 262 252 - - -
Vo (V) 28.6 26.8 282 256 274 28.0 29.2 275

Proveriti da li su merenja pomoc¢u dva voltmetra iste klase tacnosti konzistentna i odrediti interval
poverenja u kome se nalazi o1 /09, kao i interval poverenja za p1 — o na nivou poverenja 90%.
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Resenje:

Za prvi voltmetar srednja vrednost merenih vrednosti napona ie V; = 26.96 V, a standardno odstu-
panje iznosi og; = 1.26V, dok za drugi voltmetar srednja vrednost je Vo = 27.66V i standardno
odstupanje je ogz = 1.12V. Odnos standardnih odstupanja iznosi 0%,/0%, = 0.790, a sluc¢ajna
veli¢ina je f7,4,0.95 = 6.094, odnosno f4;7,0.95 = 4.120 je odredena iz tabele za FiSerovu raspodelu
(tabela F na strani 192). Interval poverenja sada je:

2 2 2 2
o 1 o o o

(QE? <2< B2y 0,95> = (0.130 <2< 3.255)
op1 fr,4,005 T 07 T 0py o1

Kako odnos standardnih odstupanja pripada intervalu i sadrzi jedinicu, moze se zakljuciti sledi, da
je 02 = 02 na nivou poverenja 90% sa 8 merenja za o2 i 5 merenja za og;. Posle sredivanja interval
poverenja za o1 /09 jednak je:

g . . . . .
(2.8 > = > 0.6) na nivou poverenja 90% sa 5 merenja za og1 1 8 merenja za opo.
(o)

Za ispitivanje konzistencije srednjih vrednosti, kako je mali obim uzorka, koristi se Studentova raspodela
sa n + m — 2 stepeni slobode. Standardno odstupaje u ovom slucaju je:

2 (n—1)of + (m —1)o3
0p1,2 ntm—2
Razlika srednjih vrednosti iznosi Vi — Vo = —0.7. Slucajna velic¢ina tn+m—2;045 = t11;0,45 = 1.80

odredena je iz tablica (tabela E, strana 188). Razlika srednjih vrednosti u ovom slucaju je:

— 1 1 —
pr— p2=Vy _V2itn+m72'o'%;1,2\/g o= Vi—Vyttinous 0o

Odavde sledi da je interval poverenja

_ _ 1 1 — — 1 1
<V1 -V —t11;0.45'0%172\/ -~ + p— Vi—=Va+tit095 '0%172\/ - + m)

odnosno:

1
m

+

S

(=1.9; 0.5) = (—1.9 < 1 — p2 < 0.5) na nivou poverenja 95% za p; iz 5 merenja i 1o iz 8 merenja.

Poredenjenem razlike srednjih vrednosti prve i druge grupe merenja p — po utvrdeno je, da se nalazi
unutar intervala (—1.9 < 1 — po < 0.5), pa je p; = po na nivou poverenja 90%.

Za potrebe nekog eksperimenta napravljena su dva Santa za smanjenje napona. Naponi na
njihovim ulazima i izlazima za prvu grupu merenja su:

Br. merenja 1 2 3 4 5 6 7
Vi (V) 10 20 40 60 8 100 112
Visa (V) 048 094 189 283 378 4.73 526

a za drugu grupu merenja su:

Br. merenja 1 2 3 4 5 6 7
Viz (V) 10 20 40 60 8 100 112
Vi.o (V) 046 092 184 275 387 459 512

a) Izra¢unati srednji nivo pretvaranja oba pretvaraca i izraziti rezultate u obliku u kome figurise
greska merenja na nivou poverenja 95%.

b) Odrediti granice unutar kojih se nalaze greske merenja za oba pretvaraca na nivou poverenja 95%.
c) Proveriti da li su merenja nivoa pretvaraca konzistentna, tj. proveriti da li je 0% = 03 i i1 — 2 =0
i izraziti intervale u kojima se nalaze 03 /03 i p11 — g2 na nivou poverenja 95%.
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Resenje:
U,
a) Neka je nivo pretvaranja definisan u obliku k = —=.
ul
Za prvu grupu merenja nivo pretvaranja iznosi: Za drugu grupu merenja nivo pretvaranja iznosi:
Br. mer. Uull Uizl kl Br. mer. Uull Uizl kl

10 0.46 0.0460
20  0.92 0.0460
40  1.84 0.0460
60  2.75 0.0458
80  3.67 0.0459
100 4.59 0.0459
112 5.12  0.0459

10 0.48 0.0480
20 0.94 0.0470
40  1.89 0.0423
60 2.83 0.0472
80  3.78 0.0473
100 4.78 0.0473
112 5.26 0.0470

N O UL W N
N O ULk W=

Za prvu grupu merenja srednja vrednost nivoa pretvaranja je k; = 0.0473, standardno odstupanje
iznosi g1 = 0.0003367, tako da je ogi/y/n = 0.000127. Slucajna velicina iznosi tg 0475 = 2.45

(tabela E na strani 188) pa je slucajna greska ts,0.475 - U—j,l = 0.000311.
n

Sada se rezultat merenja srednje vrednosti niova pretvanja moze izraziti u obliku:

ko1 = (0.0473 + 0.0003)

sa standardnom greskom iz 7 merenja na nivou poverenja 95%.

Sli¢no, za drugu grupu merenja srednja vrednost nivoa pretvaranja je ky = 0.0459, standardno odstu-
panje iznosi o g2 = 0.0001155, tako da je og2/y/n = 0.0000436. Slucajna veli¢ina iznosi te, g.475 = 2.45

pa je slucajna greska te; o475 - % = 0.000107.
n
Rezultat merenja srednje vrednosti niova pretvaranja u ovom sluc¢aju moze se izraziti u obliku:

ko2 = (0.0459 + 0.0001)
sa standardnom greskom iz 7 merenja na nivou poverenja 95%.

b) Za nivo poverenja od 95% je (1+p)/2 = (1+0.95)/2 =0.975,i (1 —p)/2 =(1—0.95)/2 = 0.025,
a slutajne velicine X3, g75 = 14.45 1 X§.¢.025 = 1.237 su odredene iz tablica za y*-raspodelu (tabela
D na strani 186).

Za prvu grupu merenja, prema definiciji granice poverenja su:
n—1 n—1
op1 -] —5—— =0.000217 iop;-,/—5—— = 0.000742.
X6;0.975 X6;0.025

Na osnovu dobijenih rezultata interval poverenja je:

(0.0002 < 07 <0.0007)  na nivou poverenja 95% iz 7 merenja.

Interval poverenja standardne greske je:

(0.00008 < 7L < 0.00028) na nivou poverenja 95% iz 7 merenja.

VT

Za drugu grupu merenja, prema definiciji granice poverenja su:

—1 —1
S —0.000744 oy || ——— = 0.000254.
X6;0.975 X6;0.025

OE2 "

Na osnovu dobijenih rezultata interval poverenja je:

(0.00007 < 09 < 0.00025)  na nivou poverenja 95% iz 7 merenja.
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Interval poverenja standardne greske je:

<0.00003 < % < 0.00010> na nivou poverenja 95% iz 7 merenja.

¢) Odnos standardnih odstupanja jednak je 0%, /0%, = 8.498 dok je slu¢ajna veli¢ina fs.6.0.975 = 5.82,
odnosno fs,6;0.025 = 5.8271 =0.1718 (vidi tabelu F na strani 191). Interval poverenja sada je:

2 1 2 2 2
<02El 00— < (% < % - fo: 6 0.975> = <1-4601 < (% < 49'4584)
0pa Joi 6005 T 03 T 0y 5

na nivou poverenja 95% iz 7 merenja za o1 i 03. Kako jedinica ne pripada ovom intervalu poverenja
to sledi da je o7 # 02 na nivou poverenja 95% iz 7 merenja za o1 i 0.

Za ispitivanje srednje vrednosti, kako je mali obim uzorka, koristi se Studentova raspodela sa n+m—2
stepeni slobode. Standardno odstupanje u ovom slucaju je:

2 (n—1)of + (m — 1)o3

0%, = pa— = 0.000226

Razlika srednjih vrednosti iznosi k1 — ko = 0.0014. Slu¢ajna veli¢ina t,,4ym—2;0.475 = t12;0.475 = 2.18
odredena je iz tablica (tabela E na strani 188). Razlika srednjih vrednosti u ovom slucaju je:

- - 1 1 - - 1 1
pr — piz = k1 — ko £ tuym-2- 051 21/ —t—= ki — ko & t1o,0475 - 0%y o ol i

Odavde sledi da je interval poverenja

_ _ 1 1 _ _ 1 1
<7€1 — ko — tnrm—2,0.475 'U%ELQ\/ -~ + poog k1 — ko + tntm—2;0.475 '0'2E1}2\/ - + m)

Ovaj izraz vazi samo kada je 0g1 = 0g2, & u ovom slu¢aju se ne moze primeniti jer je og1 # oga.
Medutim, ako zamenimo dobijene vrednosti dobija se:

(—0.0161; 0.0190) = (—0.0161 < py — u2 < 0.019)

na nivou poverenja 95% za pq iz 7 merenja i uo iz 7 merenja. Poredenjem razlike srednjih vrednosti
prve i druge grupe merenja 1 — e utvrdeno je, da se nalazi unutar intervala (—0.0161 < pug — pg <
0.0197), pa je w3 = po na nivou poverenja 95%, ali ovaj zakljucak nije opravdan, jer je o1 = ogo
i ne moze se koristiti prethodni izraz. Na osnovu toga izvodi se zaklju¢ak da je p; # po na nivou
poverenja 95% za py iz 7 merenja i uo iz 7 merenja.

Najtacnija merenja brzine svetlosti do 1965. godine bila su:

Tme istrazivaca godina ¢ (m/s) S (m/s)
Bergstrand 1951. 299793.1 0.3
Froome 1954. 299793.0 0.3
Bergstrand 1957.  299792.85 0.16
Froome 1958.  299792.50 0.10

Ispitati konzistentnost ovih merenja na nivou poverenja 95%.
Resenje:

Srednja vrednost brzine svetlosti dobijene na osnovu svih
merenja iznosi:

4
€= wic; =299792.66 m/s
1=1

1
o . .. Lo . . S(T7)?
Odgovarajuce statisticke tezine za pojedina merenja date izrazom: wj = —75——

1
2 S(wi)?

i=1
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na osnovu koga se dobijaju sledeée vrednosti: w; = wy = 0.0689; w3 = 0.2419; wo = 0.6203.

Merna nesigurnost ovako dobijene srednje vrednosti, tzv. oteZane srednje srednje vrednosti (tzv.
interna greska otezane srednje vrednosti) iznosi:

1 1

Sint = S(X) = -
+ = S(X) g VIII T 11.1+39+ 100
2 57

=0.0788 m/s

Za ispitivanje konzistentnosti ovako dobijenih grupa merenja potrebno je uporediti internu gresku sa
eksternom greskom, tj. sa odstupanjem pojedinih vrednosti merenja brzina svetlosti ¢; sa srednjom
vrednos$éu brzine svetlosti ¢. Eksterna greska ovih merenja iznosti:

4
Z ’UJZ'(CZ' — 6)2
i=1

= = 01071 m/s.

Semt =

Primenom aproksimativnog izraza za ispitivanje konzistentnosti merenja, dobija se:
S2
X = (n—1)—Et — 55418,
SEint
Uporedivanjem dobijene vrednosti za koeficijenat x§ sa vrednoséu x7 .95 = X3.0.05 = 7-815 (tabela
D na strani 186) moze se zakljuciti da su dobijena merenja konzistentna.

Merenjem neke fizicke veli¢ine 2 dobijena je vrednost: x; = 188.4(12).

Proveriti konzistentnost ovog merenja na nivou poverenja od 95% sa vrednostima sakupljenim iz
literature:

2o =186.1(13) x5 = 185.1(12) x5, = 187.0(13)  ao = 188.1(8) x5 = 184.8(13)
zr =186.3(20) x5 = 187.9(14)  x9 = 185.7(18) 10 = 183.6(13) a1, = 186.6(22)

Resenje:
Izmerene vrednosti x;, kao i vrednosti potrebne za izra¢unavanje ukupne srednje vrednosti i eksterne
i interne greske su prikazane u sledeéoj tabeli:

ZT; S(l‘,) 1/5(17,)2 Ww; Wiy W; (QSZ — f)2
188.4 1.2 0.69444  0.10532  19.84214 0.34335
186.1 1.3 0.59172  0.08974  16.70051 0.02194
185.1 1.2 0.69444  0.10532  19.49459 0.23521
187.0 1.3 0.59172  0.08974  16.78128 0.01476
188.1 0.8 1.5625  0.23697  44.57373 0.53715
184.8 1.3 0.59172  0.08974  16.58385 0.28896
186.3 2.0 0.25 0.03791  7.06355 0.00329
1879 14 0.5102  0.07738  14.53921 0.13189
185.7 1.8 0.30864 0.04681  8.69235 0.03745
183.6 1.3 0.59172  0.08974  16.47616 0.80466
186.6 2.2 0.20661  0.03133  5.84704  9.721-1077

6.59371 186.59443 2.41865

: — =
M:,_.Ofooo\]cncnu;coMH:

N
Il
-
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1
S EAE 12
Srednja vrednost merene fizicke veli¢ine iznosi: x= o ! T = Zwixi = 186.59443
=1 1 =1
= S@)?

Interna i eksterna greska ovih merenja iznose:

=0.3894 i Sext = —r = 0.4689.

Primenom aproksimativnog izraza za ispitivanje konzistentnosti merenja, dobija se:

SQ
X8 = (n — 1)< = 15.9500.
Eint

Uporedivanjem dobijene vrednosti za koeficijenat y2 sa vrednoséu X%71;0'95 = X%O;O_gs = 18.307 (vidi
tabelu D na strani 186) moze se zakljuciti da su dobijena merenja konzistentna.

Merenjem sastava neke mineralne vode za koncentraciju Bikarbonata HCOj3 u razlicitim la-
boratorijama, dobijene su sledeée vrednosti:
1 =120.1+£0.9 mg/l; ¢ =119.1+£1.3 mg/l; ¢3=129.1£0.8mg/l; ¢4 =120.5+0.9 mg/l;
¢5 =121.1+£0.9 mg/l; ¢ =120.8+0.7 mg/l; ¢ =119.5+£0.8 mg/l; ¢ =121.44+0.9 mg/l.
Proveriti konzistentnost dobijenih rezultata na nivou poverenja od 95%.

Resenje:
Izmerene vrednosti x;, kao i vrednosti potrebne za izracunavanje ukupne srednje vrednosti i eksterne
i interne greske su prikazane u sledecoj tabeli:

n T S(z;) 1/8(x4)? w; Wi T; wi(r; — )2

1 120.1 0.9 1.23457  0.11543 13.8626 0.30182

2 119.1 1.3 0.59172  0.05532  6.58888 0.3789

3 129.1 0.8 1.5625  0.14609  18.85962 7.96281

4 120.5 0.9 1.23457 0.11543  13.90877 0.17097

5 121.1 0.9 1.23457 0.11543  13.97803 0.04395

6 1208 0.7 2.04082  0.19081  23.04929 0.16046

7 119.5 0.8 1.5625  0.14609 17.4572 0.71806

8 121.4 0.9 1.23457 0.11543  14.01265 0.0116

)
Z 10.6958 121.71705 9.74857

i=1

1
S(@)? -
Srednja vrednost merene fizicke veli¢ine iznosi: T = Z Y = Zwixi = 121.50135
1

8
i=1 i=1
2 5(z)?

i=1
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Interna i eksterna greska ovih merenja iznose:

Z wz(xl — 5)2

i Sepr = %:1.1039.

Primenom aproksimativnog izraza za ispitivanje konzistentnosti merenja, dobija se:

S ¢ (mg/l)
X3 = (n—1)=Et = 91.2184. 130 1
Eint * —
: _ 128 - iy

Uporedivanjem dobijene vrednosti za koeficijenat y2 - Fext
sa vrednoséu X2 _1.095 = X3.0.05 = 14.067 moze se 126 1
zakljuciti da dobijena merenja nisu konzistentna. 124 1
Detaljnijom analizom se moze utvrditi koje od nave- R
denih merenja odstupaju od ostalih merenja. Jed- T +_ 1 _*_ ___1
nostavnom analizom eksperimentalnih rezultata koji 120 7 * } *_
su na grafiku prikazani tackama i pripadaju¢im 118 1
greskama, a ukupna srednja vrednost i ukupni opseg — T
greske (€ £ Seyt), moze se videti da treée merenje, o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

cs = 126.1 £ 0.8 mg/1; odstupa od ostalih merenja.

153

redni broj merenja

Ako se treée merenje izbaci, i za preostale vrednosti proverava konzistentnost merenja, potrebni medu
koraci za izracunavanje srednje vrednosti i eksterne i interne greske prikazani su u tabeli.

~
Il
—

U ovom slucaju se dobija:

Srednja vrednost merene fizicke veli¢ine:

n T S(z;) 1/8(x;)? w; Wi wi(z; — )2
1 120.1 0.9 1.23457 0.13517 16.23418 0.01694
2 119.1 1.3 0.59172  0.06479  7.71609 0.11877
3 120.5 0.9 1.23457  0.13517 16.28825 2.86024E-4
4 121.1 0.9 1.23457 0.13517 16.36935 0.05641
5 120.8 0.7 2.04082  0.22345  26.9925 0.02675
6 119.5 0.8 1.5625 0.17108 20.44373 0.1557
7 121.4 0.9 1.23457 0.13517  16.4099 0.12097
7
Z 9.1333 120.454 0.49583

7
T = Zwixi = 120.454

Interna i eksterna greska ovih merenja iznose:

Odgovarajuéi x3 koeficijenat iznosi:

= 0.33089 i

X

= (Tl - 1)S%ext/5%int = 3.8804.
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Uporedivanjem sa koeficijentom X%;o‘% = 12.592 130 1 ¢ (mg/l)

(tabela D na strani 186) moze se zakljuciti da su - =

ovi podaci konzistentni. Ovo se jasno moZe videti 128 1 e FiS

sa slede¢eg grafika, koji je prikazan na istoj skali 126 1 o
kao grafik sa izbaCenim merenjem. Medutim, ovaj

pristup nije u potpunosti ispravan. Analiza eksperi- 124 4

menta bi trebala biti detaljnija. Potrebno je uraditi 122 1

detaljnu analizu konzistentnosti FiSerovim testom. | ot __ L_ _; L __ _{ _
Kada se ustanovi odstupanje jednog od podataka 120 T -7 }' Tttt '}' -t
potrebno je pronadi i uzrok ovog odstupanja. Mogué

. . . . . . L. . 118 7

je izakljucak da svi ostali eksperimenti imaju sistem- -

atsku grasku. Najispravniji postupak je ponavljanje 0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9

svih eksperinata sa veéom paznjom. redni broj merenja

6.3 Testiranje raspodela

6.3.1 Pirsonov \? test

Ovim postupkom moguée je testirati model raspodele verovatnoée u odnosu na eksperimentalno do-
bijenu raspodelu. Najpre se vrednosti dobijene eksperimentim podele na klase (kao §to je radeno u
treé¢em delu - Glava 3). Na osnovu izraza:

gde je k - broj klasa, izracuna se ukupno odstupanje eksperimentalno dobijenih frekvencija f; od
teorijskih predvidenih f*. Ako je frekvencija po klasama f/* < 5, §to se Gesto desava u poéetnim i
krajnjim klasama, ove klase se uklju¢uju u susednu.

Da bi se ustanovilo da li se eksperimentalna i predlozena teorijska raspodela slazu, na nivou poverenja
p, odnosno sa verovatno¢om p, uvodi se broj Xiqu; » koji se ocitava iz tabele za x2-raspodelu (tabela
D na strani 186). Posto xZ ima x? raspodelu sa k — 1 — m stepeni slobode, teorijska raspodela se
prihvata sa nivoom poverenja p, ako je:

P (X(z) S Xiflfm;p> =p

gde je je m - broj nezavisnih parametara eksperimentalne raspodele koju odredujemo, p - nivo pove-
renja geometrijski Srafirana povrsina na slici 6.8.

U ovom slu¢aj se radi o jednostranom nivou poverenja. fix)
Najcesce se uzima da je p = 0.9; p = 0.95 ili p = 0.99.
Model se prihvata ako je gornja nejednakost ispunjena, tj.

ako je:
2 2
Xo < Xk—1—m;p P
na nivou poverenja p. Kada imamo raspodelu dobijenu 5
eksperimentalno, da bi mogli proceniti koja raspodela odgo- Xk-1-m: p *
vara, racuna se: aritmeticka sredina, procenjuje se stan-  Slika 6.8. Jednostrani nivo poverenja za
dardna devijacija, koeficijent asimetrije i spljostenosti. Pirsonov test.

Na osnovu ovih dobijenih vrednosti i oblika histograma moze se naslutiti koja raspodela najbolje
odgovara. Kvantitativna potvrda da li je pretpostavka odgovarajuca ili ne utvrduje se primenom
Pirsonovog x? testa.



6.3. Testiranje raspodela 155
Zadaci

Istovremeno se baca sedam novéica i registruje se broj pojavljivanja grba. U Tabeli su dati
dobijeni rezultati.

z; 0 1 2 3 4 ) 6 7
fi 12 78 270 456 386 252 69 13

gde je f; broj bacanja u kojima se javilo x; grbova. Koristeéi x? test proveriti saglasnost ovako dobi-
jenih podataka sa Binomnom raspodelom, na nivou poverenja 95%, ako je verovatnoéa pojavljivanja
grba p =1/2.

Resenje:
N—-n+1 p

B -1

Za Binomnu raspodelu vazi rekurzivna formulma: Bn(n,p) =

gde je p = 0.5 verovatnoca pojavljivanja grba. Primenom ove formule za Binomnu raspodelu dobuja
se B7(0; 0.5) = %(0.5)0 -(0.5)7 = 0.0078, a ostale izracunate vrednosti date su sledeéoj tabeli.

ih 2
Br. klase z;  f;  N=odl 5 pth fin Yot f;hfi)
1 0 12 - 1 0.0078  11.98 0.00003
2 1 78 7/1 1 0.0547  84.02 0.431
3 2 270 6/2 1 0.1641 252.06 1.277
4 3 456 5/3 1 0.2734 419.94 3.096
5 4 386 4/4 1 0.2734 419.94 2.743
6 5 252 3/5 1 0.1641  252.06 0.0001
7 6 69 2/6 1 0.0547  84.02 2.685
8 7 13 1/7 1 0.0078  11.98 0.087
8
> 1536 X2 =10.319
1
 (fih = f)?
Kako je x2 = ZT = 10.319 i kako je e
i=1 i i
X7 1005 = X2.095 = 14.04 (tabela D na strani 186), a |—o—uzorak
S 2 &2 : . 400 - —A— Binomna
sledi da je xg < X7.0.95, Pa se Binomna raspodela prih-
vata na nivou pove}enja 95%. raspodela
Najbolja provera slaganja uzorkovane raspodele i 300
teorijski dobijene raspodele, u ovom slucaju Bi- A
nomne raspodele, je njihovo vizuelno uporedivanje. 200
Tako vizuelno uporedivanje ne daje ocenu saglasnosti,
nije lofe uvek nakon izracunavanja x2 koeficijenta 1007
i uporedivanja sa vrednoScu X%; p nacrtati ove dve

raspodele, tj ova dva histograma ili poligona. Ovakvo cr- 0 T
tanje moze ukazati na neku gresku koja se moze naprav-
iti prilikom izracunavanja.

U jednakim vremenskim intervalima u tankom sloju rastvora zlata registrovan je broj cestica
zlata koje padaju u vidno polje mikroskopa. Rezultati su dati u tabeli

Br. cestica x; 0 1 2 3 4 5 6 7
fi 112 168 130 68 32 5 1 1

Ispitati saglasnost dobijenih rezultata sa Poasonovom raspodelom na nivou poverenja 95%.

Resenje:

Izracunate vrednosti date su u slede¢oj tabeli.



156 Glava 6. Primena statistickih testova u fizici

Br. klasa x=; f; i f; % pﬁh fith (f“;%hfl)"’
1 0 112 0 - 0214 11064 0.0167
2 1 168 168 1.544/1 0330 170.61  0.0399
3 2 130 260 1.544/2 0.255 131.84  0.0257
4 368 204 1544/3 0.131 67.73  0.0011
5 4 32 128 1544/4 0.051 2637  0.2020
6 5 5 25 1.544/5 0016 8.27 1.3720
7 6 1 6 1544/6 0.004 2.07
8 7 1 7  1.544/7 0.001  0.52
8

) 517 X2 = 2.657
1

Posto je vrednost klase f** < 5, smanjuje se broj klasa za dva, pa se poslednja tri ¢lana u koloni f;
sabiraju i njihov zbir je 7, a sabiraju se i poslednja tri ¢lana u koloni f** i njihov zbir je 10.86. Sad
je broj klasa jednak k —1 —m =8 —1 -2 —1 = 4, jer je umanjen za 2 zbog f** < 5, i umanjen je za
1 zbog izra¢unavanja z. Srednja vrednost jednaka je

8 fl 7
B z; zifi 798 —0— uzorak
=73 517 1.544 1 —A— Poasonova raspodela
150
> fi
i=1
paje A=z = 1.544. 100
Dalje sledi da je Xi—l—m; 0.05 = X421;0.95 = 949
(tabela D na strani 186). Na osnovu dobijenih vred- 50 |
nosti za x§ = 2.657 i x3.0.95 = 9.49 sledi:
Xa < xio.% eksperimentalna raspodela odgo- 0 I - Y
vara Poasonovoj raspodeli na nivou poverenja 95%. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 X;

Posmatra se radioaktivna supstanca u toku jednakih vremenskih interala od po 7.5 s. Registruje
se broj cestica koje padaju u broja¢ za svaki od ovih intervala. U donjoj tabeli su brojevi intervala
fi ukoje upadne x; Cestica.

z; 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
fi 57 203 383 525 532 408 273 139 45 27 16

Proveriti da li se ovako dobijena raspodela slaze sa Poasonovom raspodelom.

Resenje:
. . . ATy
Poasonova raspodela definisana je u obliku: Py(n) = —e
n!
. . A
Primenom rekurzivne formule za Poasonovu raspodelu: Py(n+1) = =Px(n),
n

~ 0.021 prorac¢unate su i sledece vrednosti, a njihove

0
pocev od vrednosti Py(0) = me*?"gm

vrednosti date su u sledeéoj tabeli.
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Br. klasa =z fi i fi % pih fih (fﬂ;%hf‘f
1 0 57 0 - 0.021  54.77 0.091
2 1 203 203 3.867/1 0.081 211.25 0.322
3 2 383 766 3.867/2 0.156 406.85 1.398
4 3 525 1575  3.867/3 0.202 526.82 0.006
5 4 532 2128 3.867/4 0.195 508.56 1.080
6 5 408 2040  3.867/5 0.151 393.81 0.511
7 6 273 1638  3.867/6 0.097 252.38 1.584
8 7 139 973 3.867/7 0.054 140.83 0.024
9 8 45 360 3.867/8 0.026 67.71 7.673
10 9 27 243 3.867/9 0.011 28.69 0.099
11 10 16 160  3.867/10 0.004 10.43 2.970
1
> 2608 10086 X2 = 15.738
1
11
_ , , i 2500 10086
Srednja vrednost jednaka je: T=A= T = 2608 — 3.867
> g
i=1
Slucajna veli¢ina iznosi: Kk
500 —O—uzora
X3 1—m 095 = Xoa:005 = 16.92 (tabela D na strani ¢— Poasonova
186). o ’ 400 1 raspodela
Na osnovu dobijenih vrednosti za x3 = 15.738 i 300 1
X5:0.05 = 16.92 sledi da je:
9 9 200 1
X0 < X4;0.951
d da cksperimental dela od 1007
odnosno, da eksperimentalna raspodela odgovara
Poasonovoj na nivou poverenja 95%. 0 \’—

012345678 910x

Merenjem mase nekog tela analitickom vagom viSe puta dobijene su sledece vrednosti:

Br. merenja x; 1 2 3 4 5 6 7
m (mg) 0-2 24 46 6-8 810 10-12 12-14
fi 5 10 20 30 15 14 6

Proveriti da li se ovako dobijena eksperimentalna raspodela slaze sa Gausovom na nivou poverenja
90%.

Resenje:

Proracunate vrednosti date su u sledecoj tabeli.

Br. Klase (mg) kimg) fi kifi Ak ARZfi ph g AT
1 0-2 1 5 5 -6.12 187.272 0.036 3.6 -
2 2-4 3 10 30 -4.12 169.744 0.108 10.8 0.025
3 4-6 5 20 100 -2.12 89.888 0.202 20.2 0.00198
4 6-8 7 30 210 -0.12 4.320 0.258 25.8 0.684
5 8-10 9 15 135 1.88 53.016 0.212 21.2 1.813
6 10-12 11 14 154 3.88 210.762 0.119 11.9 0.371
7 12-14 13 6 78 5.88 207.446 0.084 8.4 0.686
7

> 100 712 922.448 X(Q) = 3.581
1
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Prva klasa je manja od 5 i ona je spojena sa drugom klasom, a zbog toga je prva vrednost u poslednjoj
koloni za x3 = 0.025. Sada je broj stepeni slobode ny = (k—1)—1—-m = (7—1)—1-2 = 3.
Srednja vrednost merene mase je & = 7.12 mg, a standardno odstupanje iznosi o ~ 3.052 mg. Kako

su T = p i o parametri Gausove raspodele to je: N(u, o) = N(7.12; 3.052). Slucajna veli€ina ima

—7.12
oblik: z = L, a srednja vrednost p = 7.12 mg pada u klasu 6-8. Zavisnost slucajne veli¢ine

z(z) i vrednosti funkcije verovatnoée ®(z) date su slede¢oj tabeli.

T 0 2 4 6 8 10 12 14 15 16 -
z -2.333 -1.678 -1.022 -0.367 0.288 0.944 1.598 2.254 2.582  2.909 3.0
d(z) | 0.490 0.454 0.346 0.144 0.114 0.326 0.445 0.483 0.495 0.498 0.499

Na osnovu ovih vrednosti sada je:

P, = ®(2.333) — (1.678) = 0.036 Py = ®(1.678) — $(1.022) = 0.108
P3 = ©(1.022) — ©(0.367) = 0.202 Py = ®(0.367) — ©(0.288) = 0.258
P5 = $(0.944) — #(0.288) = 0.212 Ji
Ps = ®(1.598) — (0.944) = 0.119 30 - [ uzorak
—A— Gausova
P; = ®(3.0) — ®(1.598) = 0.084 25 1 /A\ raspodela
/T
Kako je broj stepeni slobode ns = 3 to je slucajna 20 1 A
veliéina X3, .99 = 6.251 (tabela D na strani 186). Na 15 ] /
osnovu dobijenih vrednosti za xZ = 3.581 i X%;o.go = A/ N
6.251 sledi da je: 10 1 van \
2 2 / N
X0 < X3;0.90 51 A
pa se moze zakljuciti da eksperimentalna raspodela 0 \A,r,_A_,_
odgovara Gausovoj na nivou poverenja 90%. 0 2 4 6 8 10 12 14 16 Xx;

Napomena: Prilikom crtanja Gausove raspodele ne koristi se celokupna kolona ffh. Naime, prilikom
izra¢unavanja vrednosti f/* za y2-test izvrseno je sazimanje klasa. Za sedmu klasu vrednost teorijske
frekvencije je izracunata kao: P; = ®(3.0) — ®(1.598) = 0.084. Medutim za crtanje raspodele, za
sedmu klasu frekvenciju je potrebno izracunati kao: f} = Pj - n, gde je: P; = ®(2.254) — ®(1.598) =
0.043, tako da se dobija: f7 = 0.043-100 = 4.3, (gde je n=100 ukupan broj merenja). Osma klasa se
dobija na osnovu izraza: f§ = Pj-n, gde je: Pi = ®(2.582) — ®(2.254) = 0.007, tako da se dobija:
f4=0.007-100 = 0.7. Za devetu klasu se dobija: Pj = ®(2.909) — ®(2.582) = 0.003, a odgovarajuca
frekvencija je: f§ = P§-n =0.003-100 = 0.3. Ovo ra¢unanje se ovde moze prekinuti.

Rezultati merenja debljine nekog predmeta dati su u sledecoj tabeli:

Ei(mm) 98.0 985 99.0 99.5 100.0 100.5 101.0 101.5 102.0 102.5
fi 21 47 87 158 181 201 142 97 41 25

Proveriti da li se ovako dobijena raspodela slaze sa Gausovom raspodelom na nivou poverenja 90%.

Resenje:

Prorac¢unate vrednosti eksperimentalne raspodele date su u sledecoj tabeli.
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Br. Klase (mm) ki(mm)  Jf; kifi Ak AR pit o UToAE
1 97759825 980 21 20580 2254 10669 000128 128 5.253
2 98259875 985 47  4620.5 -1.754 144596 0.00426  42.6 0.454
3 98.75-99.25  99.0 87  8613.0 -1.254 136.81  0.0920  92.0 0.272
4 99.25-99.75  99.5 158 157210 -0.754 89.83  0.1488 1488  0.569
5 99.75-100.25 1000 181 181000 -0.254 11.68  0.1949 1949  0.991
6  100.25-100.75 1005 201 202005 0.246  12.16  0.19146 19146  0.475
7 100.75-101.25 1010 142 143420  0.146  79.02  0.1499  149.9  0.416
8 1012510175 1015 97 98455 1246 15059  0.099  93.1 0.163
9 101.75-102.25 102.0 41 4182.0 1.746 124.99 0.0433 43.3 0.122
10 102.25-102.75 1025 25  2562.5 2246 12611  0.0212  22.1 0.381
10
> 1000 100254.0 082.476 2 = 9.097
1

Na osnovu prora¢unatih vrednosti srednja vrednost debljine predmeta je £ = 100.254 mm, standardno
x — 100.254

i vrednosti funkcije verovatnoée ®(z) date su sledeéoj tabeg:992
x - 97.25 97.75 9825 9875 99.25 99.75 100.25
z -4 -3.028  -2.524 -2.020 -1.516 -1.012 -0.508 -0.004
O(z) | 04999 0.4988 0.4943 0.4783 0.4357 0.3437 0.1949 0

z 100.75 101.25 101.75 102.25 102.75 103.25 -

z 0.5 1.004 1.508 2.012 2.515 3.020 4
O(z) | 0.19146 0.3413 0.4345 04778 0.4941 0.4987 0.4999

odstupanje o = 0.992 mm, pa je slucajna veli¢ina z = . Zavisnost slu¢ajne veli¢ine z(x)

Na osnovu ovih vrednosti sada je:

P, = &(4.000) — $(2.020) = 0.0216 = $(2.020) — ®(1.516) = 0.0426
P; = $(1.516) — ¢(1.012) = 0.0920 = ®$(1.012) — ®(0.508) = 0.1488
Ps = &(0.508) — ©(0.004) = 0.1949 Ps = ©(0.004) + ®(0.500) = 0.19146
P; = $(1.004) — ©(0.500) = 0.1499 Py = $(1.508) — ¢(1.004) = 0.0931
Py = ®(2.012) — ®(1.508) = 0.0433 Piy = ®(4.000) — $(2.012) = 0.0221
Kako je broj stepeni slobode ng = k—1—m = 10 — fl
1 —2 =7 to je slucajna veli¢ina x3., 99 = 12.02 (tabela 200 1 | uzorak
D na strani 186). Na osnovu dobijenih vrednosti za /:" —e- Gausova
2 .9 B . . raspodela
Xo = 9-097 i X7, .99 = 12.02 sledi da je: 150 | _.,Z .
X(2) < X%;o.go _K
pa se moze zakljuciti da eksperimentalna raspodela 100 -
odgovara Gausovoj raspodeli na nivou poverenja 90%.
50 1
Kao i u zadatku 6.14, prilikom crtanja Gausove
raspodele potrebno je izracunati dodatne teorijske Xi
frek o f10 F kaod f i f.: 0+l : e
rekvencije f{ 1 fi, kaoi fi, 1 fi;: 98 100 102 104

= ®(3.028) — $(2.524) = 0.00047  odgovarajuca frekvencija iznosi f} = P/ -n =4.7
P/ = ®(2.524) — ®(2.020) = 0.016  odgovarajuca frekvencija iznosi f| = P}’ -n =16
Pl = ®(2.515) — #(2.012) = 0.0163  odgovarajuca frekvencija iznosi f{, = P{y-n = 16.3
P, = ®(3.020) — ®(2.515) = 0.0046  odgovarajuca frekvencija iznosi f{; = P/l -n = 4.6
gde je: Pp =P+ P+ ...kaoi Pyo = Pj, + P{j, +
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Izmerene brzine elektrona iz snopa elektrona koji se koristi u eksperimentima rasejanja, date
su u sledecoj tabeli:

v(km/s) 0.78-0.92 0.92-1.06 1.06-1.20 1.20-1.34 1.34-1.48 1.48-1.62 1.62-1.76 1.761.90 1.90-2.04
fi 13 25 37 53 56 53 25 19 20

Proveriti da li se ovako dobijena eksperimentalna raspodela slaze sa Gausovom na nivou poverenja
90%.

Resenje:

Prorac¢unate vrednosti eksperimentalne raspodele date su u sladeéoj tabeli.

noov(an/s)  k(km/s) i kfe Ak ARRf ph g UEAE
1 0.78-0.92 0.85 13 11.05 -0.553 3.982 0.0461 13.8761 0.05531
2 0.92-1.06 0.99 25 2475 -0.413 4.274  0.0695 20.9195 0.79593
3  1.06-1.20 1.13 37  41.81 -0.273 2767 0.1250 37.6250 0.01038
4 1.20-1.34 1.27 53  67.31 -0.133 0.944 0.1709 51.4409 0.04725
5 1.34-1.48 1.41 56 78.96 -0.007 0.002 0.1935 58.2435 0.08642
6 1.48-1.62 1.55 53  82.15  0.147  1.138 0.1670 50.2670 0.14859
7 1.62-1.76 1.69 25 4225 0.287 2.052 0.1191 35.8491 3.28329
8 1.76-1.90 1.83 19 3477 0427  3.456  0.0648 19.5048 0.01306
9 1.90-2.04 1.97 20 3940 0.567 6.419 0.0413 12.4313 4.60814
9
> 301 42245 25.034 X2 = 9.04839
1
Srednja vrednost merene veli¢ine je z = 1.403 km/s, a standardno odstupanje o = 2.289 km/s.
—1.403
Slucajna veli¢ina ima oblik: z = JC()W Zavisnost slucajne veli¢ine z(z) i vrednosti funkcije

verovatnoée ®(z) date su u sledeéoj tabeli.

T 0.64 0.78 0.92 1.06 1.20 1.34
z -3.0 -2.640 -2.156 -1.671 -1.187 -0.702 -0.218
O(z) | 0.4986 0.4959 0.4846 0.4525 0.3830 0.2580 0.0871
T 1.48 1.62 1.76 1.90 2.04 2.18

z 0.266  0.751 1.235 1.720 2204  2.689 3.0
O(z) | 0.1064 0.2734 0.3925 0.4573 0.4861 0.4964 0.4986

Na osnovu ovih vrednosti sada je:

P, = $(3.000) — ®(1.671) = 0.0461 P, = ®(1.671) — ®(1.187) = 0.0695
$(1.187) — ©(0.702) = 0.1250 Py = (0.702) — ©(0.218) = 0.1709
= $(0.218) 4+ $(0.266) = 0.1935 Ps = ©(0.266) — ®(0.751) = 0.1670
= ©(0.751) — ®(1.235) = 0.1191 Py = ®(1.235) — ®(1.720) = 0.0648
= ®(1.720) — ©(3.000) = 0.0413
Kako je broj' step?n% slobo'(%fz N 2: k—1—m =9 — f, ) uzorak
1 —2 =6 to je slucajna veli¢ina Xg o 9o = 10.64 (tabela ¢ | —a— Gausova
D na strani 186). Na osnovu dobijenih vrednosti za 1&'5\7 raspodela
X5 = 9.04839 i X3 .90 = 10.64 sledi da je:
X% < X?j;o.go 40 1 n
pa se moze zakljuc¢iti da eksperimentalna raspodela \
odgovara Gausovoj na nivou poverenja 90%. 20 - [ ]
Kao i u zadacima 6.14 i 6.15, prilikom crtanja Gausove
raspodele potrebno je izracunati dodatne teorijske 0

frekvencije: 04 08 12 16 20 x
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Py = ®(2.640) — #(2.156) = 0.0113  odgovarajuca frekvencija iznosi f} = 3.4013
P} = ®(2.156) — ®(1.671) = 0.0321  odgovarajuca frekvencija iznosi f] = 9.6621
P} = ®(2.204) — O(

P, = ®(2.689) — (2.204) = 0.0103  odgovarajuca frekvencija iznosi f{; = 3.1003

$(1.720) = 0.0288  odgovarajuéa frekvencija iznosi f§ = 8.6688

Merenjem mase nekog predmeta, dobijene su vrdnosti koje su razvrstane u klase i date u
sled¢oj tabeli:

k;i(kg) 362 363 364 365 366 367 368 369
fi 2 8 11 10 & 6 3 2

Proveriti da 1i se dobijena raspodela slaze sa normalnom raspodelom na nivou poverenja 90%.

Resenje:

Proracunate vrednosti eksperimentalne raspodele date su u slade¢oj tabeli.

Klase m(kg) ki(kg) fi  kifi Ak AR pit o ULSAD
361.5-362.5 362 2 724 -3.08 18.97 0.0211 1.055 ’
3625-363.5 363 8 2004 -208 3461 01133 5665  0.24381
363.5-364.5 364 11 4004 -1.08 12.83 0866 9.333  0.20775
364.5-365.5 365 10 3650 -0.08 0.064 0.2241 11.205 0.12959
365.5-366.5 366 8 2028 092  6.27 01962 9.810  0.33396
366.5-367.5 367 6 2202 1.92 2212 0.1252  6.260 1.8582
367.5-368.5 368 3 1104 2.92 25.58 0.0576  2.880

368.5-360.5 369 2 738 392 3073 0.0251  1.255

Moo o o w0 | 3

50 18254 151.67 Y2 = 2.8633

Kako je f; < 5 prva klasa pridruzena je drugoj klasi, zatim sedma i osma klasa su pridruzene Sestoj
klasi. Sada je k =8 — 3 =5, pa je broj stepeni slobode ns=k—1—-m=5—-1—-2=2.

Srednja vrednost izmerenih vrednisti mase jednaka je T = 365.08kg, a standardno odstupanje je
x — 365.08

1.76
vrednosti funkcije verovatnoée ®(z) date su sledeéoj tabeli.

ocp = 1.76kg, pa je slucajna velicina jednaka z = Zavisnost slucajne velicine z(z) i

T 359.5 360.5 3615 3625 363.5 3645 365.5
z -4.000 -3.170 -2.602 -2.034 -1.466 -0.898 -0.330 0.239
O(z) | 0.4999 0.4992 0.4953 0.4788 0.4292 0.3159 0.1293 0.0948
x 366.5  367.5 367.5 368.5  369.5 370.5
z 0.807  1.375 1375 1943 2511 3.079  +4.000
O(z) | 0.2910 0.4162 0.4162 0.4738 0.4940 0.49897  0.4999

Na osnovu ovih vrednosti sada je:

Py = ©(4.000) — $(2.034) = 0.0211 P, = ®(1.466) — ®(0.898) = 0.1133
= $(0.898) — ©(0.330) = 0.1866 P, = ®(0.330) + ©(0.239) = 0.2241
= $(0.807) — ®(0.239) = 0.1962 Ps = ®(1.375) — ®(0.807) = 0.1252
P; = ©(1.943) — (1.375) = 0.0576 Pg = $(4.000) — $(1.943) = 0.0251

Kako je broj stepeni slobode ns = 2 to je slucajna veli¢ina Xz; 0.90 = 4.605.
Na osnovu dobijenih vrednosti za x§ = 2.8633 (tabela D na strani 186) i x3. .99 = 4.605 sledi da je:

2 2
Xo < X2;0.90
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na osnovu Cega se moze zakljuciti da eksperimentalna raspodela odgovara normalnoj (Gausovoj)

raspodeli na nivou poverenja 90%.

Kao i u zadacima 6.14, 6.15 i 6.16, prilikom crtanja
Gausove raspodele potrebno je izrac¢unati dodatne teo-
rijske frekvencije:

P’ = ®(3.170) — ®(2.602) = 0.0039
odgovarajuéa frekvencija iznosi f/; = 0.195
Pl = ®(2.602) — ®(2.034) = 0.825
odgovarajuca frekvencija iznosi f} = 0.825
P} = 9(2.034) — ®(1.466) = 0.0496

odgovarajuéa frekvencija iznosi f] = 2.48

fi

[ uzorak
12 ] —p— Gausova
- raspodela
ya\
;- i
4 -
"./> T T k T
360 364 368 X;

P = $(2.511) — (1.943) = 0.0202  odgovarajucéa frekvencija iznosi f§ = 1.01

Pj = ®(3.079) — ®(2.511) = 0.00497  odgovarajuca frekvencija iznosi f§ = 0.2485




Glava 7
Regresija i korelacija

U mnogobrojnim fizickim eksperimentima postoji veza izmedu fizickih veli¢ina, a jedan od najvaznijih
zadataka je nalazenje funkcionalne zavisnosti izmedu njih. Ta zavisnost moze biti ¢vrsta ili slaba. Ako
je medusobna zavisnost ¢vrsta tada vazi odredeni zakon, a medusobna zavisnost data je odredenom
funkcijom. U slucaju slabe medusobne zavisnosti ta zavisnost je statisticka ili stohasticka funkcija.
Ova statisticka zavisnost izrazava se regresijom i korelacijom.

U statistici se pod regresijom podrazumeva zavisnost jedne sluc¢ajne veli¢ine od druge ili viSe njih,
odnosno:

Y =f(X)+e,
gde je f(X) funkcija kojom je opisana zavisnost izmedu slu¢ajnih velicina X i Y, a € je slucajna
greska, odnosno slu¢ajna promenljiva koja prati Gausovu normalnu raspodelu N (0, o).
7.1 Korelacija izmedu dve grupe merenja

Neka su merene dve fizicke veli¢ine X 1Y i kao rezultat dobijene vrednosti

L1, L2,y Tn = Tn; OFEz
Y1,Y25- -, Yn = Zjnv OEy
1 n
Zavisnost ovih dveju veli¢ina izrazava se stepenom o Z(% — %) (Yi — Un)
korelacije izmedu njih o(z,y), pomoéu izraza: o(z,y) = i=1
OExz0Ey
Ovako definisana vrednost koeficijenta korelacije moze imati vednosti u intervalu:  —1 < o(z,y) < 1.

Zavisno od vrednosti koeficijenta korelacije slu¢ajne veli¢ine X i Y mogu biti slabije ili jace korelisane
(zavisne). Koeficijent korelacije ima sledeée osobine:

Il

1° Ako je o(z,y) 20, iy su nekorelisane.
2° Ako je o(z,y) >0, x iy su pozitivno korelisane.
3° Ako je o(z,y) <0, =« iy sunegativno korelisane.

4° Ako je o(z,y) = +£1, iy su linearno korelisane, odnosno postoji linearna zavisnost izmedu
slucajnih veli¢ina:

y=axb-x.

Zbog toga se koeficijent korelacije u primenama koristi kao mera linearne zavisnosti dve sluc¢ajne
velic¢ine.

163
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Slucajne velicine X i Y su nekorelisane samo ako su nezavisne. Obrnuto ne vazi. Ako su X i Y
nekorelisane, nisu obavezno nezavisne. Stepen korelacije se, prema tome, koristi kao provera zavisnosti
sluc¢ajnih velicina X i Y.

Primer: Naslici 7.1 pod (a) i (b) date su
merene vrednosti neke fizicke veli¢ine.
U oba slucaja vazi linearna zavisnost:

y=a+ bx.

Medutim u slucéaju (b) korelacija je >
bliza jedinici nego u slucaju pod (a),
pa je linearna zavisnost izrazenija u

slucaju (b).

X

(b)

Slika 7.1. Primer slabokorelisane linearne zavisnosti a) i
dobrokorelisane linearne zavisnoti bliske jedinici b).

7.2 Regresija
Neka su rezultati merenja fizicke veli¢ine Y zavisno od promenljive X parovi vrednosti:

(mlayl)v (x23y2)7 AR (znayn)

Potrebno je odrediti najpogodniji oblik funkcionalne zavisnosti merene fizicke veli¢ine. Pretpostavlja
se da pri merenju veli¢ine X nije napravljena nikakva greska, tako da se Y moze odrediti sa najveéom
tacnoséu. Dijagram koji prikazuje skup merenih tacaka (z;,y;), (i = 1,2,...,n) naziva se dijagram
rasturanja. Funkcije koja najpodobnije povezuje i opisuje obelezje merene fizicke veli¢ine Y zavisno
od parametara X naziva se regresionom krivom.

7.2.1 Linearna regresija

Ako je veza izmedu obelezja linearna tada se funkcija naziva linearnom regresijom. Ako linearna
regresija zavisi od jednog parametra naziva se jednostrukom linearnom regresijom, a ako zavisi od
viSe parametara naziva se visestrukom linearnom regresijom.

Neka su merene vrednosti parovi tacaka (x;,y;),

(i=1,2,...,n) opisane linearnom funkcijom oblika: yi=atbrite (i=12...,n)

gde su a i b odredeni brojevi, a € slucajna promenljiva sa kona¢nim matematickim ocekivanjem
E(g) = 0 i kona¢nim standardnim odstupanjem o(¢) = o, a koja prati Gausovu normalnu raspodelu

N(0,0).

Na osnovu eksperimentalnih vrednosti (x;,y;), (¢ = 1,2,...,n) potrebno je odrediti vrednosti a i b
pretpostavljene prave.

Uvodi se pomocna prava: yi=a+br;+e (i=1,2,...,n)
n
a greSka koja se pri tome ¢ini je: te =y, — ., ali tako da je: e — 0.
i=1
Najbolja vrednost ¥y, odreduje se prema metodi najmanjih n n
., . L _ "2 .
kvadrata, a bi¢e ona koja daje minimalnu sumu kvadrata Zei = Z(yl —y;)° — min
odstupanja: i=1 i=1

Prema metodi najmanjih kvadrata formira se pomoéna funkcija u obliku:

n n

Sab) =3 e = D (i~ )* = >y — o+ b))

i=1 =1

Vrednosti a 1 b nalaze se iz uslova da funkcija S(a,b) ima minimum, tj. iz uslova:
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BUD o3 = bl (-)=0 i D 93y (0t b () =0

=1

&
Il
-

Posle sredivanja dobija se sistem jednacina:

n n
n~a+b~in:Zyi
i=1 i=1
n n n
a~2xi+b-2m?:in~yi.
i=1 i=1 i=1

Resavanjem ovog sistema jednac¢ina dobijaju se trazene vrednosti a i b u obliku:

n
inyifn'fnyn 1 1
_ _ i=1 . _ .
a=Yn—bTn; b=—% gde je: Ty =— E T E Yi
2 72 n & n &
Zmi_n'mn =1 i=1
=1

Ukoliko se uvedu sledeée smene:

n

n n
2 =2 2 =2 2 =2
Ax:E T — T;)> E x? —n -T2 AI:E (z; — Z;) :E i —n-T
i=1 ‘ i=1
n
§ *331 7:171 § Ti Y —Nn-T-yY

Agy
A2

gde su A% i A2 zbirovi kvadrata odstupanja od srednje vrednosti dobija se: b = a =i — bz

Odavde se moze videti da odredena regresiona prava uvek prolazi kroz tacku (Z, ). Koristedi izraz

za koeficijent korelacije parametar b moze se napisati u obliku: b=o(x,y)  —2
x

Na ta]j nacin jednacina regresione prave se moze napisati u obliku: y=7+o(x,y)- %(m — )

xr
U opstem slucaju se ispituje zazavisnost y = a + bxr i * = ¢+ dy, jer su obe promenljive slucajne.
Zatim se vrsi analiza zavisno od ugla izmedu ovih pravih, a time se odreduje zavisnost sluc¢ajnih
velicina. Ako je o = +1 regresione prave se poklapaju, pa postoji potpuna linearna zavisnost izmedu
promenljivih z; i y;. Ako je o = 0 tada su jednacine regresionih pravih y = z i x = ¢ i one stoje
normalno jadna na drugoj. U ovom slu¢aju nema linearne zavisnosti izmedu z; i y;.

7.2.2 Konzistentnost rezultata merenja linearne zavisnosti

g
&

(w2}
Il

Ocenjene vrednosti parametara regresione prave mogu se izraziti u obliku: a =g — bZ;

Zbir kvadrata odstupanja y; od vrednosti na dobijenoj regresionoj pravoj je:

n n n

A% = Z(yi —a—bx;)? = Z(yi —§+bz —bx;)? = Z[yi — g —b(z; — ©)]?

i=1 i=1 =1

n n n

= Wi—9) =2 (2 — )y —§) + 1D (1 —2)> = A — 204, + b7 A2

=1 =1 1=1
= A2 - 26A2 + BPA2 = A7 — b°A2
Az g2 n—2

e e . . 2 2 2 2
Ocena standardne devijacije o je: oE=—5' 3 = o2 0B = g Xn—2= X0
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Na osnovu toga se konzistentnost nerenja, tj. sla- 5
ganje predlozenog modela regresione prave sa meren- + [
jima, moZe proveriti na nivou poverenja p %], x? -
testom, odnosno:

P(X% S X?L—Q;p) =P p

Vrednosti Xiﬁ;p se odreduju iz tablica za x?
raspodelu (tabela D na strani 186). Odavde sledi

»
»

2
da se za x3 < X7_,., model regresione prave prih- Xn-2;p X2,
vata na nivou poverenja p, ukoliko promenjiva upada
u Srafiranu oblast na slici 7.2. Slika 7.2. Primer jednostranog intervala

poverenja za proveru konzistentnosti rezul-

7.2.3 Polinomna regresija tata linearne zavisnosti.

U ovom slu¢aju pretpostavlja se polinomna zavisnost slu¢ajnih veli¢cina Y i X u obliku:
y=a+br+cz®+de*+---+¢

Postupak odredivanja koeficijenata polinomne regresije isti je kao i za linearnu regresiju prvog reda.
Na primer za polinom drugog reda koeficijenti su a, b i ¢. Ovi koeficijenti odreduju se metodom
najmanjih kvadrata. Formira se pomo¢na funkcija u obliku:

n

S(a,b,e) = [yi — (a+ bx; + ca?))?

i=1
Vrednosti koeficijenata a, b i ¢ odreduju se iz uslova da funkcija S(a, b, ¢) ima minimum, odnosno:

0S(a, b, c)
Oc

0S(a,b,c) 0S(a,b,c)
da ob

Odavde sledi sistem jednacina:

n n n
na—l—bei -‘rCZlE? = Zyi
i=1 i=1 i=1

n n n n
ain +mei2 +ch§’ = leyz

i=1 i=1 i=1 i=1

n n n n
aZx? —|—be§’ —I—chf = meyz

i=1 i=1 i=1 i=1

reSavanjem ovog sistema jednacina dobijaju se trazeni koeficijenti a, b i c.

7.2.4 Provera saglasnosti regresionog modela

U sluéaju da se y?-testom pokaZe da vise modela odgovaraju eksperimentalnim vrednostima (linearni,
paraboli¢ni ili neki drugi) kao kriterijum pri izboru modela koristi se indeks krivolinijske korelacije 7.

Neka je procenjena regresiona prava y = a+ bz. Zbir kvadrata odstupanja y; od procenjene vrednosti
na regresionoj pravoj (ili regresionoe krive) je:

A =A2-PA2 = AL=DPAL+A?

Za idealno ta¢an model je A? = 0 (e = 0) sledi da je A? - zbir kvadrata odstupanja usled slu¢ajne
greske, a IAJQAEJ - je objasnjeni deo zbira kvadrata ako bi model bio idealno ta¢an. Na osnovu prethodnih
jednacina indeks krivolinijske korelacije uzorka predstavlja odnos objasnjenog dela ISQA?C i Ai ukupnog
zbira kvadrata odstupanja y; od srednje vrednosti g; , odnosno:
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b2 A2 A2
r = A2 :1_P, OSTSl
y y

Ako je vrednost indeksa r bliska jedinici, onda to ukazuje na dobru saglasnost modela sa eksperi-
mentalnim podacima. Za linearnu regresiju ovaj indeks krivolinijske korelacije jednak je koeficijentu
korelacije, odnosno:

2
A2
r=|—"L| =@y
(%)

Ovaj model vazi i kada regresioni model nije prava linija. Model koji daje veée r, odnosno blize
jedinici je bolji.

Zadaci

Prava linija je povucena kroz tacke (z1,y1) i (z2,y2). Pokazati da je jednacina ove prave:

Y2—U
y—th=-"——(z—x1)
To — T
Resenje:
Jednacina prave u opstem obliku je: y=a+ bx.

Tada tacke (x1,y1) 1 (22,y2) leze na pravoj. Njihove vrednosti prema prethodnoj jednacini su:

y1=a+br1; y2=a+bry paje

. y A
y—y=>blz—x1), 1 y2—y1=0b(xz—11) (X, 1)
Y2 — U1 . .
= b= pra——— gde je b nagib prave. (Xl, yl) yzl_ e
Posle zamene vrednosti za b u prvu prethodnu jednac¢inu —X, - X,
dobija se jednacina trazene prave u obliku: >
Y2 — Y1 X x, X
y—pn=_——(z—m1)
To — X1

Izracunati stepen korelacije izmedu fizickih veli¢ina X i Y, za vrednosti = i y date u tabeli:

z: 1 1 2 4
y: 7 8 6 3

Resenje:
Zavisnost dveju fizickih veli¢ina data je stepenom korelacije:

ED BRSNS

OFE20Ey

o(z,y) =

Da bi se odredio stepen korelacije proracunate su vednosti Z, i, 0g, 1 0gy 1 ostali ¢lanovi prethodnog
izraza, kao u sledecoj tabeli:

n v xi—% (-2 y yi—y Wi—y)° (wi—3)(y—79)
1 1 -1 1 7 1 1 -1
2 1 -1 1 8 2 4 -2
3 2 0 0 6 0 0 0
4 4 2 4 3 -3 9 -6
S, 8 6 24 14 -9
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4
> T
1=1

4

Yi

Na osnovu vrednosti iz ove tabele dobijaju se srednje vrednosti: & =

i standardna odstupanja: og, =

4
> (@i — )2 =1.2225, i op, =
=1

—9-1/4
5t korelacije izmedu fizickih veliéi iy i i: =——>"—— =-0.982
a stepen korelacije izmedu fizickih veli¢ina x i y iznosi o(z,y) 1995 1871
Naci regresionu pravu koja najbolje opisuje zavisnost fizickih veli¢ina Y od X na osnovu vred-
nosti iz sledece tabele:
z: 1 1 2 4
y: 7 8 6 3

Resenje:
Neka je jednacina regresione prave oblika: Yy =a+br y
Da bi se odredili koeficijenti prave formira se sledeca tabela: 8
n r yl|ly=a+bx Yy = ax + bx?
1 1 7|7=a+b T=a +b 61
2 1 8| 8=a+d 8=a +0b
3 2 6|6=a+20 |12=2a+4b 4
4 4 3 |3=a+4b 12 = 4a + 16b
Yoy 24 =4a+8b | 39 = 8a + 22b 21
Odavde sledi slededi sistem jednacina: 0 : . : .
da+8b=24, a+22b=39 o 1 2 3 4 7
Resenja ovog sistema jednacina su: a =9 i b = —3/2, pa je jednacina regresione prave: y=9— -z

2
Dobijena prava prolazi kroz tacku (Z = 2,5 = 6).

Nacéi regresionu pravu koja najbolje opisuje zavisnost X od Y na osnovu merenih podataka iz
tabele:

xz 1 1 2 4
y: 7 8 6 3
Resenje:
Neka je jednacina regresione prave oblika: T =c+dy

Da bi se odredili koeficijenti prave formira se sledeca tabela:

1 A

n r y|lx=c+dy zy = cx + dy?

1 1 7|1l=c+7d 7="Tc+ 49d

2 1 8|l=c+8d 8 = 8c + 64d 6

3 2 6 |2=c+6d 12 = 6¢ + 36d

4 4 3 |4=c+3d 12 =3¢+ 9d 4

Z?:l 8 =4c+ 24d | 39 = 24c¢ + 158d 3

Odavde sledi sistem jednacina: 71 - Y= 9- zx

4e +24d =8, 24c+ 158d = 39 — x=15.84-0.64y
Resenja ovog sistema jednacina su: c=5.84id = —-0.64, 0 T T T T

pa je jednacina regresione prave: r = 5.84 — 0.64y
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Prava prolazi kroz tacku ( = 2,5 = 6). Ova regresiona prava x = 5.84 — 0.64y i regresiona prava iz
prethodnog zadatka y = 9 — 1.5z skoro se poklapaju (videti sliku), $to znaci da se eksperimentalni
podaci dobro opisuju pravom linijom.

Odrediti jedna¢inu prave ako su u sledecoj tabeli dati parovi vrednosti izmerenih rezultata:

x: 1 2 3 4 5
y: 2 3 7 7 11
Resenje:
Neka je jednacina regresione prave oblika: y=a+ bx

n n
n~a+b~2xi:2yi
i=1 i=1
n n n
a-in—l—b-Zx?:in'yi
i=1 i=1 i=1

Resavanjem ovog sistema jednacina dobijaju se trazene vrednosti koeficijenata a i b. Formira se
pomoéna tabela u obliku:

Da bi se odredili koeficijenti prave koristi se metod
najmanjih kvadrata, pa se dobija sistem jednacina:

yza—i—bgc :Eyzaa:—&-ll))acg Y o x=0423y+ 0462
2:CL+ 2:a+ 12_ . _ )
3=a+2b 6 =2a+4b y=22x-0.6 .

7T=a+3b 21 = 3a + 16b
T=a+4b 28 = 4a + 16b

w8
N N W

5 11| 11=a+5b | 55=5a+ 25b 81
Sy 30 =5a+ 15b | 112 = 15a + 55b
Odavde sledi slededi sistem jednacina: 4
5a + 150 = 30, 15a + 556 = 112
Resenja ovog sistema jednacina su: a = —0.6 1 b = 2.2, 7
pa je jednacina regresione prave: y = —0.6 + 2.2z 0 0 2 4 X

Slicnim postupkom dobijaju se i koeficijenti ¢ i d jednacine prave

x = ¢+ dy, Cije su vrednosti: ¢ = 0.462 i d = 0.423, pa je: = 0.462+0.423y

Obe jednacine: y = —0.6 + 2.2z i = 0.462 + 0.423y prolaze kroz tacku (z = 6,7 = 6).

Graficki su ove dve prave prikazane na sledecoj slici. Sa slike moze se videti da se ove dve prave skoro
poklapaju, tj da je ugao izmedu ovih pravih veoma mali pa se merene vrednosti veli¢ina mogu opisati
pravom linijom.

Prilikom 12 merenja visine o¢eva x i sinova y dobijene su sledeée vrednosti:

xz (em) 165 160 170 163 173 158 178 168 173 170 175 180
y (cm) 173 168 173 165 175 168 173 165 180 170 173 178

Odrediti jednac¢inu linearne zavisnosti visine oceva i sinova. Da li regresiona prava dobro opisuje ovu
zavisnost?

Resenje:
Neka je jednacina prve regresione prave oblika: y=a-+bx

Primenom metode najmanjih kvadrata dobija se sledeéi sistem jednacina:
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n n
n~a+b-2xi22yi
i=1 i=1
n n n
a-in—i—b-fo:Zmi-yi
i=1 i=1 i=1

Neka je sada jednacina druge regresione prave oblika: r=c+dy

Primenom metode najmanjih kvadrata dobija se drugi sistem jednacina po ci d:

n n
n'c+d~2yi:2xi
i=1 i=1
n n n
Y yitd Y Y=Y wicy
i=1 i=1 i=1

U cilju jednostavnijeg izraCunavanja vednosti koeficijenata a, b, ¢ i d formira se pomocna tabela u
obliku:

T Y x? Ty y? — — x=-5.12+1.016y

65 173 27225 28543 29929 ¥ | __ | 90940477 .
160 168 25600 26880 28224
170 173 28900 29410 29929
163 165 26569 26895 27225 1781
173 175 29929 30275 30625
158 168 24964 26544 28224
178 173 31684 30794 29929 1721
168 165 28224 27720 27225
173 180 29929 31140 32400

10 170 170 28900 28900 28900

11 175 173 30625 30275 29929

12 180 178 32400 32040 31684 |0 , , , , ,
ST, 2033 2061 344949 349418 354223 152 158 164 170 176 182 X

© 00 O U W3

166 1

Na osnovu ovih vrednosti iz predhodne tabele dobija se prvi sistem jednacina:
12a 4 2033b = 2061, 2033a + 334949b = 349418
¢ije je resenje a = 90.9 i b = 0.477, pa je jednacina prve regresione prave: y =909+ 0477z
Sliénim postupkom dobija se i drugi sistem jednacina:
12¢ 4 2061d = 2033, 2061c + 356223d = 349418
Cije je resenje ¢ = —5.12 1 d = 1.016, pa je jednacina prve regresione prave: r = —5.124 1.016y

Ove prave prikazane su gornjoj slici. Ugao izmednju ovih pravih je veéi nego u predhodnim zadacima,
Sto ukazuje na nesto slabiju linearnu zavisnost slucajnih veli¢ina X 1 Y.

Da bi se odredio koeficijent korelacije slucajnih velicina X i Y formira se sledeca tabela u obliku:
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n z y -z (@-2)° y-y§ (y-9° (@-3)(y—9
1 165 173 -4.42 19.536 1.25 1.563 -5.25
2 160 168  -9.42 88.736  -3.75  14.063 35.325
3 170 173 0.58 0.336 1.25 1.563 0.725
4 163 165  -6.42 41.216  -6.75  45.563 43.335
) 173 175 3.58 12.816 3.25 10.563 11.635
6 158 168 -11.42 130.416 -3.75  14.063 42.825
7 178 173 8.58 73.616 1.25 1.563 10.725
8 168 165  -1.42 2.016 -6.75  45.563 9.585
9 173 180 3.58 12.816 8.25 68.063 29.535
10 170 170 0.58 0.336 -1.75 3.063 -1.015
11 175 173 5.58 31.136 1.25 1.563 6.975
12 180 178  10.58 11.936 6.25 39.063 66.125
i, 2033 2061 524.912 246.256 250.250

Srednja vrednost visine oceva i sinova, respektivno iznosi: £ = 169.24 cm, § = 171.75 cm, a standardna
odstupanja iznose: o, = 6.614 cm i 0y = 4.530 cm. Na osnovu ovih vrednosti i vrednosti iz tabele
koeficijent korelacije iznosi:

3=

1(931‘ = Z)(Yi — Yn) B % - 250.250
TE20Ey T 6.614-4.530

K3

= 0.696

o(z,y) =

§to ukazuje na umerenu linearnu zavisnost sluc¢ajnih velicina X i Y, odnosno umerene linearne zavis-
nosti visina oceva i sinova.

Merenjem je dobijena rastvorljivost kiseonika r u vodi na temperaturi u opsegu od 8° C do
30° C:

t(°C) 8 13 16 21 24 28 30
T 5.62 5.01 4.70 4.25 4.00 3.71 3.58
(x10~2 masenih % )

Pod pretpostavkom da se ova zavisnost linearno menja, odrediti regresionu pravu koja najbolje opisuje
ovu promenu u posmatranom opsegu temperature

Resenje:
Neka je jednacina regresione prave oblika: y=a+bx
gde je x temperatura a y rastvorljivost kiseonika u vodi. Formira se pomoc¢na tabela u obliku:

T Y y=a+bx Yy = ax + bx?

8 5.62 5.62=a+8b 44.96 = 8a + 64b

13 5.01 5.0l =a+ 13D 65.13 = 13a + 1690
16 4.70 4.70 = a + 16D 75.20 = 16a + 2560
21 4.25 4.25 =a+21b 89.25 = 21a + 441b
24 4.00 4.00 = a + 24b 96.00 = 24a + 5760
28 3.71 3.71 =a+28b 103.88 = 28a + 784b
30 3.58 3.58 = a + 300 107.40 = 30a + 900b

1 30.87 = 7a + 14006 | 581.82 = 140a + 31900

ﬂtjz\lcnmukww»—s
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Na osnovu vrednosti iz tabele dobija se slede¢i sistem 6l ¥
jednacina:

Ta 4 1400 = 30.87
140a + 3190b = 581.82

— y=6.23+0.09x

Resenja ovog sistema jednacina su:
a=6.231b=—-0.09,
pa je jednacina regresione prave:

y = 6.23 — 0.09z

koja prolazi kroz tacku (z = 20, y = 4.40). 3 lb 2I0 3I0 X

Merenjem jacine struje I kroz neko kolo sa promenom temperature ¢(°C) dobijene su sledeée
vrednosti:

I(mA) 7.3 56 49 39 38 32 29
#(°C) 6 14 22 30 40 48 55

Pod pretpostavkom da je ova zavisnost linearna, odrediti jednac¢inu prave koja najbolje opisuje
promenu struje sa temperaturom.

Resenje:
Neka je jednacina regresione prave oblika: I=a+10t

gde je I jacina elektri¢ne struje u kolu, a t temperatura. Formira se pomo¢na tabela u obliku:

n t I I=a+0t t-I=at+ bt

1 6 7.3 73=a+6b 43.8 = 6a + 36b

2 14 5.6 5.6 =a+14b 78.4 = 14a + 196b

3 22 4.9 4.9 =a+22b 107.8 = 22a + 484b

4 30 3.5 3.9=a+30b 117.0 = 30a + 900b

5 40 3.8 3.8 =a+40b 152.0 = 40a + 16000

6 48 3.2 3.2=a+48b 153.6 = 48a + 2304b

7 55 2.9 2.9 =a+55b 159.5 = 55a + 30250

Yoy 31.6 = T7a+ 2150 | 812.1 = 215a + 8545b

Na osnovi prorac¢unatih vrednosti iz tabele sledi sistem 1(mA)
jednacina: ] — »=7.02+0.08x

Ta + 2156 = 31.6
215a + 8545b = 812.1

6
Resenja ovog sistema jednacina su:
a=17.0211b=—0.082, 4 1
pa je jednacina regresione prave:
2 4

I=7.02-0.08¢

koja prolazi kroz tacku (f = 30.71; I = 4.51). 0 20 40 t(°C)



7.2. Regresija 173

Odrediti regresionu pravu koja najbolje opisuje zavisnost linearne dimenzije predmeta [ (cm)
od temperature t(°C) za sledece vrednosti dobijene merenjem:

#(°C) 25 35 45 55 65
I(cm) 82.0 825 832 837 841

Resenje:
n

Primenom metode najmanjih kvadrata formiira se pomoéna funkcija:  S(a,b) = Z[l — (a+bt))?
i=1

Zatim se nalazi minimum ove funkcije S(a,b), nalazenjem parcijalnog izvoda po a i b, i izjednacava-
njem sa nulom dobija sistem jednacina u obliku:

n n
n~a—|—b-2ti:Zli
i=1 i=1
n n n
i=1 i=1 i=1

Vrednosti suma u ovom sistemu jednacina dobijaju se na osnovu slede¢e pomoéne tabele:

n t l t2 t-l [ (cm)
1 25 820 625 2050.0 _
2 35 825 1225 28875 g | T [78067+0054%
3 45  83.2 2025  3744.0
4 55 83.7 3025  4603.5
5 65 84.1 4225  5466.5 83
2?21 225 415.5 11125 18751.5
Na osnovu vrednosti iz tabele dobija se slededi sistem 82 |
jednacina:
5a 4+ 225b = 415.5 21
225a + 11125b = 18751.5 20 30 40 50 60 1(°C)

Resenja ovog sistema jednacina su: a = 80.67 i b = 0.054, pa je jednacina regresione prave:
[ = 80.67 4 0.054¢

koja prolazi kroz tacku (t = 45; [ = 83.1).

Merenjem otpornosti sa promenom temperature dobijaju se sledeé¢e vrednosti:

t(°C) 10 15 18 23 27
R(Q) 57 60 62 67 75

Pod pretpostavkom da je zavisnost otpornosti sa temperaturom linearna, nac¢i regresionu pravu koja
najbolje opisuje ovu zavisnost i prikazati je graficki.

Resenje:
Neka je jednacina regresione prave oblika: R=a+0bt

gde je R elektricna otpornost, a t temperatura. Formira se pomoé¢na tabela u obliku:
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n t R t? t- R Vrednosti koeficijenata prave a i b dati su u obliku:
1 10 57 100 570
= Air
2 15 60 225 900 a=R-bt; b=—"F
318 62 324 1116 A
4 23 67 529 1541 n n
5 2T 75 729 2025  gdesu: A= Z t;R; —ntR; A%= Z t2 — nt?
Yooy 93 321 1907 6152 i=1 i=1
Na osnovu ovih izraza i proracunatih vrednosti iz tabele tR(Q
dobija se: 801 R(Q)  _ R-4515+1.024
t=18.6°C; R=064.20 0
Aip =181.4; A? =177.2 70
pa se za vrednosti koeficijenata regresione prave dobija:
b=1.024; a=45.15 60 -
Pa je jednacina regresione prave oblika:
R=4515+1.024-¢ £ (°C)
_ _ 50 - : .
koja prolazi kroz tacku (¢ = 18.6; R = 64.2). 10 20 30

Merenjem otpornosti sa promenom temperature u opsegu od 60C do 40°C, dobijene su sledeée

vrednosti:

t(°C)
R(Q)

30 35

11

38 39 41

14

19 22
43 45

24 26 30 35 40
50 53 56

99 58

Ako se otpornost R menja linearno sa temperaturom ¢ u posmatranom opsegu temperature po zakonu
R = Ry(1+at), gde je Ry otpornost na 0°C i « temperaturni koeficijent promene otpornosti, koriste¢i
metod linearne regresije odrediti .

Resenje:

Jednacina regresione prave je oblika:

R=a+bt

Formira se pomo¢na tabela u obliku:

gde je R elektri¢na otpornost, a ¢t temperatura.

Vrednosti koeficijenata regresione prave a i b dati su u ob-

liku:

AYY:

= Az

n n
gde su: AtR:ZtiRi—NER; Af:th—an

Na osnovu prethodnih izraza i vrednosti iz tabele dobija se:

t=21°C;

Avp = 1084.84;

i=1

R =45.580Q

A7 = 1236

i=1

n t R t2 ‘R
1 6 30 36 180
2 8 35 64 280
3 11 38 121 418
4 14 39 196 546
5 17 41 289 697
6 19 43 361 817
7 22 45 484 990
8 24 50 576 1200
9 26 53 676 1378
10 30 56 900 1680
11 35 59 1225 2065
12 40 58 1600 2320
S, 252 547 6528 12571
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Na osnovu ovih vrednosti jedna¢iana regresione prave je oblika: R =27.17+ 0.88¢

Vrednosti koeficijenata regresione prave su: b=0.88; a=27.17

_ _ 70 {RE) — p= +
koja prolazi kroz tacku (¢ = 21; R = 45.58). R=27.17+0.881

Promena otpornosti sa promenom temperature data 60 -
regresionom pravom oblika:

R = Ro(1+ at) =27.17(1 + 0.032¢), 50 1
§to je ilustrovano na slici. Iz ovako dobijene zavis-
nosti se moze odrediti vrednost temperaturnog ko- 40 1
eficijenta otpornosti a kao vrednost nagiba linearne
zavisnosti, 30
a=0.032°C~1 .
0

Neka su date eksperimentalne tacke:
(0,0), (1,10), (2,25), (3,20), (4,30), (5,15), (6,40), (7,30)

Metodom polinomne regresije odrediti krivu drugog reda koja najbolje opisuje ove eksperimentalne
tacke.

Resenje:
Neka je jednacina parabole: y=azx?+br+c
Razlika izrac¢unatih i izmerenih vrednosti je: e=y—y=1y —ax’> —br+c

Formira se suma kvadrata greske:

n

ZE? = Z[yz — ax? — b.’I]Z — C]z == S(a7bac)
i=1

i=1

Prema metodi najmanjih kvadrata treba da je >, €2 — min, §to se dobija iz uslova:

0S(a,b,c) 05(a,b,c) 0S(a,b,c)

oa o oV
Odnosno:

dS(a,b,c) VT

94 =2 ;(yl ax; —bx; —c)(—x7) =0
8S(a,b,c)7 - . 2 L ) =
TfQE(ylfaxi —bx; —c)(—z;)) =0
9S(a,b,c) & R TRV

P =2 ;(yl ar; —bxr; —c)(—1)=0

Ove tri jednacine mogu se napiosati u obliku:

8

8 8 8

2 4 3 2 _
E ziyifag zz-fbg xifcg z; =0
i=1 i=1 i=1

i=1
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8 8 8 8
inyi — aZx? — beZQ — ‘/’in =0
i=1 i=1 i=1 i=1
8 8 8 8
Zyi —ame — bei — cz-l =0
i=1 i=1 i=1 i=1

Formira se tabela u obliku:

n iz Yi I? I? l‘;l TiYq SCZQyZ Y; — prave E;
1 0 0 0 0 0 0 0 2.500 -2.500
2 1 10 1 1 1 10 10 10.476 -0.476
3 2 25 4 8 16 50 100 17.142 7.858
4 3 20 9 27 81 60 180 22.498 -2.498
5 4 30 16 64 256 120 480 26.514 3.456
6 5 15 25 125 625 75 375 29.280 -14.280
7 6 40 36 216 1296 240 1440 30.706 9294
8 7 30 49 343 2401 210 1470 30.882 -8.22
Yoy 28 170 140 784 4676 765 4055 0.00
Sistem jednacina od tri nepoznate ima oblik: y
4676 - a + 784 - b+ 140 - ¢ = 4055 40 1, —0655 +8.631x+2500 O
784-a+140-b+ 28 - ¢ = 465 303
140 -a+28-b+8-c=170 ]
Resenje ovog sistema jednacina je: 20 A
a=0655 b=8631; c=25
10 A
Jednacina trazene parabole je: ]
y = 0.655 - 2 + 8.631 - & + 2.500. 0]
1 X
Trazena parabola je prikazana na slici punom L T S

linijom. 0 2 4 6 8
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Tabela A. Vrednosti Binomne raspodele

n | x P
010 | 020 | 0.30 | 040 | 050

2 [ 0 [ 0.8100 | 0.6400 | 0.4900 | 0.3600 | 0.2500
T [ 0.1800 | 0.3200 | 0.4200 | 0.4800 | 0.5000

2 | 0.0100 | 0.0400 | 0.0900 | 0.1600 | 0.2500
3 [0 [ 0.7290 | 0.5120 | 0.3430 | 0.2160 [ 0.1250
T [ 0.2430 | 0.3840 | 0.4410 | 0.4320 | 0.3750

2 [ 0.0270 | 0.0960 | 0.2222 | 0.2880 | 0.3750
3 | 0.0010 | 0.0080 | 0.0270 | 0.0640 | 0.1250
4]0 [ 0.6561 [ 0.4096 | 0.2401 | 0.1926 | 0.0625
1 [ 0.2916 | 0.4096 | 0.4116 | 0.3456 | 0.2500

2 | 0.0486 | 0.1536 | 0.2646 | 0.3456 | 0.3750
3 | 0.0036 | 0.0256 | 0.0756 | 0.1536 | 0.2500
4 | 0.0001 | 0.0016 | 0.0081 | 0.0256 | 0.0625
5 [ 0 [ 05905 | 0.3277 | 0.1681 | 0.0778 | 0.0313
T [ 0.3280 | 0.4096 | 0.3602 | 0.2592 | 0.1562

2 | 0.0729 | 0.2048 | 0.3087 | 0.3456 | 0.3125
3 [ 0.0081 | 0.0512 | 0.1323 | 0.2304 | 0.3125
4 [ 0.0004 | 0.0064 | 0.0284 | 0.0768 | 0.1562
5 | 0.0000 | 0.0003 | 0.0024 | 0.0102 | 0.0313
6 [ 0 [ 0.5314 [ 0.2621 [ 0.1176 | 0.0467 | 0.0156
T [ 0.3543 | 0.3932 | 0.3025 | 0.1866 | 0.0938

2 | 0.0984 | 0.3458 | 0.3241 | 0.3110 | 0.2344
3 | 0.0146 | 0.0819 | 0.1852 | 0.2765 | 0.3125
4 | 0.0012 | 0.0154 | 0.0595 | 0.1382 | 0.2344
5 | 0.0001 | 0.0015 | 0.0102 | 0.0369 | 0.0938
6 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0007 | 0.0041 | 0.0156
7 [ 0 [ 0.4783 | 0.2097 | 0.0824 | 0.0280 | 0.0078
T [ 0.3720 | 0.3670 | 0.2471 | 0.1306 | 0.0547

2 | 0.1240 | 0.2753 | 0.3177 | 0.2613 | 0.1641
3 | 0.0230 | 0.1147 | 0.2269 | 0.2903 | 0.2734
4 | 0.0026 | 0.0287 | 0.0972 | 0.1935 | 0.2734
5 | 0.0002 | 0.0043 | 0.0250 | 0.0774 | 0.1641
6 | 0.0000 | 0.0004 | 0.0036 | 0.0172 | 0.0547
7 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0002 | 0.0016 | 0.0078
8 [ 0 ] 0.4305 [ 0.1678 | 0.0576 | 0.0168 | 0.0039
T [ 0.3826 | 0.3355 | 0.1977 | 0.0896 | 0.0312

2 | 0.1488 | 0.2936 | 0.2965 | 0.2090 | 0.1094
3 [ 0.0331 | 0.1468 | 0.2541 | 0.2787 | 0.2188
4 | 0.0046 | 0.0450 | 0.1361 | 0.2322 | 0.2734
5 | 0.0004 | 0.0092 | 0.0467 | 0.1239 | 0.2188
6 | 0.0000 | 0.0011 | 0.0100 | 0.0413 | 0.1094
7 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0012 | 0.0079 | 0.0312
8 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0007 | 0.0039
9 [ 0 [ 0.3874 [ 0.1342 [ 0.0404 | 0.0101 [ 0.0020
1T [ 0.3874 | 0.3020 | 0.1556 | 0.0605 | 0.0176

2 | 0.1722 | 0.3020 | 0.2668 | 0.1612 | 0.0703
3 | 0.0446 | 0.1762 | 0.2668 | 0.2508 | 0.1641
4 | 0.0074 | 0.0661 | 0.1715 | 0.2508 | 0.2461
5 | 0.0008 | 0.0165 | 0.0735 | 0.1672 | 0.2461
6 | 0.0001 | 0.0028 | 0.0210 | 0.0743 | 0.1641
7 | 0.0000 | 0.0003 | 0.0039 | 0.0212 | 0.0703
8 [ 0.0000 | 0.0000 | 0.0004 | 0.0035 | 0.0176
9 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0003 | 0.0020
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Nastavak tabele A. Vrednosti Binomne raspodele

n T p
0.10 | 020 | 0.30 | 0.40 | 050

10 [ 0 ] 0.3487 ] 0.1074 | 0.0282 | 0.0060 | 0.0010
T | 0.3874 | 0.2684 | 0.1211 | 0.0403 | 0.0098
2 [ 0.1937 | 0.3020 | 0.2335 | 0.1209 | 0.0439
3 [ 0.0574 | 0.2013 | 0.2668 | 0.2150 | 0.1172
4 [ 0.0112 | 0.0881 | 0.2001 | 0.2508 | 0.2054
5 | 0.0015 | 0.0264 | 0.1020 | 0.2007 | 0.2461
6 | 0.0001 | 0.0055 | 0.0368 | 0.1115 | 0.2051
7 | 0.0000 | 0.0008 | 0.0090 | 0.0425 | 0.1172
8 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0014 | 0.0106 | 0.0439
9 [ 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0016 | 0.0098
10 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0010
15 [ 0 [ 0.2050 | 0.0352 [ 0.0047 | 0.0005 | 0.0000
T | 0.3431 | 0.1319 | 0.0306 | 0.0047 | 0.0005
2 | 0.2660 | 0.2309 | 0.0915 | 0.0219 | 0.0032
3 | 0.1285 | 0.2502 | 0.1701 | 0.0634 | 0.0139
4 [ 0.0429 | 0.1876 | 0.2186 | 0.1268 | 0.0416
5 | 0.0105 | 0.1031 | 0.2061 | 0.1859 | 0.0917
6 | 0.0010 | 0.0430 | 0.1473 | 0.2066 | 0.1527
7 | 0.0003 | 0.0039 | 0.0811 | 0.1771 | 0.1964
8 | 0.0000 | 0.0034 | 0.0348 | 0.1181 | 0.1964
9 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0115 | 0.0612 | 0.1527
10 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0030 | 0.0245 | 0.0917
11 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0006 | 0.0074 | 0.0416
12 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0016 | 0.0139
13 [ 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0003 | 0.0032
14 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0005
15 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
20 | 0 [ 0.1216 | 0.0115 | 0.0008 [ 0.0000 | 0.0000
T | 0.2701 | 0.0577 | 0.0068 | 0.0005 | 0.0000
2 [ 0.2852 | 0.1369 | 0.0279 | 0.0031 | 0.0002
3 | 0.1901 | 0.2053 | 0.0716 | 0.0124 | 0.0011
4 | 0.0898 | 0.2182 | 0.1307 | 0.0350 | 0.0046
5 | 0.0319 | 0.1746 | 0.1789 | 0.0746 | 0.0148
6 | 0.0080 | 0.1081 | 0.1916 | 0.1244 | 0.0370
7 | 0.0020 | 0.0546 | 0.1643 | 0.1659 | 0.0739
8 | 0.0003 | 0.0221 | 0.1144 | 0.1797 | 0.1201
9 [ 0.0001 | 0.0074 | 0.0653 | 0.1597 | 0.1602
10 | 0.0000 | 0.0020 | 0.0309 | 0.1172 | 0.1762
11 | 0.0000 | 0.0005 | 0.0120 | 0.0710 | 0.1602
12 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0038 | 0.0355 | 0.1201
13 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0003 | 0.0049 | 0.0370
14 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0013 | 0.0148
15 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0003 | 0.0046
16 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0011
17 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0002
18 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
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Nastavak tabele A. Vrednosti Binomne raspodele

n x P
30 | O | 0.0424 | 0.0012 | 0.0012 | 0.0000 | 0.0000
1 0.1413 | 0.0093 | 0.0003 | 0.0000 | 0.0000
2 0.2277 | 0.0337 | 0.0018 | 0.0000 | 0.0000
3 | 0.2360 | 0.0785 | 0.0072 | 0.0003 | 0.0000
4 | 01771 | 0.1325 | 0.0208 | 0.0012 | 0.0000
5 0.1023 | 0.1723 | 0.0464 | 0.0042 | 0.0002
6 | 0.0474 | 0.1795 | 0.0829 | 0.0115 | 0.0005
7 | 0.0180 | 0.1538 | 0.1219 | 0.0263 | 0.0019
8 | 0.0058 | 0.1105 | 0.1501 | 0.0505 | 0.0055
9 | 0.0015 | 0.0676 | 0.1573 | 0.0283 | 0.0133
10 | 0.0004 | 0.0255 | 0.1516 | 0.1152 | 0.0280
11 | 0.0001 | 0.0161 | 0.1103 | 0.1396 | 0.0508
12 | 0.0000 | 0.0064 | 0.0748 | 0.1474 | 0.0806
13 | 0.0000 | 0.0022 | 0.0444 | 0.1360 | 0.1115
14 | 0.0000 | 0.0007 | 0.0232 | 0.1101 | 0.1355
15 | 0.0000 | 0.0002 | 0.0105 | 0.0783 | 0.1444
16 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0043 | 0.0490 | 0.1355
17 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0015 | 0.0279 | 0.1115
18 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0004 | 0.0119 | 0.0806
19 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0002 | 0.0054 | 0.0508
20 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0020 | 0.0280
21 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0007 | 0.0133
22 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0002 | 0.0055
23 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0019
24 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0005
25 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0002
26 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
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Tabela B. Vrednosti Poasonove raspodele

x m

01 [ 02 | 03 | 04 | 05 [ 06 | 07 | 08 | 09 [ 1.0
0 [ 0.9048 [ 0.8187 | 0.7408 | 0.6703 | 0.6065 | 0.5488 | 0.4966 | 0.4493 | 0.4066 | 0.3679
1 | 0.0905 | 0.1637 | 0.2223 | 0.2681 | 0.3033 | 0.3293 | 0.3476 | 0.3595 | 0.3659 | 0.3679
2 | 0.0045 | 0.0164 | 0.0333 | 0.0536 | 0.0758 | 0.0988 | 0.1217 | 0.1438 | 0.1647 | 0.1839
3 [ 0.0002 [ 0.0011 | 0.0033 | 0.0072 | 0.0126 | 0.0198 | 0.0284 | 0.0383 | 0.0494 | 0.0613
4 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0007 | 0.0016 | 0.0030 | 0.0050 | 0.0077 | 0.0111 | 0.0153
5 | 0.0000 [ 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0004 | 0.0007 | 0.0012 | 0.0020 | 0.0031
6 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0005
7 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001
x m

T1 | 12 [ 13 [ 14 [ 15 | 16 [ 17 [ 18 | 19 | 20
0 [ 0.3329 [ 0.3012 | 0.2725 | 0.2466 | 0.2231 | 0.2019 | 0.1827 | 0.1653 | 0.1496 | 0.1353
1 [ 0.3662 | 0.3614 | 0.3543 | 0.3452 | 0.3347 | 0.3230 | 0.3106 | 0.2975 | 0.2842 | 0.2707
2 | 0.2014 | 0.2169 | 0.2303 | 0.2417 | 0.2510 | 0.2584 | 0.2640 | 0.2678 | 0.2700 | 0.2707
3 | 0.0738 | 0.0867 | 0.0998 | 0.1128 | 0.1255 | 0.1378 | 0.1496 | 0.1607 | 0.1710 | 0.1804
4 [ 0.0203 | 0.0260 | 0.0324 | 0.0395 | 0.0471 | 0.0551 | 0.0636 | 0.0723 | 0.0812 | 0.0902
5 | 0.0045 | 0.0062 | 0.0084 | 0.0111 | 0.0141 | 0.0176 | 0.0216 | 0.0260 | 0.0309 | 0.0361
6 | 0.0008 | 0.0012 | 0.0018 | 0.0026 | 0.0035 | 0.0047 | 0.0061 | 0.0078 | 0.0098 | 0.0120
7 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0005 | 0.0008 | 0.0011 | 0.0015 | 0.0020 | 0.0027 | 0.0034
8 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0005 | 0.0006 | 0.0009
9 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002
x m

21 | 22 [ 23 [ 24 [ 25 | 26 | 27 | 28 | 290 | 30
0 [ 0.1225 [ 0.1108 | 0.1003 | 0.0907 | 0.0821 | 0.0743 | 0.0672 | 0.0608 | 0.0550 | 0.0498
1 [ 0.2572 | 0.2438 | 0.2306 | 0.2177 | 0.2052 | 0.1831 | 0.1815 | 0.1703 | 0.1596 | 0.1494
2 | 0.2700 | 0.2681 | 0.2652 | 0.2613 | 0.2565 | 0.2510 | 0.2450 | 0.2384 | 0.2314 | 0.2240
3 | 0.1890 | 0.1966 | 0.2033 | 0.2090 | 0.2138 | 0.2176 | 0.2205 | 0.2225 | 0.2237 | 0.7740
4 [ 0.0992 | 0.1082 | 0.1169 | 0.1254 | 0.1336 | 0.1414 | 0.1488 | 0.1557 | 0.1622 | 0.1680
5 | 0.0417 | 0.0476 | 0.0538 | 0.0602 | 0.0668 | 0.0735 | 0.0804 | 0.0872 | 0.0941 | 0.1008
6 | 0.0146 | 0.0175 | 0.0206 | 0.0241 | 0.0278 | 0.0319 | 0.0362 | 0.0407 | 0.0455 | 0.0504
7 | 0.0044 [ 0.0055 | 0.0068 | 0.0083 | 0.0099 | 0.0118 | 0.0140 | 0.0163 | 0.0188 | 0.0216
8 | 0.0011 [ 0.0015 | 0.0019 | 0.0025 | 0.0031 | 0.0038 | 0.0047 | 0.0057 | 0.0068 | 0.0081
9 [ 0.0003 [ 0.0004 | 0.0005 | 0.0007 | 0.0009 | 0.0011 | 0.0014 | 0.0018 | 0.0022 | 0.0027
10 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0006 | 0.0007
11 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002
x m

31 | 32 [ 33 | 34 | 35 [ 36 | 37 | 38 | 39 | 40
0 [ 0.0451 [ 0.0408 | 0.0369 | 0.0334 | 0.0302 | 0.0273 | 0.0247 | 0.0224 [ 0.0202 | 0.0183
1 [ 0.1397 | 0.1304 | 0.1217 | 0.1135 | 0.1057 | 0.0984 | 0.0915 | 0.0850 | 0.0789 | 0.0733
2 | 0.2165 | 0.2087 | 0.2008 | 0.1929 | 0.1850 | 0.1771 | 0.1692 | 0.1615 | 0.1539 | 0.1465
3 | 0.2237 [ 0.2226 | 0.2209 | 0.2186 | 0.2158 | 0.2125 | 0.2087 | 0.2046 | 0.2001 | 0.1954
4 [ 0.1733 | 0.1781 | 0.1822 | 0.1858 | 0.1888 | 0.1912 | 0.1931 | 0.1944 | 0.1951 | 0.1954
5 | 0.1075 | 0.1140 | 0.1203 | 0.1264 | 0.1322 | 0.1377 | 0.1429 | 0.1477 | 0.1522 | 0.1563
6 | 0.0555 | 0.0608 | 0.0662 | 0.0716 | 0.0771 | 0.0826 | 0.0881 | 0.0936 | 0.0989 | 0.1042
7 | 0.0246 | 0.0278 | 0.0312 | 0.0348 | 0.0386 | 0.0425 | 0.0466 | 0.0508 | 0.0551 | 0.0595
8 | 0.0095 | 0.0111 | 0.0129 | 0.0148 | 0.0169 | 0.0101 | 0.0215 | 0.0241 | 0.0269 | 0.0298
9 | 0.0033 [ 0.0040 | 0.0047 | 0.0056 | 0.0066 | 0.0076 | 0.0089 | 0.0102 | 0.0116 | 0.0132
10 | 0.0010 | 0.0013 | 0.0016 | 0.0019 | 0.0023 | 0.0028 | 0.0033 | 0.0039 | 0.0045 | 0.0053
11 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0006 | 0.0007 | 0.0009 | 0.0011 | 0.0013 | 0.0016 | 0.0019
12 [ 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0005 | 0.0006
13 [ 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0002
14 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001




Nastavak tabele B. Vrednosti Poasonove raspodele

x m

41 [ 42 | 43 | 44 | 45 [ 46 | 47 | 48 | 49 [ 50
0 ] 0.0166 | 0.0150 | 0.0136 | 0.0123 | 0.0111 | 0.0101 | 0.0091 | 0.0082 | 0.0074 | 0.0067
1 | 0.0680 | 0.0630 | 0.0584 | 0.0540 | 0.0500 | 0.0462 | 0.0428 | 0.0395 | 0.0365 | 0.0337
2 | 0.1393 | 0.1323 | 0.1254 | 0.1188 | 0.1125 | 0.1063 | 0.1005 | 0.0948 | 0.0894 | 0.0842
3 [ 0.1904 | 0.1852 | 0.1798 | 0.1743 | 0.1687 | 0.1631 | 0.1574 | 0.1517 | 0.1460 | 0.1404
4 | 0.1951 | 0.1944 | 0.1933 | 0.1917 | 0.1898 | 0.1875 | 0.1849 | 0.1820 | 0.1789 | 0.1775
5 | 0.1600 | 0.1633 | 0.1662 | 0.1687 | 0.1708 | 0.1725 | 0.1738 | 0.1747 | 0.1753 | 0.1755
6 | 0.1093 | 0.1143 | 0.1191 | 0.1237 | 0.1281 | 0.1323 | 0.1362 | 0.1398 | 0.1432 | 0.1462
7 | 0.0640 | 0.0686 | 0.0732 | 0.0778 | 0.0824 | 0.0869 | 0.0914 | 0.0959 | 0.1002 | 0.1044
8 | 0.0328 | 0.0360 | 0.0393 | 0.0428 | 0.0463 | 0.0500 | 0.0537 | 0.0575 | 0.0614 | 0.0653
9 [ 0.0150 | 0.0168 | 0.0188 | 0.0209 | 0.0232 | 0.0256 | 0.0281 | 0.0307 | 0.0334 | 0.0363
10 | 0.0061 | 0.0071 | 0.0081 | 0.0092 | 0.0104 | 0.0118 | 0.0132 | 0.0147 | 0.0164 | 0.0181
11 | 0.0023 | 0.0027 | 0.0032 | 0.0037 | 0.0043 | 0.0049 | 0.0056 | 0.0064 | 0.0073 | 0.0082
12 | 0.0008 | 0.0009 | 0.0011 | 0.0014 | 0.0016 | 0.0019 | 0.0022 | 0.0026 | 0.0030 | 0.0034
13 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0006 | 0.0007 | 0.0008 | 0.0009 | 0.0011 | 0.0013
14 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0005
15 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002
x m

51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
0 ] 0.0061 | 0.0055 | 0.0050 | 0.0045 | 0.0041 | 0.0037 | 0.0033 | 0.0030 | 0.0027 | 0.0025
1 | 0.0311 | 0.0287 | 0.0265 | 0.0244 | 0.0225 | 0.0207 | 0.0191 | 0.0176 | 0.0162 | 0.0149
2 | 0.0793 | 0.0746 | 0.0701 | 0.0659 | 0.0618 | 0.0580 | 0.0544 | 0.0509 | 0.0477 | 0.0466
3 | 0.1348 | 0.1293 | 0.1239 | 0.1185 | 0.1133 | 0.1082 | 0.1033 | 0.0985 | 0.0938 | 0.0892
4 | 0.1719 | 0.1681 | 0.1641 | 0.1600 | 0.1558 | 0.1515 | 0.1472 | 0.1428 | 0.1383 | 0.1339
5 | 0.1753 | 0.1748 | 0.1740 | 0.1728 | 0.1714 | 0.1697 | 0.1678 | 0.1656 | 0.1632 | 0.1606
6 | 0.1490 | 0.1515 | 0.1537 | 0.1555 | 0.1571 | 0.1584 | 0.1594 | 0.1601 | 0.1605 | 0.1616
7 | 0.1086 | 0.1125 | 0.1163 | 0.1200 | 0.1234 | 0.1267 | 0.1298 | 0.1326 | 0.1353 | 0.1377
8 | 0.0692 | 0.0732 | 0.0771 | 0.0810 | 0.0849 | 0.0887 | 0.0925 | 0.0962 | 0.0998 | 0.1033
9 [ 0.0392 | 0.0423 | 0.0454 | 0.0486 | 0.0519 | 0.0552 | 0.0586 | 0.0620 | 0.0654 | 0.0688
10 | 0.0200 | 0.0220 | 0.0241 | 0.0262 | 0.0285 | 0.0309 | 0.0334 | 0.0359 | 0.0386 | 0.0413
11 | 0.0093 | 0.0104 | 0.0116 | 0.0129 | 0.0143 | 0.0157 | 0.0273 | 0.0190 | 0.0207 | 0.0225
12 | 0.0039 | 0.0045 | 0.0051 | 0.0058 | 0.0065 | 0.0073 | 0.0082 | 0.0092 | 0.0102 | 0.0113
13 | 0.0015 | 0.0018 | 0.0021 | 0.0024 | 0.0028 | 0.0032 | 0.0036 | 0.0041 | 0.0046 | 0.0052
14 | 0.0006 | 0.0007 | 0.0008 | 0.0009 | 0.0011 | 0.0013 | 0.0015 | 0.0017 | 0.0019 | 0.0022
15 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0006 | 0.0007 | 0.0007 | 0.0009
16 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0003
17 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001
x m

61 | 62 | 63 | 64 | 65 [ 66 | 67 | 68 | 69 [ 7.0
0 ] 0.0022 | 0.0020 | 0.0028 | 0.0017 | 0.0015 | 0.0014 | 0.0012 | 0.0011 | 0.0010 | 0.0009
1 | 0.0137 | 0.0126 | 0.0116 | 0.0106 | 0.0098 | 0.0090 | 0.0082 | 0.0076 | 0.0070 | 0.0064
2 | 0.0417 | 0.0390 | 0.0364 | 0.0340 | 0.0318 | 0.0296 | 0.0276 | 0.0258 | 0.0240 | 0.0223
3 [ 0.0849 | 0.0806 | 0.0765 | 0.0726 | 0.0688 | 0.0652 | 0.0617 | 0.0584 | 0.0552 | 0.0521
4 [ 0.1294 | 0.1249 | 0.1205 | 0.1162 | 0.1118 | 0.1076 | 0.1034 | 0.0992 | 0.0952 | 0.0912
5 | 0.1579 | 0.1549 | 0.1519 | 0.1487 | 0.1453 | 0.1420 | 0.1385 | 0.1349 | 0.1314 | 0.1277
6 | 0.1605 | 0.1601 | 0.1595 | 0.1586 | 0.1575 | 0.1562 | 0.1547 | 0.1529 | 0.1511 | 0.1490
7 | 0.1399 | 0.1418 | 0.1435 | 0.1450 | 0.1462 | 0.1472 | 0.1480 | 0.1486 | 0.1489 | 0.1490
8 [ 0.1066 | 0.1099 | 0.1130 | 0.1160 | 0.1188 | 0.1215 | 0.1240 | 0.1263 | 0.1284 | 0.1304
9 [ 0.0723 | 0.0757 | 0.0791 | 0.0825 | 0.0858 | 0.0891 | 0.0923 | 0.0954 | 0.0985 | 0.1014
10 | 0.0441 | 0.0469 | 0.0498 | 0.0528 | 0.0558 | 0.0588 | 0.0618 | 0.0649 | 0.0679 | 0.0710
11 | 0.0245 | 0.0265 | 0.0286 | 0.0307 | 0.0330 | 0.0353 | 0.0377 | 0.0401 | 0.0426 | 0.0452
12 | 0.0124 | 0.0137 | 0.0150 | 0.0164 | 0.0179 | 0.0104 | 0.0210 | 0.0227 | 0.0245 | 0.0264
13 | 0.0058 | 0.0065 | 0.0073 | 0.0081 | 0.0089 | 0.0099 | 0.0108 | 0.0119 | 0.0130 | 0.0142
14 [ 0.0025 | 0.0029 | 0.0033 | 0.0037 | 0.0041 | 0.0046 | 0.0052 | 0.0058 | 0.0064 | 0.0071
15 | 0.0010 | 0.0012 | 0.0014 | 0.0016 | 0.0018 | 0.0020 | 0.0023 | 0.0026 | 0.0029 | 0.0033
16 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0005 | 0.0006 | 0.0007 | 0.0008 | 0.0010 | 0.0011 | 0.0013 | 0.0014
17 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0006
18 [ 0.0000 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002
19 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001
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x m
71 | 72 [ 73 | 74 [ 75 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80
0 [ 0.0008 [ 0.0007 | 0.0007 | 0.0006 | 0.0006 | 0.0005 | 0.0005 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0003
1 [ 0.0059 | 0.0054 | 0.0049 | 0.0045 | 0.0041 | 0.0038 | 0.0035 | 0.0032 | 0.0029 | 0.0027
2 | 0.0208 | 0.0104 | 0.0180 | 0.0167 | 0.0156 | 0.0145 | 0.0134 | 0.0125 | 0.0116 | 0.0107
3 [ 0.0492 | 0.0464 | 0.0438 | 0.0413 | 0.0389 | 0.0366 | 0.0345 | 0.0324 | 0.0305 | 0.0286
4 [ 0.0874 | 0.0836 | 0.0799 | 0.0764 | 0.0729 | 0.0696 | 0.0663 | 0.0632 | 0.0602 | 0.0573
5 | 0.1241 | 0.1204 | 0.1167 | 0.1130 | 0.1094 | 0.1057 | 0.1021 | 0.0986 | 0.0951 | 0.0916
6 | 0.1468 | 0.1445 | 0.1420 | 0.1394 | 0.1367 | 0.1340 | 0.1311 | 0.1282 | 0.1252 | 0.1221
7 | 0.1489 | 0.1486 | 0.1481 | 0.1474 | 0.1465 | 0.1454 | 0.1442 | 0.1428 | 0.1413 | 0.1396
8 [ 0.1321 | 0.1237 | 0.1351 | 0.1363 | 0.1373 | 0.1382 | 0.1388 | 0.1392 | 0.1395 | 0.1396
9 [ 0.1042 | 0.1070 | 0.1096 | 0.1121 | 0.1144 | 0.1167 | 0.1187 | 0.1207 | 0.1225 | 0.1241
10 | 0.0740 | 0.0770 | 0.0800 | 0.0829 | 0.0858 | 0.0887 | 0.0914 | 0.0941 | 0.0967 | 0.0993
11 | 0.0478 | 0.0504 | 0.0531 | 0.0558 | 0.0585 | 0.0613 | 0.0640 | 0.0667 | 0.0695 | 0.0722
12 | 0.0283 | 0.0303 | 0.0323 | 0.0344 | 0.0366 | 0.0388 | 0.0411 | 0.0434 | 0.0457 | 0.0481
13 | 0.0154 | 0.0168 | 0.0181 | 0.0106 | 0.0211 | 0.0227 | 0.0243 | 0.0260 | 0.0278 | 0.0296
14 | 0.0078 | 0.0086 | 0.0095 | 0.0104 | 0.0113 | 0.0123 | 0.0134 | 0.0145 | 0.0157 | 0.0169
15 | 0.0037 | 0.0041 | 0.0046 | 0.0051 | 0.0057 | 0.0062 | 0.0069 | 0.0075 | 0.0083 | 0.0090
16 | 0.0016 | 0.0019 | 0.0021 | 0.0024 | 0.0026 | 0.0030 | 0.0033 | 0.0037 | 0.0041 | 0.0045
17 | 0.0007 | 0.0008 | 0.0009 | 0.0010 | 0.0012 | 0.0013 | 0.0015 | 0.0017 | 0.0019 | 0.0021
18 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0006 | 0.0006 | 0.0007 | 0.0008 | 0.0009
19 [ 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0004
20 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002
21 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001
x m
81 | 82 | 83 | 84 | 85 | 86 | 87 | 88 | 89 [ 90

0 [ 0.0003 [ 0.0003 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 [ 0.0002 | 0.0001
1 [ 0.0025 | 0.0023 | 0.0021 | 0.0019 | 0.0017 | 0.0016 | 0.0014 | 0.0013 | 0.0012 | 0.0011
2 [ 0.0100 | 0.0092 | 0.0086 | 0.0079 | 0.0074 | 0.0068 | 0.0063 | 0.0058 | 0.0054 | 0.0050
3 [ 0.0269 | 0.0252 | 0.0237 | 0.0222 | 0.0208 | 0.0195 | 0.0183 | 0.017L | 0.0160 | 0.0150
4 [ 0.0544 | 0.0517 | 0.0491 | 0.0467 | 0.0443 | 0.0420 | 0.0398 | 0.0377 | 0.0357 | 0.0337
5 | 0.0882 | 0.0849 | 0.0816 | 0.0784 | 0.0752 | 0.0772 | 0.0692 | 0.0663 | 0.0635 | 0.0607
6 | 0.1191 | 0.1160 | 0.1128 | 0.1097 | 0.1066 | 0.1035 | 0.1003 | 0.0972 | 0.0941 | 0.0911
7 | 0.1378 | 0.1358 | 0.1338 | 0.1317 | 0.1294 | 0.1271 | 0.1247 | 0.1222 | 0.1197 | 0.1171
8 | 0.1395 | 0.1392 | 0.1388 | 0.1383 | 0.1375 | 0.1366 | 0.1356 | 0.1344 | 0.1332 | 0.1318
9 | 0.1256 | 0.1269 | 0.1280 | 0.1291 | 0.1299 | 0.1306 | 0.1311 | 0.1315 | 0.1317 | 0.1318
10 | 0.1017 | 0.1040 | 0.1063 | 0.1084 | 0.1104 | 0.1123 | 0.1140 | 0.1157 | 0.1172 | 0.1186
11 | 0.0749 | 0.0776 | 0.0802 | 0.0828 | 0.0853 | 0.0878 | 0.0902 | 0.0926 | 0.0948 | 0.0970
12 | 0.0506 | 0.0530 | 0.0555 | 0.0580 | 0.0604 | 0.0629 | 0.0654 | 0.0679 | 0.0703 | 0.0728
13 | 0.0315 | 0.0334 | 0.0354 | 0.0374 | 0.0395 | 0.0416 | 0.0438 | 0.0459 | 0.0482 | 0.0504
14 | 0.0182 | 0.0196 | 0.0210 | 0.0225 | 0.0240 | 0.0256 | 0.0272 | 0.0289 | 0.0306 | 0.0324
15 | 0.0098 | 0.0107 | 0.0116 | 0.0126 | 0.0136 | 0.0147 | 0.0158 | 0.0169 | 0.0182 | 0.0194
16 | 0.0050 | 0.0055 | 0.0060 | 0.0066 | 0.0072 | 0.0079 | 0.0086 | 0.0093 | 0.0101 | 0.0109
17 | 0.0024 | 0.0026 | 0.0029 | 0.0033 | 0.0036 | 0.0040 | 0.0044 | 0.0048 | 0.0053 | 0.0058
18 | 0.0011 | 0.0012 [ 0.0014 | 0.0015 | 0.0017 | 0.0019 | 0.0021 | 0.0024 | 0.0026 | 0.0029
19 | 0.0005 | 0.0005 | 0.0006 | 0.0007 | 0.0008 | 0.0009 | 0.0010 | 0.0011 | 0.0012 | 0.0014
20 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0005 | 0.0006
21 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002
22 [ 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001
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x m
91 | 92 [ 93 | 94 | 95 [ 96 | 97 | 98 [ 99 [ 100

0 ] 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0000
1 | 0.0010 | 0.0009 | 0.0009 | 0.0008 | 0.0007 | 0.0007 | 0.0006 | 0.0005 | 0.0005 | 0.0005
2 | 0.0046 | 0.0043 | 0.0040 | 0.0037 | 0.0034 | 0.0031 | 0.0029 | 0.0027 | 0.0025 | 0.0023
3 [ 0.0140 | 0.0131 | 0.0123 | 0.0115 | 0.0107 | 0.0100 | 0.0093 | 0.0087 | 0.0081 | 0.0076
4 | 0.0319 | 0.0302 | 0.0285 | 0.0269 | 0.0254 | 0.0240 | 0.0226 | 0.0213 | 0.0201 | 0.0189
5 | 0.0581 | 0.0555 | 0.0530 | 0.0506 | 0.0483 | 0.0460 | 0.0439 | 0.0418 | 0.0398 | 0.0378
6 | 0.0881 | 0.0851 | 0.0822 | 0.0793 | 0.0764 | 0.0736 | 0.0709 | 0.0682 | 0.0656 | 0.0631
7 [ 0.1145 | 0.1118 | 0.1092 | 0.1064 | 0.1037 | 0.1010 | 0.0983 | 0.0955 | 0.0928 | 0.0901
8 [ 0.1302 | 0.1286 | 0.1269 | 0.1251 | 0.1232 | 0.1212 | 0.1191 | 0.1170 | 0.1148 | 0.1126
9 [ 0.1317 | 0.1315 | 0.1311 | 0.1306 | 0.1300 | 0.1203 | 0.1284 | 0.1273 | 0.1263 | 0.1251
10 | 0.1198 | 0.1210 | 0.1219 | 0.1228 | 0.1235 | 0.1241 | 0.1245 | 0.1248 | 0.1250 | 0.1251
11 | 0.0991 | 0.1012 | 0.1031 | 0.1049 | 0.1067 | 0.1083 | 0.1098 | 0.1112 | 0.1125 | 0.1137
12 | 0.0752 | 0.0776 | 0.0799 | 0.0822 | 0.0844 | 0.0866 | 0.0888 | 0.0908 | 0.0929 | 0.0048
13 | 0.0526 | 0.0549 | 0.0572 | 0.0594 | 0.0617 | 0.0640 | 0.0662 | 0.0685 | 0.0707 | 0.0729
14 | 0.0342 | 0.0361 | 0.0380 | 0.0399 | 0.0419 | 0.0439 | 0.0459 | 0.0479 | 0.0500 | 0.0521
15 | 0.0208 | 0.0221 | 0.0235 | 0.0250 | 0.0265 | 0.0281 | 0.0297 | 0.0313 | 0.0330 | 0.0347
16 | 0.0118 | 0.0127 | 0.0137 | 0.0147 | 0.0158 | 0.0169 | 0.0180 | 0.0192 | 0.0204 | 0.0217
17 [ 0.0063 | 0.0069 | 0.0075 | 0.0081 | 0.0088 | 0.0095 | 0.0103 | 0.0111 | 0.0119 | 0.0128
18 [ 0.0032 | 0.0035 | 0.0039 | 0.0042 | 0.0046 | 0.0051 | 0.0055 | 0.0060 | 0.0065 | 0.0071
19 [ 0.0015 | 0.0017 | 0.0019 | 0.0021 | 0.0023 | 0.0026 | 0.0028 | 0.0031 | 0.0034 | 0.0037
20 | 0.0007 | 0.0008 | 0.0009 | 0.0010 | 0.0011 | 0.0012 | 0.0014 | 0.0015 | 0.0017 | 0.0019
21 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0006 | 0.0006 | 0.0007 | 0.0007 | 0.0009
22 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0004
23 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0002
24 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001
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Tabela C.
Vrednosti

Gausove raspodele

[ = [ 2@ [ f& [ =2 [ 2= [ f& [ =2 [ 2 [ f& [ = 2(2) f) ]

0.00 | 0.00000 | 0.39894

0.01 | 0.00399 | 0.39892 || 0.51 | 0.19498 | 0.35029 || 1.01 | 0.34375 | 0.23955 1.51 | 0.43448 | 0.12758
0.02 | 0.00798 | 0.39886 || 0.52 | 0.19847 | 0.34849 || 1.02 | 0.34614 | 0.23713 1.52 | 0.43575 | 0.12566
0.03 | 0.01197 | 0.39876 || 0.53 | 0.20194 | 0.34667 || 1.03 | 0.34850 | 0.23471 1.53 | 0.43699 | 0.12376
0.04 | 0.01595 | 0.39862 || 0.54 | 0.20540 | 0.34482 1.04 | 0.35083 | 0.23230 || 1.54 | 0.43822 | 0.12188
0.05 | 0.01994 | 0.39844 || 0.55 | 0.20884 | 0.34294 1.05 | 0.35314 | 0.22988 1.55 | 0.43943 | 0.12001
0.06 | 0.02392 | 0.39822 || 0.56 | 0.21226 | 0.34105 1.06 | 0.35543 | 0.22747 || 1.56 | 0.44062 | 0.11816
0.07 | 0.02790 | 0.39797 || 0.57 | 0.21566 | 0.33912 1.07 | 0.35769 | 0.22506 1.57 | 0.44179 | 0.11632
0.08 | 0.03188 | 0.39767 || 0.58 | 0.21904 | 0.33718 || 1.08 | 0.35993 | 0.22265 1.58 | 0.44295 | 0.1145
0.09 | 0.03586 | 0.39733 || 0.59 | 0.22241 | 0.33521 1.09 | 0.36215 | 0.22025 1.59 | 0.44408 | 0.1127
0.10 | 0.03983 | 0.39695 || 0.60 | 0.22575 | 0.33322 1.10 | 0.36434 | 0.21785 1.60 | 0.44520 | 0.11092
0.11 | 0.04380 | 0.39654 || 0.61 | 0.22907 | 0.33121 1.11 | 0.36650 | 0.21546 1.61 | 0.44630 | 0.10915
0.12 | 0.04776 | 0.39608 || 0.62 | 0.23237 | 0.32918 || 1.12 | 0.36864 | 0.21307 || 1.62 | 0.44739 | 0.10741
0.13 | 0.05172 | 0.39559 || 0.63 | 0.23565 | 0.32713 1.13 | 0.37076 | 0.21069 1.63 | 0.44845 | 0.10567
0.14 | 0.05567 | 0.39505 || 0.64 | 0.23891 | 0.32506 || 1.14 | 0.37286 | 0.20831 1.64 | 0.44950 | 0.10396
0.15 | 0.05962 | 0.39448 || 0.65 | 0.24215 | 0.32297 || 1.15 | 0.37493 | 0.20594 || 1.65 | 0.45053 | 0.10226
0.16 | 0.06356 | 0.39387 || 0.66 | 0.24537 | 0.32086 || 1.16 | 0.37698 | 0.20357 || 1.66 | 0.45154 | 0.10059
0.17 | 0.06750 | 0.39322 || 0.67 | 0.24857 | 0.31874 || 1.17 | 0.37900 | 0.20121 1.67 | 0.45254 | 0.09893
0.18 | 0.07142 | 0.39253 || 0.68 | 0.25175 | 0.31659 1.18 | 0.38100 | 0.19886 1.68 | 0.45352 | 0.09728
0.19 | 0.07535 | 0.39181 || 0.69 | 0.25490 | 0.31443 || 1.19 | 0.38298 | 0.19652 1.69 | 0.45449 | 0.09566
0.20 | 0.07926 | 0.39104 || 0.70 | 0.25804 | 0.31225 1.20 | 0.38493 | 0.19419 1.70 | 0.45544 | 0.09405
0.21 | 0.08317 | 0.39024 || 0.71 | 0.26115 | 0.31006 || 1.21 | 0.38686 | 0.19186 1.71 | 0.45637 | 0.09246
0.22 | 0.08706 | 0.3894 0.72 | 0.26424 | 0.30785 1.22 | 0.38877 | 0.18954 || 1.72 | 0.45729 | 0.09089
0.23 | 0.09095 | 0.38853 || 0.73 | 0.26731 | 0.30563 || 1.23 | 0.39065 | 0.18724 || 1.73 | 0.45819 | 0.08933
0.24 | 0.09484 | 0.38762 || 0.74 | 0.27035 | 0.30339 1.24 | 0.39251 | 0.18494 || 1.74 | 0.45907 | 0.0878
0.25 | 0.09871 | 0.38667 || 0.75 | 0.27337 | 0.30114 || 1.25 | 0.39435 | 0.18265 1.75 | 0.45994 | 0.08628
0.26 | 0.10257 | 0.38568 || 0.76 | 0.27637 | 0.29887 || 1.26 | 0.39617 | 0.18037 || 1.76 | 0.46080 | 0.08478
0.27 | 0.10642 | 0.38466 || 0.77 | 0.27935 | 0.29659 || 1.27 | 0.39796 | 0.17810 || 1.77 | 0.46164 | 0.08329
0.28 | 0.11026 | 0.38361 || 0.78 | 0.28231 | 0.29431 1.28 | 0.39973 | 0.17585 1.78 | 0.46246 | 0.08183
0.29 | 0.11409 | 0.38251 0.79 | 0.28524 | 0.29200 || 1.29 | 0.40148 | 0.17360 || 1.79 | 0.46328 | 0.08038
0.30 | 0.11791 | 0.38139 || 0.80 | 0.28815 | 0.28969 || 1.30 | 0.40320 | 0.17137 || 1.80 | 0.46407 | 0.07895
0.31 | 0.12172 | 0.38023 || 0.81 | 0.29103 | 0.28737 || 1.31 | 0.40490 | 0.16915 1.81 | 0.46485 | 0.07754
0.32 | 0.12552 | 0.37903 || 0.82 | 0.29389 | 0.28504 1.32 | 0.40658 | 0.16694 || 1.82 | 0.46562 | 0.07614
0.33 | 0.12930 | 0.3778 0.83 | 0.29673 | 0.28269 || 1.33 | 0.40824 | 0.16474 || 1.83 | 0.46638 | 0.07477
0.34 | 0.13307 | 0.37654 || 0.84 | 0.29955 | 0.28034 1.34 | 0.40988 | 0.16256 1.84 | 0.46712 | 0.07341
0.35 | 0.13683 | 0.37524 || 0.85 | 0.30234 | 0.27798 || 1.35 | 0.41149 | 0.16038 1.85 | 0.46785 | 0.07206
0.36 | 0.14058 | 0.37391 || 0.86 | 0.30511 | 0.27562 1.36 | 0.41309 | 0.15822 1.86 | 0.46856 | 0.07074
0.37 | 0.14431 | 0.37255 || 0.87 | 0.30785 | 0.27324 || 1.37 | 0.41466 | 0.15608 1.87 | 0.46926 | 0.06943
0.38 | 0.14803 | 0.37115 || 0.88 | 0.31057 | 0.27086 || 1.38 | 0.41621 | 0.15395 1.88 | 0.46995 | 0.06814
0.39 | 0.15173 | 0.36973 || 0.89 | 0.31327 | 0.26848 1.39 | 0.41774 | 0.15183 1.89 | 0.47062 | 0.06687
0.40 | 0.15542 | 0.36827 || 0.90 | 0.31594 | 0.26609 || 1.40 | 0.41925 | 0.14973 1.90 | 0.47129 | 0.06562
0.41 | 0.15910 | 0.36678 || 0.91 | 0.31859 | 0.26369 || 1.41 | 0.42073 | 0.14764 || 1.91 | 0.47194 | 0.06438
0.42 | 0.16276 | 0.36526 || 0.92 | 0.32122 | 0.26129 || 1.42 | 0.42220 | 0.14556 1.92 | 0.47257 | 0.06316
0.43 | 0.16640 | 0.36371 0.93 | 0.32382 | 0.25888 || 1.43 | 0.42364 | 0.14350 || 1.93 | 0.4732 | 0.06195
0.44 | 0.17003 | 0.36213 || 0.94 | 0.32639 | 0.25647 || 1.44 | 0.42507 | 0.14146 1.94 | 0.47381 | 0.06077
0.45 | 0.17365 | 0.36053 || 0.95 | 0.32895 | 0.25406 1.45 | 0.42647 | 0.13943 1.95 | 0.47441 | 0.05959
0.46 | 0.17724 | 0.35889 || 0.96 | 0.33147 | 0.25164 || 1.46 | 0.42786 | 0.13742 1.96 | 0.47500 | 0.05844
0.47 | 0.18082 | 0.35723 || 0.97 | 0.33398 | 0.24923 1.47 | 0.42922 | 0.13542 1.97 | 0.47558 | 0.05730
0.48 | 0.18439 | 0.35553 || 0.98 | 0.33646 | 0.24681 1.48 | 0.43057 | 0.13344 || 1.98 | 0.47615 | 0.05618
0.49 | 0.18793 | 0.35381 || 0.99 | 0.33891 | 0.24439 || 1.49 | 0.43189 | 0.13147 || 1.99 | 0.47671 | 0.05508
0.50 | 0.19146 | 0.35207 || 1.00 | 0.34135 | 0.24197 1.5 | 0.43319 | 0.12952 || 2.00 | 0.47725 | 0.05399
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z X
[ = [ 2@ [ flo [ = [ @ [ f& [ =z [ 2 [ fk& [ = 2= [ f&) ]
2.01 | 0.47779 | 0.05292 || 2.51 | 0.49397 | 0.01709 || 3.01 | 0.49870 | 0.00430 || 3.51 | 0.49978 | 0.00084
2.02 | 0.47831 | 0.05186 || 2.52 | 0.49413 | 0.01667 || 3.02 | 0.49874 | 0.00417 || 3.52 | 0.49979 | 0.00081
2.03 | 0.47882 | 0.05082 || 2.53 | 0.49430 | 0.01625 || 3.03 | 0.49878 | 0.00405 || 3.53 | 0.49979 | 0.00079
2.04 | 0.47933 | 0.0498 2.54 | 0.49446 | 0.01585 || 3.04 | 0.49882 | 0.00393 || 3.54 | 0.49980 | 0.00076
2.05 | 0.47982 | 0.04879 || 2.55 | 0.49462 | 0.01545 || 3.05 | 0.49886 | 0.00381 3.55 | 0.49981 | 0.00073
2.06 | 0.4803 0.0478 2.56 | 0.49477 | 0.01506 || 3.06 | 0.49890 | 0.00370 || 3.56 | 0.49982 | 0.00071
2.07 | 0.48078 | 0.04682 || 2.57 | 0.49492 | 0.01468 || 3.07 | 0.49893 | 0.00358 || 3.57 | 0.49982 | 0.00068
2.08 | 0.48124 | 0.04586 || 2.58 | 0.49506 | 0.01431 3.08 | 0.49897 | 0.00348 || 3.58 | 0.49983 | 0.00066
2.09 | 0.48169 | 0.04491 2.59 | 0.49520 | 0.01394 || 3.09 | 0.49900 | 0.00337 || 3.59 | 0.49984 | 0.00063
2.10 | 0.48214 | 0.04398 || 2.60 | 0.49534 | 0.01358 || 3.10 | 0.49903 | 0.00327 || 3.60 | 0.49984 | 0.00061
2.11 | 0.48257 | 0.04307 || 2.61 | 0.49548 | 0.01323 || 3.11 | 0.49907 | 0.00317 || 3.61 | 0.49985 | 0.00059
2.12 | 0.483 0.04217 || 2.62 | 0.49561 | 0.01289 || 3.12 | 0.49910 | 0.00307 || 3.62 | 0.49986 | 0.00057
2.13 | 0.48342 | 0.04128 || 2.63 | 0.49573 | 0.01256 || 3.13 | 0.49913 | 0.00298 || 3.63 | 0.49986 | 0.00055
2.14 | 0.48382 | 0.04041 || 2.64 | 0.49586 | 0.01223 || 3.14 | 0.49916 | 0.00288 || 3.64 | 0.49987 | 0.00053
2.15 | 0.48422 | 0.03955 || 2.65 | 0.49598 | 0.01191 3.15 | 0.49919 | 0.00279 || 3.65 | 0.49987 | 0.00051
2.16 | 0.48462 | 0.03871 || 2.66 | 0.49610 | 0.01160 || 3.16 | 0.49921 | 0.00271 3.66 | 0.49988 | 0.00049
2.17 | 0.48500 | 0.03788 || 2.67 | 0.49621 | 0.01130 || 3.17 | 0.49924 | 0.00262 || 3.67 | 0.49988 | 0.00047
2.18 | 0.48537 | 0.03706 || 2.68 | 0.49632 | 0.01100 || 3.18 | 0.49927 | 0.00254 || 3.68 | 0.49989 | 0.00046
2.19 | 0.48574 | 0.03626 || 2.69 | 0.49643 | 0.01071 3.19 | 0.49929 | 0.00246 || 3.69 | 0.49989 | 0.00044
2.20 | 0.48610 | 0.03547 || 2.70 | 0.49654 | 0.01042 || 3.20 | 0.49932 | 0.00238 || 3.70 | 0.49989 | 0.00042
2.21 | 0.48645 | 0.03470 || 2.71 | 0.49664 | 0.01014 || 3.21 | 0.49934 | 0.00231 3.71 | 0.49990 | 0.00041
2.22 | 0.48679 | 0.03394 || 2.72 | 0.49674 | 0.00987 || 3.22 | 0.49936 | 0.00224 || 3.72 | 0.49990 | 0.00039
2.23 | 0.48713 | 0.03319 || 2.73 | 0.49684 | 0.00961 3.23 | 0.49938 | 0.00216 || 3.73 | 0.49991 | 0.00038
2.24 | 0.48746 | 0.03246 || 2.74 | 0.49693 | 0.00935 || 3.24 | 0.49940 | 0.00210 || 3.74 | 0.49991 | 0.00037
2.25 | 0.48778 | 0.03174 || 2.75 | 0.49702 | 0.00909 || 3.25 | 0.49943 | 0.00203 || 3.75 | 0.49991 | 0.00035
2.26 | 0.48809 | 0.03103 || 2.76 | 0.49711 | 0.00885 || 3.26 | 0.49945 | 0.00196 || 3.76 | 0.49992 | 0.00034
2.27 | 0.48840 | 0.03034 || 2.77 | 0.49720 | 0.00861 3.27 | 0.49946 | 0.00190 || 3.77 | 0.49992 | 0.00033
2.28 | 0.48870 | 0.02965 || 2.78 | 0.49728 | 0.00837 || 3.28 | 0.49948 | 0.00184 || 3.78 | 0.49992 | 0.00031
2.29 | 0.48899 | 0.02898 || 2.79 | 0.49737 | 0.00814 || 3.29 | 0.49950 | 0.00178 || 3.79 | 0.49993 | 0.00030
2.30 | 0.48928 | 0.02833 || 2.80 | 0.49745 | 0.00792 || 3.30 | 0.49952 | 0.00172 || 3.80 | 0.49993 | 0.00029
2.31 | 0.48956 | 0.02768 || 2.81 | 0.49753 | 0.00770 || 3.31 | 0.49954 | 0.00167 || 3.81 | 0.49993 | 0.00028
2.32 | 0.48983 | 0.02705 || 2.82 | 0.49760 | 0.00748 || 3.32 | 0.49955 | 0.00161 3.82 | 0.49994 | 0.00027
2.33 | 0.49010 | 0.02643 || 2.83 | 0.49767 | 0.00727 || 3.33 | 0.49957 | 0.00156 || 3.83 | 0.49994 | 0.00026
2.34 | 0.49036 | 0.02582 || 2.84 | 0.49775 | 0.00707 || 3.34 | 0.49958 | 0.00151 3.84 | 0.49994 | 0.00025
2.35 | 0.49062 | 0.02522 || 2.85 | 0.49782 | 0.00687 || 3.35 | 0.49960 | 0.00146 || 3.85 | 0.49994 | 0.00024
2.36 | 0.49086 | 0.02463 || 2.86 | 0.49788 | 0.00668 || 3.36 | 0.49961 | 0.00141 3.86 | 0.49995 | 0.00023
2.37 | 0.49111 | 0.02406 || 2.87 | 0.49795 | 0.00649 || 3.37 | 0.49963 | 0.00136 || 3.87 | 0.49995 | 0.00022
2.38 | 0.49135 | 0.02349 || 2.88 | 0.49801 | 0.00631 3.38 | 0.49964 | 0.00132 || 3.88 | 0.49995 | 0.00021
2.39 | 0.49158 | 0.02294 || 2.89 | 0.49808 | 0.00613 || 3.39 | 0.49965 | 0.00127 || 3.89 | 0.49995 | 0.00021
2.40 | 0.49180 | 0.02239 || 2.90 | 0.49814 | 0.00595 || 3.40 | 0.49967 | 0.00123 || 3.90 | 0.49995 | 0.00020
2.41 | 0.49203 | 0.02186 || 2.91 | 0.49820 | 0.00578 || 3.41 | 0.49968 | 0.00119 || 3.91 | 0.49996 | 0.00019
2.42 | 0.49224 | 0.02134 || 2.92 | 0.49825 | 0.00562 || 3.42 | 0.49969 | 0.00115 || 3.92 | 0.49996 | 0.00018
2.43 | 0.49245 | 0.02083 || 2.93 | 0.49831 | 0.00545 || 3.43 | 0.49970 | 0.00111 3.93 | 0.49996 | 0.00018
2.44 | 0.49266 | 0.02033 || 2.94 | 0.49836 | 0.00530 || 3.44 | 0.49971 | 0.00107 || 3.94 | 0.49996 | 0.00017
2.45 | 0.49286 | 0.01984 || 2.95 | 0.49841 | 0.00514 || 3.45 | 0.49972 | 0.00104 || 3.95 | 0.49996 | 0.00016
2.46 | 0.49306 | 0.01936 || 2.96 | 0.49846 | 0.00499 || 3.46 | 0.49973 | 0.00100 || 3.96 | 0.49996 | 0.00016
2.47 | 0.49325 | 0.01888 || 2.97 | 0.49851 | 0.00485 || 3.47 | 0.49974 | 0.00097 || 3.97 | 0.49997 | 0.00015
2.48 | 0.49343 | 0.01842 || 2.98 | 0.49856 | 0.00470 || 3.48 | 0.49975 | 0.00094 || 3.98 | 0.49997 | 0.00014
2.49 | 0.49362 | 0.01797 || 2.99 | 0.49861 | 0.00457 || 3.49 | 0.49976 | 0.00090 || 3.99 | 0.49997 | 0.00014
2.50 | 0.49379 | 0.01753 || 3.00 | 0.49865 | 0.00443 || 3.50 | 0.49977 | 0.00087 || 4.00 | 0.49997 | 0.00013
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