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Predgovor 5

PREDGOVOR

U ovoj disertaciji su razmatrana specijalna geodezijska peslikavanja prostora nes-
imetricne afine koneksije, ekvitorziona konformna preslikavanja generalisanih Rimanovih
prostora, skoro geodezijska preslikavanja prostora nesimetricne afine koneksije i holo-

morfno projektivna preslikavanja generalisanih Kelerovih prostora.

Teorija geodezijskih preslikavanja Rimanovih i prostora afine koneksije, a takodje i
njena uopstenja, je od velikog interesa, kako sa teorijske, tako i sa tacke gledista primena.
Naime radi se o tome, §to se kretanje mnogoh tipova mehanickih sistema, a takodje tela
ili Cestica u gravitacionim ili elektromagnetnim poljima, u neprekidnoj sredini, ¢esto vrsi
po putanjama, koje se mogu posmatrati kao geodezijske linije Rimanovog ili prostora
afine koneksije, koji je definisan energetskim rezimom, pri kome se proces odvija. Tako,
na primer, dva Rimanova prostora, koja dopustaju uzajamno geodezijsko preslikavanje,
opisuju procese koji se odvijaju, pri ekvivalentnim spoljnim optere¢enjima, po istim
putanjama, ali pri razlicitim energetskim rezimima. Prema tome, jedan od tih procesa

moze se modelirati pomoc¢u drugog.

Jos je Levi-Civita [18] dosao do problema geodezijskog prslikavanja Rimanovih pros-
tora pri proucavanju jednac¢ina dinamike. Kagan u [16] razmatra geodezijska preslika-
vanja povrsi. U novije vreme geodezijska preslikavanja Rimanovih prostora i njhova
uopstenja narocito su proucavali ruski autori, posebno N. S. Sinjukov [75]-[79], E. N.
Sinjukova [86], [87], V. S. Sobcuk [88], [89], J. Mikes [20]-[28], M. Prvanovi¢ [55], [57]-
[60], [62], S. M. Minci¢ i M. S. Stankovié¢ [46]-[48], [93], [95] i drugi.

Oslanjajuéi se na postojece rezultate iz teorije geodezijskih i skoro geodezijskih pres-
likavanja prostora simetricne afine koneksije, kao i na proucavanja generalisanih Ri-
manovih prostora i prostora nesimetri¢ne afine koneksije, a takodje na izu¢avanje Kele-
rovih prostora i holomorfno projektivnih preslikavanja u disertaciji su proSireni neki od
postojecih rezultata, a takodje su izneti i originalni rezultati koji su delom publikovani
[46], [47], [90]-[96].

Disertacija se sastoji od 20 paragrafa, od kojih §1-4 ¢ine Glavu I, §5 Glavu II, §6-
7 Glavu III, §8-10 Glavu IV, §11- 12 Glavu V, §13-17 Glavu VI i §18-20 Glavu VII. U

okviru svakog od paragrafa izvrSena je uza podela. Teoreme i formule numerisane su
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u okviru svakog paragrafa nezavisno jedne od drugih tako $to se najpre navede redni
broj paragrafa a zatim redni broj teoreme ili formule, npr. petu formulu sedmog para-
grafa obelezavamo (7.5) itd. Na kraju je dat spisak literature po abecednom redosledu.
Ukratko ¢emo izloziti sadrzaj rada po paragrafima.

Glava I je uvodnog karaktera i sadrzi osnovne ¢injenice iz teorije prostora nesimetri¢cne
afine koneksije i generalisanih Rimanovih prostora, koje su potrebne za dalje izlaganje
u disertaciji. Rezultati izneti u ovoj glavi naslanjaju se prevashodno na [2], [3], [6],
[7]-[11], [12]-[15], [29]-[45], [49], [55], [56], [61], [69]-[74], [97], [98], [101].

U §1 date su osnovne definicije i relacije koje se odnose na prostore nesimetri¢ne afine
koneksije i generalisane Rimanove prostore.

U §2 su navedene cetiri vrste kovarijantnog diferenciranja, a takodje su date i osnovne
definicije i relacije za geodezijske linije prostora nesimetri¢ne afine koneksije.

§3 je posvecen skoro geodezijskim linijama prostora nesimetri¢ne afine koneksije, kao
uopstenju pojma geodezijskih linija. Za razliku od geodezijskih linija, gde se za obe
vrste kovarijantnog diferenciranja vektora dobija ista kriva, u ovom slucaju se mogu
posmatrati dve vrste skoro geodezijskih linija, pri ¢emu je skoro geodezijska linija prve
vrste odredjena formulom (3.5a) a druge formulom (3.5b).

U §4 su izneti osnovni rezultati o identitetima Ric¢ijevog tipa, tenzorima i pseudoten-
zorima krivine prostora nesimetricne afine koneksije. Kod prostora simetricne afine
koneksije, a samim tim i kod Rimanovih prostora postoji jedan Ricijev identitet koji
se odnosi na alternirani kovarijantni izvod drugog reda i jedan tenzor krivine - Riman-
Kristofelov tenzor ( npr. [31], [109]). U slucaju nesimetri¢ne koneksije postoji deset
mogucénosti za formiranje razlike

(4.1) ay ol —at (m,p, 0,7 =1,2)

t1...ty |[m|n t1...ty MM’

T p o T

gde | i | oznacavaju dve vrste kovarijantnog diferenciranja u GAy, pa se prema tome
12
dobija deset identiteta Ric¢ijevog tipa [29], [32]. Tu se pojavljuju tri tenzora krivine data,

formulama (4.2-4), kao i petnaest pseudotenzora krivine koji su dati formulama (4.5-19).
Koris¢enjem trece i cetvrte vrste kovarijantnog diferenciranja javlja se jos jedan novi
tenzor krivine (4.22).

Tenzor deformacije koneksije i osnovne relacije izmedju tenzora deformacije konek-
sije i pet nezavisnih tenzora krivine izvedene su u §5. Ako su L?j (x) i ZZ(I) koefici-

jenti koneksije prostora GAy i GAy tada je EZ(Q?) = L}s(z) + Pli(x), (h,i,j =
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1,2,...,N). Veli¢ina Pi’} (z) predstavlja tenzor deformacije koneksije pri preslikavanju
f. Relacije (5.3-7) daju veze izmedju tenzora deformacije koneksije i pet nezavisnih
tenzora krivine.

U §6 su razmatrana konformna preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora. U
slu¢aju takvih preslikavanja osnovni metricki tenzori prostora GRy i GRy zadovol-
javaju uslov (6.1). Kristofelovi simboli druge vrste razmatranih prostora su povezani
relacijom fék = T 4 05 by + 6}, 45 — ng_k + &y, pri cemu je £, antisimetrican ten-
zor. Preslikavanje za koje je f;k = 0 zovemo ekvitorzionim. U slucaju konformnog
preslikavanja f Rimanovih prostora Ry i Ry [19], [50], [55], [83], javlja se invarijantan
geometrijski objekat - tenzor knformne krivine

Clin = R + 01 Pin — 8% Pjy + Pl gin — Plgm;

jmn n

gde je
1 1

P. — (R - =
ym = g Him 2(N — 1)

jom)

U opstem slucaju nije moguce naci uopstenje za tenzor konformne krivine pri kon-
formnom preslikavanju generalisanih Rimanovih prostora. U §7 je dobijeno pet tenzora
konformne krivine (7.17, 20, 30, 31 i 42) za slucaj ekvitorzionog konformnog preslika-
vanja generalisanih Rimanovih prostora.

Osnovne definicije i relacije iz teorije geodezijskih prelikavanja prostora nesimetri¢ne
afine koneksije i generalisanih Rimanovih prostora date su u §8. Teorema 8.1. daje
potreban i dovoljan uslov da preslikavanje f prostora nesimetri¢ne afine koneksije bude
geodezijsko. U teoremi 8.4. su dati potrebni i dovoljni uslovi da preslikavanje gener-
alisanih Rimanovih prostora bude geodezijsko. Posledice 1, 2, 3 daju relacije izmedju
osnovnih metrickih tenzora dva generalisana Rimanova prostora pri geodezijskom pres-
likavanju. U ovom odeljku dat je i osvrt na geodezijska preslikavanja Rimanovih prostora
i prostora simetri¢ne afine koneksije.

U §9 izvrSena je generalizacija projektivnih parametara Tomasa za slucaj geodezijskog
preslikavanja prostora nesimetricne afine koneksije. Dobijeni generalisani projektivni
parametri Tomasa (9.4) predstavljaju invarijantu geodezijskog preslikavanja prostora
nesimetricne afine koneksije. Takodje je data i nova karakterizacija u Teoremi 9.2.
prostora nesimetri¢ne afine koneksije koji dopustaju geodezijska preslikavanja.

U §10 su date relacije izmedju pet nezavisnih tenzora krivine prostora GAy sa odgo-

varaju¢im tenzorima krivine prostora G Ay pri geodezijskom preslikavanju teoremama
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10.1-5. U Teoremi 10.6. dat je osvrt na slucaj geodezijskih preslikavanja prostora
simetricne afine koneksije i Rimanovih prostora.

U Glavi V su obradjena neka specijalna geodezijska preslikavanja prostora nesimetric-
ne afine koneksije. Kako je u opsStem slucaju nemoguce izvrsiti generalizaciju Vejlovog

tenzora krivine [83]

(11.38) Wi =R + ﬁ(éfn Rjn — 6L NRjp),

nametnuti su neki dodatni uslovi za antisimetricni deo tenzora deformacije koneksije
pri geodezijskom preslikavanju. U §11 su obradjena ekvitorziona geodezijska preslika-
vanja prostora nesimetricne afine koneksije, tj. geodezijska preslikavanja kod kojih je
antisimetri¢ni deo tenzora deformacije koneksije jednak nuli. Ovde je dobijeno pet invar-
jjantnih geometrijskih objekata (11.10, 19, 27, 31, 37) pri ekvitorzionom geodezijskom
preslikavanju prostora nesimetri¢ne afine koneksije od kojih gijmn (0 =1,---,4) nisu
tenzori i predstavljaju parametre projektivne krivine vrste 6, dok je %ijn tenzor. U
jmn (0=1,--+,4) se uproscavaju i
date su formulama (11.11, 20, 28, 32) dok gijm ima isti oblik.

slucaju generalisanih Rimanovih prostora veli¢ine gi
n

Nametanjem drugacijih uslova za antisimetri¢ni deo tenzora deformacije koneksije u

§12 je dobijeno jos pet novih specijalnih geodezijskih preslikavanja, koja nazivamo 1;{—

dati formulama (12.12, 21, 31, 36, 41) predstavljaju

preslikavanjima. Tenzori W(]j)zjmn
uopstenja Vejlovog tenzora za slucaj Ij—preslikavanja. U slucaju generalisanih Rimano-
vih prostora oni se svode redom na tenzore (12.12", 21/, 31’, 36/, 41").

Uopstavajuéi pojam geodezijskih preslikavanja kako Rimanovih, tako i prostora si-
metri¢ne afine koneksije Sinjukov [83] uvodi pojam skoro geodezijskih preslikavanja
navedenih prostora. Pored Sinjukova, skoro geodezijska preslikavanja Rimanovih pros-
tora i prostora simetri¢ne afine koneksije izuc¢avali su i mnogi drugi autori, npr. [4],
[24], [25], [80], [84], [88], [102]. U radovima [106] i [107] obradjen je deo problematike
skoro geodezijskih preslikavanja prostora nesimetricne afine koneksije. U Glavi VI su
obradjena skoro geodezijska preslikavanja prostora nesimetri¢ne afine koneksije. U §13
se uvode dve vrste skoro geodezijskih preslikavanja prostora nesimetri¢ne afine konek-
sije 1 daju se potrebni i dovoljni uslovi da preslikavanje prostora nesimetri¢ne afine
koneksije bude skoro geodezijsko prve (Teorema 13.1.), odnosno druge vrste (Teorema
13.2.). Takodje se uvodi pojam (N-2)-projektivnih prostora i daje karakterizacija takvih

prostora u Teoremi 13.3.
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U §14 je data klasifikacija skoro geodezijskih preslikavanja prve odnosno druge vrste.
U zavisnosti od oblika funkcije ll) odnosno 127 u (13.3, 3’) dobijena su po tri tipa skoro
geodezijskih preslikavanja prve odnosno druge vrste. Teoreme 14.1. i 14.2. daju
potrebne i dovoljne uslove da preslikavanje f : GAy — GAx bude skoro geodezi-
jsko prvog tipa prve odnosno druge vrste. Teoreme 14.3. i 14.4. daju karakterizaciju
skoro geodezijskih preslikavanja prve odnosno druge vrste prvog tipa u afinom koordi-
natnom sistemu. Potreban i dovoljan uslov da preslikavanje f : GAy — GAn prve
vrste bude drugog tipa dat je u Teoremi 14.5. Relacije (14.5) i (14.6’) predstavljaju
potrebne i dovoljne uslove da preslikavanje f : GAy — GAy bude druge vrste drugog
tipa. Tredi tip prve vrste skoro geodezijskih preslikavanja karakterisu jednacine (14.8)
i (14.9) dok tredi tip skoro geodezijskih preslikavanja druge vrste karakterisu jednacine
(14.8) i (14.9").

U §15 su dati potrebni i dovoljni uslovi da preslikavanje ™ ima osobinu uzajamnosti
Teoremom 15.1., dok su Teoremom 15.3 dati potrebni i dovolni uslovi da preslikavanje
T2 ima osobinu uzajamnosti. Teoreme 15.2. i 15.4. daju osnovne jednacine skoro
geodezijskih preslikavanja prve odnosno druge vrste koja imaju osobinu uzajamnosti.
Teoremama 15.5-15.8 dati su potrebni uslovi da prostor GAy bude (N-2)-projektivan
prvog tipa.

U §16 su razmatrana preslikavanja drugog tipa T2 i T2 Date su osnovne jednacine tih
preslikavanja koja imaju osobinu uzajamnosti. Takodje su razmatrana kanonicka skoro
geodezijska preslikavanja 71?'2(6) i 72rg(e). Teoremama 16.4., 16.5. i 16.6. opisani su neki
invarijantni geometrijski objekti kanonickog skoro geodezijskog preslikavanja T2, dok su
teoremama 16.7., 16.8. i1 16.9 opisani neki invarijantni geometrijski objekti kanonickog

skoro geodezijskog preslikavanja T2

Skoro geodezijska preslikavanja treéeg tipa, kako prve tako i druge vrste obrad-
jena su u §17. Date su osnovne jednacine skoro geodezijskih preslikavanja obe vrste
koja raspolazu osobinom uzajamnosti. Konstruisana su i neka specijalna preslikavanja
7{'2(6, 0) i 7272(6, ) i u oba sluc¢aja odredjeni invarijantni geometriski objekti formulama
(17.17) i (17.17").

Poslednja Glava VII ove disertacije posvecena je generalisanim Kelerovim prostorima
i njihovim preslikavanjima. Izuc¢avanjem Kelerovih prostora i njihovim preslikavanjima

bavili su se mnogi autori, kao na primer K. Yano [102]-[104], M. Prvanovi¢ [57], [58], [60],
J. Mikes [21], [25], [26], [28], V. V. Domasev [5], N. Pusic [65]-[68], T. Otsuki i Y. Tasiro
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[51], S. S. Pujar [63], [64], Sinjukov [85]... Generalisanim Kelerovim prostorom GKy
zva¢emo generalisani N-dimenzioni Rimanov prostor s osnovnim metrickim tenzorom
gij, pri cemu u opstem slucaju vazi g;; # g;i, u kome postoji skoro kompleksna struktura

F(z), tako da je

h _ h
(18.2) Fy () F (x) = =47,
(18.3) 9o FYE} = g1y, 92 = gP4F,F],
(18.4) Fly=0, (0=1,2),

0

pri ¢emu | oznacava kovarijantno diferenciranje vrste 6 izvedeno u odnosu na osnovni
metricki t%nzor gij. Teoreme 18.1, 2, 3, 4 daju osnovne relacije izmedju geometrijskih
objekata generalisanog Kelerovog prostora.
U §19 obradjena su holomorfno projektivna preslikavanja generalisanih Kelerovih
prostora. U Teoremi 19.1. dat je invariantan geometrijski objekat takvog preslikavanja.
Ekvitorziona holomorfno projektivna preslikavanja obradjena su u §20. Za takva
jmny (0=

( =1,---,4) nisu tenzori, dok je HPT/g/i

preslikavanja pronadjeno je pet invarijantnih geometrijskih objekata H PVeVi
1,---,5), pri ¢emu veli¢ine HPVXZ'
tenzor. Velicine H PV(E/i

jmn> jmn>

jmn» (@ =1,---,5) opisane su teoremama 20.1 — 20.5.

Ova disertacija je uradjena pod rukovodstvom dr Svetislava Minci¢a. Cast mi je
da mu se zahvalim na velikoj i svesrdnoj pomo¢i koju mi je pruzio u toku izrade dis-
ertacije, prate¢i ceo tok izrade, procenjujuci rezultate do kojih sam dolazio i korisnim
primedbama i sugestijama dao veliki doprinos kona¢noj verziji disertacije.

Takodje bih iskoristio priliku da se zahvalim dr Milevi Prvanovi¢ na podrsci, korisnim
sugestijama i primedbama u mom nauc¢nom radu.

Zahvaljujem se i svim kolegenicama i kolegama sa odseka za Matematiku i Fiziku
Prirodno-matematickog fakulteta koji su svojim sugestijama i primedbama pomogli
ostvarenju ovog rada.

Posebno bih se zahvalio svojoj porodici na razumevanju, odricanju i podrsci koju mi

je nesebicno pruzala prlikom izrade ove disertacije.

mr Miéa Stankovié
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Glava 1

PROSTORI NESIMETRICNE AFINE KONEKSIJE
1. Uvodni pojmovi i relacije
1.1. Prostori nesimetriéne afine koneksije

U ovoj glavi bic¢e izlozeni osnovni rezultatii iz teorije prostora nesimetri¢ne afine
koneksije i generalisanih Rimanovih prostora. Ovaj odeljak se oslanja prevashodno na
2], [3], [7]-[11], [12], [13], [29]-[45], [49], [55], [56], [61], [71]-[74], [97], [98], [101]. Neka
je na N-dimenzionalnoj diferencijabilnoj mnogostrukosti [6], [14], [15], [69], [70] zadat
sistem veli¢ina Lé.k,(xl, ..., zN), ¢ije se komponente pri promeni lokalnog koordinatnog
sistema transformisu po zakonu:

(11) L;l/k/<$/) = ;k(.’ﬁ)lexz/x]]z/ +x§l$§'/k/,

gde smo oznacili

i i’ 2,4
' U9t T T gt IR T gad gk

pri cemu su (z%) i (z'') dve vrste lokalnih koordinata. Takva mnogostrukost se zove
prostor afine koneksije. Ako u opstem slucaju vazi

(1.3) in(@) # Ly (@)
imamo prostor nesimetricne afine koneksije [8], [32] koji ¢emo oznacavati GAy.

Velicine L;k(x) su koeficijenti koneksije prostora GAy.
Oznacimo

(14) () = (i) + Iy ()

simetri¢ni deo a

(15) () = (i) — Ly ().
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antisimetri¢ni deo koeficijenata koneksije. Tada je

jr(®) = Lj(@) + Lix(x).

Vv

Simetricni deo L%, (z) se transformise na isti nacin kao L’ (z), dok se antisimetricni

deo L;k(x) transformise kao tenzor. To je tenzor torzije prostora GAy. Znadi,
\

veli¢ine L; () mozemo posmatrati kao koeficijente simetri¢ne afine koneksije na istoj

diferencijabilnoj mnogostrukosti kao u slu¢aju GAy. Tada dobijamo prostor simetri¢ne

afine koneksije GAY;, za koji kazemo da je pridruzen prostoru GAy.

1.2. Generalisani Rimanovi prostori

Generalisani Rimanov prostor prema Eisenhartu [8]-[10] je N-dimenzionalna
diferencijabilna mnogostrukost na kojoj je zadat u opstem slucaju nesimetrican os-
novni metricki tenzor g;;(z',...,z"), pri ¢emu je det (g;;(z)) = g(x) # 0.

Takav N-dimenzionalni prostor obelezava¢emo GRy. Ukoliko je osnovni metricki
tenzor g;;(x) simetrican dobijamo obican Rimanov prostor koji ¢emo obelezavati
Ry.

Osnovne definicije i relacije koje se odnose na GRy date su npr. u [9], [10], [32], [49],
[53].

Zmaci, za osnovni metricki tenzor u opstem slucaju vazi

(1.6) gij(x) # gji().

Simetri¢ni deo tenzora g;;(z) oznacavamo sa g;;(z) a antisimetriéni g;;(x), tj.
- v

A1) gy = 5l g o) = 5 (0() — g5(@))

Spustanje i dizanje indeksa u GRy definise se pomocu tenzora g;;(x) i g“(x),

gde je ¢2(z) definisan pomocu

(1.8) 9ij (2)g?%(x) = 6}

a 0% je Kronekerov simbol. Kako je prema (1.8) matrica ||¢g”(z)|| inverzna matrici
||gi;(x)|| mora biti zadovoljen i uslov

(19) g(x) = det (g,5(x)) # 0.

Oznac¢imo obi¢no parcijalno diferenciranje zapetom, npr.

8 i\ L
gij () = %;(k ),
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Generalisane Kristofelove simbole 1. odnosno 2. vrste definiSemo redom relacijama

(1.10) Ui jw(z) = %(gik,j (@) + gji k() = Gjk,i(x)),
(111)  Ti(r) = @) (@) = 500) Gk (1) + gk (7) — Gyt (s)

U opstem slucaju vazi

(1.12) ik (7) gia (2) = Tijr(x),  Tijr(e) # Tigj(2).

Polazeé¢i od zakona transformacije tenzora g;;(x) pri prelasku sa sistema lokalnih

koordinata z’ na sistem 2’ uz oznake (1.2) dokazuje se [74] da vaze sledeéi zakoni
transformacije generalisanih Kristofelovih simbola

(1.13) Div o (@) =Tin(@)al,al af, + gij(@)al 2l
(1.14) F; /k/(x/) — F;k(a?).’l?z w;,wllz/ +$; fl:j'/k/.

Za generalisane Rimanove prostore vazi [32], [46]

Teorema 1.1. Ako je g(x) = det (g:;(x)) onda u GRy vaZi

(1.15) () = Ta(e) = 5 pinflg(a)].

1z poslednje relacije sledi da za generalisane Rimanove prostore GRy vazi [32]

(1.16) o (z) = 0.

Ocigledno je da prostor GRy predstavlja specijalan slucaj prostora GAy.
2. Kovarijantno diferenciranje i geodezijske linije
2.1. Kovarijantni izvodi, apsolutni izvodi i paralelno pomeranje
Zbog nesimetricnosti koeficijenata koneksije, moguce je kod prostora sa nesimetric-

nom afinom koneksijom definisati viSe vrsta kovarijantnog izvoda tenzora. Na primer
za tenzor a;! [ definiSemo [32], kovarijantni izvod prve vrste :

T1...Ty _ Toz 1PTa+1--
a at1 tv,m+g L atl

tl...tv \m

v
_ p T1.
(2.1) E Ltﬁmatl ts 1ptap1. by
a=1
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kovarijantni izvod druge vrste:

T1...Ty _ . T1. T r1...Ta—1PTa41---Tu
a =ay " +E Lay, s

t1~~-tv \m
2

(2.2) - ZLmtgatl s 1ptpyn..

Dalje se uvode treéa i Cetvrta vrsta kovarijantnog diferenciranja [35] tako sto
kod trece vrste sa kontravarijantnim indeksima postupamo kao kod prve a sa kovari-
jantnim kao kod druge vrste kovarijantnog izvoda, dok kod cetvrte vrste postupamo sa
indeksima obrnuto od trece vrste. Znaci kovarijantni izvod trece vrste za tenzor

a;! 7 definiSemo formulom

T1...Ty . T Ta—1PTa41---Tu
Qg = 0y e E :L ar, i,

3
v
(2 3) _ Lp aTl...Tu
. z : mtgt1...tg_1ptpy1...ty
a=1

a kovarijantni izvod ¢etvrte vrste formulom

o Te T1e-Ta—1PTat1l.--Tu
= atl m T E :meatl...tv

(2.4) - Z Ltﬁmatl o 1Ptag1. by

Kovarijantni izvod tenzora je tenzor kovarijantnosti za jedan vece, a takodje vaze
poznata pravila za kovarijantno diferenciranje. Dve vrste kovarijantnog diferenciranja
koristi A.Einstein [7] (u vezi sa jedinstvenom teorijom polja), M.Prvanovi¢ [55], [56] (za
specijalne nesimetri¢ne koneksije, pridruzene na odredjeni nac¢in obicnom Rimanovom
prostoru) i drugi.

S.Min¢ié je u [32] dokazao sledece teoreme:

Teorema 2.1. Tenzor g;;(x) je kovarijantno konstantan u odnosu na obe vrste difer-
enciranja (2.1,2), tj. vazi:

(2.5 a,b) gg\m(ﬂi) =0, Qg|m(l’) = 0.
1 2

Teorema 2.2. Za Kronekerov simbol vazi

(2.6 a,b) 8t m(@) =0, &%, () =0.
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Teorema 2.3. Tenzor gﬂ(x) je kovarijantno konstantan u odnosu na obe vrste difer-
enciranja (2.1), tj. vazi:

(2.7 a,b) g ‘m(x) =0, g |m(:1:) =0.

(2.8) ' =2'(t), (i=1,2,..,N)

pri ¢emu je u tackama te krive definisano vektorsko polje a’*. Mogu se definisati dve
vrste apsolutnog izvoda [32] vektorskog polja a’ po parametru ¢ duz krive [ u GAy:

Da’ a
0 L Y

20 —_— —
(2.9) Dt al“ dt ’

i dve vrste apsolutnog diferencijala

(2.97) Da' =a' dz%, 6=1,2,
0 |

0

Prema tome postoje i dve vrste paralelizma vektorskog polja u GAy [13], [32].
Vektorsko polje je paralelno polje prve vrste (druge vrste) duz [ ako i samo ako
je njegov apsolutni izvod prve vrste (druge vrste) jednak nuli duz I.

2.2. Geodezijske linije

Neka je kriva [ zadata u parametarskom obliku jednacinama (2.8). Vektorsko polje
©"(t) je rekurentno vrste 0, (§ = 1,2) duz krive [, ako je u svakoj njenoj tacki ispunjen
uslov

B dx"

(2.10) PO (E) = p(t)e" (1), N'(t) = — (0=1,2h=12.,N).

0

Ovde je p(t) neka invarijanta, a leva strana je kovarijantni izvod vrste 6, (0 = 1,2)
vektorskog polja " () u pravcu tangentnog vektora A*(¢) krive [. Uslovi (2.10) imaju
tenzorski karakter pa su invarijantni u odnosu na izbor sistema lokalnih koordinata u
GAxn (GRy), parametra t krive | i zamenu vektorskog polja ¢"(t) kolinearnim vek-
torskim poljem @"(t) = o ()" (t).

Za krivu [ zadatu u obliku (2.8) kazemo da je geodezijska linija prostora GAy
(GRy), ako je tangentno vektorsko polje A*(¢) te krive rekurentno duz nje, tj.

(2.11) AV BA(E) = p(t)A" (1), (0=1,2; h=1,2,..,N).

6

Tada se u odnosu na obe vrste kovarijantnog diferenciranja dobija ista jednacina

h
(2.12) P L @) A0A (1) = oA (1)
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pri ¢emu je p(t) invarijanta. Kako je

dz"
N(t) = ——
( ) dt Y
dobijamo
d?xh h dx"
_— @ B — —_— —
(2.13) o T Lap(@) A% (OA(E) = p(t)—~, (ha,6=1,2,...N).
Dakle, vazi

Teorema 2.4. Kriva | prostora GAxy (GRy) je geodezijska linija ako i samo ako
funkcije (2.8) zadovoljavaju sistem diferencijalnih jednacina (2.13).

Parametar 7 za koji tangentni vektor \"(7) umesto jednacina oblika (2.11) zadovol-
java jednacine oblika

(2.117) M (DX(r) =0, (0=1,2; h=1,2,...N).

|
)

zovemo prirodnim (kanonic¢kim) parametrom geodezijske linije. Dakle, kao i malopre
vazi

Teorema 2.5. Kriva | je geodezijska linija prostora GAnx (GRy) ako i samo ako
funkcije

(2.14) ih=z"(r), (h=1,2,..,N),
gde je T kanonicki parametar, zadovoljavaju sistem diferencijalnih jednacina

d2zh di® di P

h _— =
(2.15) o + Los(®) TR

To je sistem obic¢nih diferencijalnih jednacina drugog reda. Na osnovu poznatog stava
iz teorije diferencijalnih jednacina [52], [97] za date pocetne uslove

- B dzh ~
wh(TO) = 9587 ?(TO) = Ag

u prostoru GAyx (GRy) klase C” (r > 2) taj sistem ima jedinstveno resenje. Prema
tome vazi sledeca

Teorema 2.6 ([8]) . Kroz datu tacku My(Z}) prostora GAx(GRy), u datom pravcu
A& postoji tacno jedna geodezijska linija.
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3. Skoro geodezijske linije
prostora nesimetri¢cne afine koneksije

Uopstavajuéi pojam geodezijskih linija prostora simetri¢ne afine koneksije i Rima-
novih prostora, Sinjukov dolazi do pojma skoro geodezijskih linija [80], [83]. U ovom
odeljku ¢emo izneti rezultate koji se odnose na skoro geodezijske linije prostora nes-
imetri¢ne afine koneksije, a koji su ve¢ objavljeni u okviru radova [90] - [92].

Neka je dat prostor nesimetriiie afine koneksije GAy. Tada u odnosu na sistem

lokalnih koordinata z!, 22, ..., 2"V mozemo posmatrati krivu [ zadatu u parametarskom
obliku jednac¢inama:

dz"
(3.1) e =gh(t),  A(t) = — #0.

M-dimenzionalni vektorski prostor E);, zadat u proizvoljnoj tacki P prostora G Ay,
koji, prirodno, pripada tangentnom prostoru Tp prostora G Ay, nazivamo M-dimen-
zionalnom raspodelom.

Raspodelu dvodimenzionalnih ravni Fy zadatu na krivoj [ nazivamo 1-komplanar-
nom (2-komplanarnom) duz te krive, ako proizvoljan vektor p?, koji pripada Es u
nekoj tacki Py krive [ kao rezultat paralelnog prenosa prve (druge) vrste u GAy duz
[ u tacki P daje vektor ph koji takodje pripada E5 u tacki P. Oznac¢imo sa p?l) i p?z)
bazne vektore! raspodele Es.

Tada vazi

Teorema 3.1. Potreban i dovoljan uslov 1-komplanarnosti raspodele Eo duZ krive [
1zrazen je relacijom oblika

1
a 2-komplanarnosti

h a_ (B), h : _
(3:2b) Py A = 40y Psy, (BB =1,2),
2
pri cemu Su 38)), (0 =1,2) funkcije parametra t.

Dokaz. Neka je raspodela Fs 1-komplanarna. Tada se pri paralelnom prenosu prve
vrste baznog vektora raspodele Fo p?i) (i = 1,2) dobija vektor koji je s njim parale-
lan, tj. vektor koji takodje pripada raspodeli Fs, pa se moze predstaviti kao linearna
kombinacija vektora p?i), tj. vazi (3.2 a).

Obratno, neka za bazne vektore p?i) vazi relacija (3.2 a) i neka je p" = f(ﬁ)p?ﬁ)

proizvoljan vektor raspodele E5. Tada imamo

R yo _ (B).h a _ (u),(B), h
PllaA" = 7p(g) A" = ¢ 05,
1 1

'ndeks u zagradama znaéi da on nema tenzorski karakter.
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tj.
Pl A" € By
1

Sto znaci da je raspodela Fo 1-komplanarna. Analogno se dokazuje tvrdjenje za 2-kom-
planarnost. |
U formulama (3.2 a,b) na desnoj strani se podrazumeva sumiranje po ponovljenim

indeksima, || oznac¢ava kovarijantno diferenciranje prve vrste, || kovarijantno diferenci-
1 2

ranje druge vrste u GAy. Svojstvo #-komplanarnosti (§ = 1,2) raspodele E? ne zavisi
kako od parametra t tako i od izbora sistema lokalnih koordinata.

Krivu [ éemo zvati skoro geodezijskom linijom prve (druge) vrste, ako duz [
postoji komplanarna raspodela E» kojoj u svakoj tacki pripada tangentni vektor A (¢) te
krive. Ova definicija predstavlja uopstenje odgovarajuce definicije za prostore simetri¢ne
afine koneksije [79].

Teorema 3.2. Krival prostora GAy zadata jednacinama (3.1) predstavlja skoro geodez-
yjsku liniju vrste 0 tada i samo tada, kada je

(3.3) A(t) = b(a)( Op(H (1), (0,0=1,2)

gde su 10)(")(75) neke funkcije parametra t, a za vektore p?i)(t) (i = 1,2) su ispunjeni
uslovi (3.2 a,b).

Dokaz. Neka vazi (3.3). Tada

Niia" = B b0 = 00 pl
1
tj.
)\h(t) € Fy

pa je kriva [ zaista skoro geodezijska linija prve vrste. Da je uslov (3.3) dovoljan da
kriva [ bude skoro geodezijska linija druge vrste zakljucuje se analogno. ]

Osobina da je kriva [ skoro geodezijska linija prve (druge) vrste prostora GAy je
invarijantna u odnosu na izbor koordinatnog sistema i parametra na krivoj, pa je to
¢isto geometrijska osobina.

Iz (3.2 a,b) nije tesko naéi diferencijalne jednacine skoro geodezijskih linija prve
odnosno druge vrste prostora GAy.

Oznacimo
« Nh o4
(3.4 a) )\(1) =A Hoz)‘ ) )‘(2) - A(l)lla)‘ ’
(3.4 b) Xy =A HaA“a o) = A(1>||a”¥-

Lako se pokazuje sledeca

Teorema 3.3. Vektor: )\(1) 1 )\(2), (0 = 1,2) pripadaju raspodeli Eoy u svakoj tacki

skoro geodezijske linije [.
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Dokaz. Iz (3.4 a) se vidi da je vektor )\(1) dobijen paralelnim pomeranjem vektora

M duz skoro geodezijske hnlJe | pa prema definiciji skoro geodezijske linije pripada
raspodeli Es, dok je vektor )\(2) dobijen paralelnim pomeranjem vektora {\?1) duz [ pai

on pripada raspodeli F5. Ostatak teoreme se analogno pokazuje. |

Teorema 3.4. Potreban i dovoljan uslov da kriva | prostora GAy definisana jednaci-
nama (3.1) bude skoro geodezijska prve vrste izrazen je relacijom

(3.5 a) X(2) = ?( HA" + ?(t)g?l)
pri cemu su q(t) zl_l)(t) neke funkcije parametra t.

Dokaz. Ako je kriva [ geodezijska dokaz je trivijalan. U slucaju kada kriva [ nije
geodezijska linija prostora GAy A (t) i )\(1)( ) su linearno nezavisni pa se mogu uzeti za

bazne vektore raspodele Fy. Kako prema Teoremi 3.3 vektor )\(2)( ) pripada raspodeli

E5 to se on moze predstaviti kao Inearna kombinacija baznih vektora raspodele Fs, tj.
u obliku (3.5 a).
Obratno, neka postoje funkcije ?(t) i lla(t) takve da se vektor {\?2)(75) moze predstaviti

u obliku (3.5 a). Vektor )\(1)( ) po definiciji dobijen paralelnim pomeranjem prve vrste

vektora A"(t) duz krive [ a vektor )\(2)( ) paralelnim pomeranjem prve vrste vektora

%?1) (t), sto znaci da je vektor i\’é)( ) dobijen paralelnim pomeranjem prve vrste vektora

M (t) duz krive I. Prema (3.5 a) zaklju¢ujemo da vektor ??2)(15) pripada raspodeli

Ex{\"(t), )\(1)( )}, tj kriva [ je skoro geodezijska linija prostora GAy. |
Analogno se pokazuje

Teorema 3.5. Potreban i dovoljan uslov da kriva | prostora GAn definisana jednaci-
nama (3.1) bude skoro geodezijska druge vrste izraZen je relacijom

(3.5 b) X?2) =a(t A" +§( ))\(1)
pri cemu su g(t) zé(t) neke funkcije parametra t.

Prema tome (3.5 a) i (3.5 b) predstavljaju diferencijalne jednacine skoro geodezijskih
linija prve odnosno druge vrste prostora GAy.

Teorema 3.6. Jednacine (3.5a) i (3.5b) su invarijantne u odnosu na izbor sistema
koordinata u GAn i parametra t krive [.

Dokaz. Kako jednacine (3.5 a) i (3.5 b) imaju tenzorski karakter to su one invarijantne
u odnosu na izbor koordinatnog sistema. Posle prelaska na skoro geodezijskoj linije prve
vrste prostora GAp, od prvobitnog parametra ¢t na novi 7 po zakonu

df( )

(3.6) T = [f(t), 70,
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jednacine (3.1) dobijaju oblik
(3.7) ih =z (1),

a uslovi (3.5 a)

<h o ~ Ih
(3.8 a) o) = Cll(T) + ?(T)i‘(lw
gde je
< " 5 Sho 3
h h _ \h «
(3.9) = A = MA% Ay = Alyjed”
1 1

pri cemu je lako videti da je

. M0 PO 00+ H050
G100 =g gy 100 P
Time je teorema dokazana. ]

Iz (3.10) zakljuéujemo da za proizvoljnu skoro geodezijsku liniju prve vrste prostora
G AN parametar 7 moze biti izabran na taj nacin da je

(3.11) é(f) = 0.

Takav parametar zovemo prvim kanonickim parametrom skoro geodezijske linije
prve vrste.

Na taj nac¢in ako funkcije (3.7) daju parametarsko predstavljanje skoro geodezijske
linije prve vrste prostora GAx u odnosu na prvi kanonicki parametar, to znaéi prema
(3.5 a,11) da je za njih ispunjen uslov

(3.12) /\(2) alt H)AR,
Prema definiciji kovarijantnog izvoda prve vrste vektora duz krive sledi

Teorema 3.7. Jednacine (3.7) definisu skoro geodezijsku liniju prve vrste tada i samo
tada kada funkcije 3" (7) zadovoljavaju jednacine

dih(r) <, d\" (1) —h aip
o =\", 7 =—L, ()/\)\ +)\(1),
(3.13) ’“’h
1 _h aipB ~ h
dr ( ))‘ >‘(1) ( )A :

Jednacine (3.13) predstavljaju diferencijalne jednaéine skoro geodezijskih lin-
ija prve vrste prostora GApy, u odnosu na prvi kanonicki parametar.
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Za proizvoljno zadate pocetne uslove
#(ro) =5, A'(70) = Ap, %\'&)(To) = 053?1)
jednacine (3.13) imaju jedinstveno resenje [52], [97]. Dakle vazi

Teorema 3.8. Kroz svaku tacku My s koordinatama a:g prostora GAy, u svakom
tangentnom praveu A} pri zadatom pravcu vektora prve normale o)i?l) prolazi tacno

jedna skoro geodezijska linija prve vrste.
Analognim razmatranjem dobijamo

Teorema 3.9. Jednacine (3.7) definisu skoro geodezijsku liniju druge vrste tada i samo
tada kada funkcije 2"(1) zadovoljavaju jednacine

~h B h . o _
dz (7') _ )\h) dA (T) _ _LZB(x) /\&)\,6’ _|_)\€L1)’
(3.13) dr dr 2
' A\
2(1) +h YayB ~ \h
22 = T () N30 + (A

Takodje vazi

Teorema 3.10. Kroz svaku tacku My s koordinatama x’(} prostora GAy, u svakom
tangentnom praveu A} pri zadatom pravcu vektora prve normale 0)5?1) prolazi tacno

jedna skoro geodezijska linija druge vrste.

Ukoliko parametar 7 izaberemo tako da je (Iz(t) = 0, takav parametar nazivamo

drugim kanonickim parametrom. Tada iz (3.5 a,b) sledi

Teorema 3.11. Jednacine skoro geodezijskih linija prve vrste u odnosu na drugi kano-
nicki parametar imaju oblik

(3.14 a) 5\?2) = 1;7(75)5‘?1)
a druge vrste



22 1. Prostori nesimetricne afine koneksije

4. Identiteti Ricijevog tipa, tenzori i pseudotenzori krivine
4.1. Tenzori i pseudotenzori krivine

Kod prostora simetriéne afine koneksije, a samim tim i kod Rimanovih prostora
postoji jedan Ricijev identitet koji se odnosi na alternirani kovarijantni izvod drugog
reda i jedan tenzor krivine - Riman-Kristofelov tenzor ( npr. [31], [109]). U slucaju
nesimetri¢ne koneksije postoji deset mogucénosti za formiranje razlike

(4.1) ay T —ajt (m,p, 0,7 =1,2)

t1...t, | Mm|N t1...ty [n|m?

T p o T

gde | i | oznacavaju dve vrste kovarijantnog diferenciranja u GAy definisanih sa (2.1),
1 2

pa se prema tome dobija deset identiteta Ricijevog tipa [29], [32]. Tu se pojavljuju tri
tenzora krivine:

(42) ﬁzjmn = L;m,n - L;'n,m + Ljo'[mLzyn - L?nL;L)zm7
(4.3) Bjmn = Linjn = Lnjm + LinjLna — LnjLma,
(44 Bl = Ly = Ljn + L Lia = Ly Lo + L (Lo = Lja):

kao i petnaest veli¢ina, koje nisu tenzori, ali po svom obliku, na¢inu na koji su dobivene
i ulozi u identitetima ”lice” na tenzore krivine pa su u [29] nazvane pseudotenzorima
krivine:

(4.5) A'jun = Lo = Linm + L L — L5 L
(4.6) Ajrin = Ljmn = Linm + LingLon — L3 Lo
(4.7) Ajn = Lunjn = Lijom + Linj Lo — g Lo
(4.8) A'jrun = Linjin = Lujm + L g — L5, L.
(4.9) Ay = Ly = Loy + LimLon — L5 Ly
(4.10) A jrin = Limn = Lujm + Lo Lna = L5 L,
(4.11) Ajn = Limn = Linm + L Lo = LjnLina
(4.12) Ajrin = Ljmn = Linm + LingLon — L Lo
(4.13) A jrin = Limn = Lujm + Lim Lan — Lo Lo,
(4.14) Al = Limn = Lojom + L Lo = L5 Ly
(4.15) A'jrun = Linjn = Linm + LinjLna = LS Lias
(4.16) Alnn = Linjn = Linm + LiniLin — L Lina
(4.17) A'nn = Linjn = Lnjom + L Lo = Loy L
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(4.18) At =Lt — L. 4+ LY L\ —L*L!

14 jmn mj,n nj,m jm—~naoa nj -~ mao
7 . ) % leY 7 a 711
(419) ‘L!:) jmn ij n Lng m + ijLna Lnchmw

Mogu se takodje posmatrati razlike

T1..Ty o r1Ty _
(420) aiﬁl...tqu |m|n atl...tv |n|m? (ﬂ-’p’ 0, T = 3’4)
T p o T

gde su | i | treéa i cetvrta vrsta kovarijantnog diferenciranja u GAy. U deset, na taj
3 4

nacin dobijenih identiteta Ricijevog tipa pojavjluju se isti tenzori i pseudotenzori krivine

kao kod prve i druge vrste kovarijantnog diferenciranja, samo u drugacijim kombinaci-

jama, kao i jedan novi tenzor krivine [35]:
(4.21) R jin = Limn = Ljm + L Lo = L5 Lo + Ly (Lo — Lia)-

jm jm,n nj,m jm—~na nj~am

U [31] date su veze izmedju tenzora i pseudotenzora krivine prostora GAy i tenzora
krivine
(4.22) R =L . —L' +L% L' — L& L

jm jm,n jn,m jm~an jnam>

pridruzenog prostora simetri¢ne afine koneksije.
4.2. Izvedeni tenzori krivine

Izvesnim kombinacijama Identiteta Ri¢ijevog tipa u [34] su dobijeni slozeni identiteti
Ricijevog tipa u kojima se pojavljuju novi tenzori krivine ]1%, - ]g—;{, pri cemu je:

(4.23)

=
|

E
_|_
E

SA+4)

Vimn = 5 "jmn = jmno
(121 fi%mf%%”é)%mn:%(é*é)%mm
42) By = 5 A= 5 W
(4.26) ?mn:$R+é+mﬂm:3w+é+Ahww
(4.27) B = (A= D = Al = = A — (A A
428) B = A= D~ Aom = A = A+ D
(4.29) 5ijmn (fgl é)zjmn + ézgnm = Aijmn + (é - é)ijnnw
(4:30) B = (At A+ Al = AT+ (A= A

a tenzori ]1%, . ]8% nazivaju se izvedenim tenzorima krivine.

Medju dvanaest tenzora krivine ]1%, ...,i%; ]1%, ...,]8%, pet je nezavisno, a svi ostali se

mogu izraziti preko njih i tenzora krivine pridruzenog prostora simetricne afine koneksije
[37]. Dakle svih dvanaest tenzora krivine mozemo izraziti kao linearne kombinacije
npr. tenzora }12, ey i%, 15;1’ = ]2% i tenzora krivine R pridruzenog prostora simetri¢ne afine

koneksije.
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Glava 1II

PRESLIKAVANJA PROSTORA NESIMETRICNE
AFINE KONEKSIJE

5. Tenzor deformacije koneksije i osnovne relacije
izmedju tenzora krivine

5.1. Tenzor deformacije koneksije

Neka su dati prostori nesimetricne afine koneksije GAy i GApy i preslikavanje f :
GAN — GApn. Ako tacka M ima u GAy lokalne koordinate (z'), a njoj odgovarajuca
tacka M po preslikavanju f ima lokalne koordinate (Z°), pretpostavljamo da je

(5.1) ' = fit, . 2N, (h=1,2,...,N)

pri éemu funkcije f*(x!,...,2"V) pripadaju klasi C” (r > 2) i

af!
det (833’) # 0.

Prostore GAy i GAy razmatramo u zajednickom po preslikavanju f, sistemu lokalnih

koordinata: x',22, ...,2". Komponente koneksije prostora GAyx i GAn u odgovaraju-

¢im tackama M (z) i M(z), po preslikavanju f oznacimo sa L?j (x) i EZ(I') i stavimo

(5.2) Li(x) = LM(x) + Pi(z),  (hi,j=1,2,..,N)

)

Kako je
h' no_ —h / h' /
P,L/J/(.T) —LZ/]/(I) —Ll/‘]/(x)

to iz zakona transformacije komponenata koneksije L?j (z) i L;;(x) imamo:

Pi}f;-/ (z') = P! (z)z mﬁ,x;, :
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pa je P,L’;(:c) tenzor tipa (;) koji nazivamo tenzorom deformacije koneksije L pros-

tora GApn pri preslikavanju f.

5.2. Tenzor deformacije koneksije i tenzori krivine prve vrste

U prostoru GAy postoji pet nezavisnih tenzora krivine R’ a=1,..6 (v. §4).
(07

Neka je PZ-’;- tenzor deformacije koneksije prostora GAy pri geodezijskom preslikavanju

jmn>

f na prostor GCy, tj. neka izmedju komponenata koneksije LZ(:ZJ) i f?j (z) prostora
GAxn i GAy vazi relacija (5.4). Uspostaviéemo veze izmedju odgovarajuéih tenzora
krivine prostora GAyx i GAn.

Prema (4.2) i (5.2) za tenzor krivine prve vrste prostora GAy imamo

—1 -1 —a =1 —a =1

53mn = ij,n - Ljn,m + ijLom - LjnLam
= (L;m + P;m):” - (L;n + P;n),m + (L?m + chfm)(Lj)m + P(;n)
- (L;'Xn + Pjoéz)(Lf)zm + Pémz)?
- _ | | | | | .
53mn = ?ljmn + P;m,n + LlanPjO;n - Ljanpozcm - L?nnP;a + L(Tlnnpj?a
+Pjo;nPolm - Pﬁmpozzm‘
Prema (2.1) prethodna relacija postaje
(53) ‘?;mn = ‘Z.iiljmn + P;m|n - ]Zn|m + Pﬁmpclxn - chfnpém + 2L%®nP}a'

1 1 v

Dakle vazi

Teorema 5.1. Veza izmedju tenzora krivine prve vrste prostora GAy i GAx data je
relacijom (5.3) pri cemu je P{]‘- tenzor deformacije koneksije preslikavanja f, L?j tenzor

\%

torzije koneksije, dok | oznacava kovarijantni izvod prve vrsty u odnosu na L.
1

5.3. Tenzor deformacije koneksije i tenzori krivine druge vrste
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Prema (4.3), (5.2) i (2.6) za tenzor krivine druge vrste prostora GAy imamo

R
2

% —1 —o =1 —o =1
mj,n Lnj,m + LmjLna - Lnija

= (L:nj + Prznj)yn - (L%j + P;Lj),m + (Lranj + PT(r)’[Lj)(L;L’La + P;La)
- (L%j + Pr?j)(Lfta + P;na%

imn

odakle sledi

(54) gzmn = gijmn + Prinj|n - Priﬂm + Pr?széoz - P?’?jP'Ii’LOé + QLszgg
2 2 v

Dakle dokazana je

Teorema 6.2. Veza izmedju tenzora krivine druge vrste prostora GAx i GAy data
je relacijom (5.4) pri cemu je Pi’;- tenzor deformacije koneksije preslikavanja f, a L?j

tenzor torzije koneksije.

5.4. Tenzor deformacije koneksije i tenzori krivine trece vrste

Uspostavimo sada vezu izmedju tenzora krivine treée vrste prostora GAy i GAy.
Prema (4.7) i (5.2) za tenzor trece vrste prostora GAp imamo
7 —o =1 —o =1 —o ;
nj,m + ijLna - LnjLam + 2anLZaj
Vv

- (L;m + P;m>7" - (L;] + P’rlzj)ﬂn + (L?m + Pﬁm)(L;La + Pflwz)
- (ng + ng)(fom + POZtm) + Q(Lgm + Pv(zlm)(L?sz + Pczyj)v

RZ‘ — L]m7n - L

g Jmn

odakle dobijamo

;;mn:fg{bjmn—’—P;nﬂn_ Zj\m—i_Pj{);nP:La_ngPoizm
(5.5) , : ,1
+2P% L.+ 2P, PL..
v v

Dakle vazi

Teorema 5.3. Veza izmedju tenzora krivine treée vrste prostora GAy i GAy data
je relacijom (5.5) pri ¢emu je PZ-ZL- tenzor deformacije koneksije preslikavanja f, a Llhj

tenzor torzije koneksije.

5.5. Tenzor deformacije koneksije i tenzori krivine cetvrte vrste

Prema (4.2), (5.2) i (2.3,4) za tenzore krivine ¢etvrte vrste analogno kao u odeljku
5.4. dokazujemo da vazi sledeca
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Teorema 5.4. Veza izmedju tenzora krivine cetvrte vrste prostora GAn 1 GAy data
je relacijom

R =R+ Pl — Phiion + P Pro — PSSP
4 Jmn mn jm|n

4 nj|lm im* na njt am
(56) a 71 j @ i 1
+ 2P, Ly + 2P, Py
v v

pri cemu je P[JL. tenzor deformacije koneksije preslikavanja f, a L?j tenzor torzije konek-

.. v
sije.

5.6. Tenzor deformacije koneksije i tenzori krivine pete vrste

Prema (4.11), (4.17) i (4.24) za tenzor krivine pete vrste prostora GAy imamo

— =~ 1 - 1 —i —i —a —i
R, ~=R=—-(A+ A,  ==(L —L + L. L

9\ 13/ Jmn 2 jm,n jn,m im—~an
o =1 —1 —1i

2
- Ljana + Lmj,n - Lnj,m + LmjLna - LnjLam)
tj.
i Lo i i i
5jmn = 5[(L3m + ij),n - (Ljn + Pjn),m

+ (LG + i) (Ln + Pan) = (L + Pi)(Lina + Prg)
- (Linj + P?i@j),n - (L;j + Prij),m
+ (Lonj + Prj) (Lo + Pro) — (L + Pry) (Lgym + Pam)]s
odakle je
R = E(L? - 4+ L% L' —L*L' 4+ Lt

5Jmn 9\ Tgm,n Jjn,m Jjm~an Jjn—mao mj,n
—Lhjm+ Lo Ly — Lo Ly, + P — Pl + LS, Pl
+Pg L, + P P, — LS P, — P L. — PY P+ P
— Pl + Lo Py + P Ll +PoPL, — Lo PL — PLL, — PPl

nj~am njt am

Koriséenjem (2.3,4) poslednju jednakost mozemo predstaviti u obliku

. ) 1 . . ) )
Rz'mn:Rz'mn—i__(P?mn_P?nm_'—P:n'n_Pvi'm
(5.7) 57 57 g amln Tan) ¢ g
+Pj0;npozm_PJ’O;LPTZna_*—P%jPTZLa_PnajP;m)

Prema tome vazi sledeca

Teorema 5.5. Veza izmedju tenzora krivine pete vrste prostora GAyn i GAn data je
relacijom (5.7)
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5.7. Slucaj prostora simetri¢cne afine koneksije

U slucaju prostora simetri¢ne afine koneksije i Rimanovih prostora [83], tenzori kriv-

ine R’ a=1,2,..,5 se svode na Riman-Kristofelov tenzor krivine R*;, . Tada se
(e

formule (5.3-7) svode na

jmn>

=1

(5.8) Ry =R+ Py — Pl + Pi, PL, — Py P

jmn jn;m jm- an jnT am:
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Glava III

KONFORMNA PRESLIKAVANJA
GENERALISANIH RIMANOVIH PROSTORA

6. Konformno preslikavanje
6.1. Uvodni pojmovi
Neka su dati generalisani Rimanovi prostori GRy i GRy. Za preslikavanje f :

GRy — GRy kazemo da je konformno ako osnovni metricki tenzori g;; i g;; ovih
prostora zadovoljavaju uslov

(6.1) 9ij = e*? Gij,
gde je 1 funkcija od z = (z!,--- ,z), a prostore posmatramo u zajedni¢kom po pres-

likavanju sistemu lokalnih koordinata z'. U tom slucaju je za Kristofelove simbole prve
vrste prostora GRy i GRy zadovoljena relacija

(6.2) Tiji = €Y (Cijie + gk — giksi + ginth )

a za Kristofelove simbole druge vrste

(6.3) T = Tl + 92(g5p0 6 — Gitp + Gt ).

Oznacimo vy, = 1 = 0p/dx* i " = g®4p,. Sada iz (6.3) imamo
T =T+ 9 (g0 Uk — 9k U + Gpie ) + 92 (9j00% = 930 + Gty

tj.

(6.4) Ty =T + 05 e + 6 0b; — Vg + iy,



III. Konformna preslikavanja generalisanih... 29

gde je
(6.5) &= g2 (gip ¥ — 9jn Vp + gpu ¥j) = —E1;

a ij oznacava antisimetrizaciju sa deljenjem. U odgovarajuéim tackama M (x) i M (z)
Vv
pri konformnom preslikavanju mozemo staviti

1

(6.6) fjk :r§.k+P;’k, (i,j,k=1,....N),

gde je P;k tenzor deformacije preslikavanja f : GRy — GRy.
U slucaju konformnog preslikavanja f : Ry — Ry Rimanovih prostora Ry i Ry
[19], [50], [55], [83], imamo invarijantan geometrijski objekat
(67) Cijmn = Rijmn + 57171 Pjn - 5721 ij + P7irzgjn - P;Lgmj
gde je
1 1

P,,=—(Ripy — ———
/ N—2(R‘7 2(N —1)

Rg]’fﬂ)?

Rijmn Riman-Kristofelov tenzor krivine prostora Ry, R;n Ricijev tenzor i R skalarna

krivina.

Geometrijski objekat C*;,,, zove se tenzor konformne krivine [83], [109]. U
slu¢aju conformnog preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora u opstem slucaju
se ne moze naci generalizacija za tenzor konformne krivine. Iz tog razloga definiSemo

specijalna konformna preslikavanja.
6.2. Ekvitorziono konformno preslikavanje

Preslikavanje f : GRy — GRy v Je ekvitorziono konformno preslikavanje ako su
tenzori torzije prostora GRy i GRy jednaki u zajednickom po preslikavanju f koordi-
natnom sistemu. Tada iz (6.4) i (6.6) imamo

(6.8) L= 0.

7. Ekvitorzioni tenzori konformne krivine
7.1. Ekvitorzioni tenzor konformne krivine prve vrste

Za tenzore krivine prve vrste prostora GRy i GRy vazi relacija (5.3)

Rl - ?ijn + P;

1 jmn

Plm+ P PL — PP Pl 4200 P

mln ~ * jn|m jm* pn jn® pm mn<* jp*
1 1 v
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Zamenom P imajuéi u vidu (6.4, 6, 8), i koristeéi (1.16), dobijamo
1 1 1
(7.1) = 0 (Vjm = Yj¥m) — (@'}, = Ut )gjm + (V') — Ym0 )gin
1

1 1

- 5:7, 77Z}p7vbpgj_m + 57171 ¢p¢pgj£ + 25; Pﬁm% + 2FZ ¢j j.mn'@bi-

Oznacimo
(7.2a) llbij = ?/)i|j — iy, 7»[13‘ = Qiﬁ¢pj
(7.2b) AHZ} = g™ pthg = Ppy?.

Koristedi relaciju

z (7.1) dobijamo

(74) ) ) )
(6 g]n - 5 g]m) 177Z}+ ZF % j.mnw .

Neka je sada

(75) %21/} = gmwmq'
1

U tom slucaju se dobija

leg = ?pqgﬁ = (wplq - I/Jprq)gﬂ = A2w — A

Kontrakcijom po indeksima i i n u (7.4) dobijamo

(7.6)  Rjm = Ljm — (N — Q)Kfjm =[R2 + (N = 2)A1]gjm — 2L j.mpt)”

1

Iz (6.1) je

(7.7) Gl =e W gl

U (7.6) mnozenjem sa g2 i kontrakcijom po indeksima j i m imamo

(7:8) R =R —2N - 1Ay — (N - )(N - 2)As,
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gde su
B 4P : — 4P

skalarne krivine prve vrste prostora GRy i GRy respektivno. Iz (7.8) je

1 — N-2
(R—e?R) — —= A1,

(7.9) Y=g T

Zamenom (7.9) u (7.6) dobijamo
— 1 —
(N — 2)11pjm = ]l%jm — Rjm — (R—€e*R)gjm

1 2(N-1)"1 AL

N —

(7.10) )
- —Aﬂﬁgm - 2Fj.mp¢p‘

2

Oznacimo u prostoru GRy

(7.10") Pjm =

1 1
] Rgjm )

N g Him = 2N —1)1

i analogno ?jm u prostoru GRy. U tom slucaju za Y jm dobijamo
1

— 1
(7.11) I{ij = Ljm = Ljm = 581005m — 57— Ljmp?”-

Zamenom (7.11) u (7.4), imamo

?;mn = szmn + 51 (}1) - }1)]n> - 5:1 (}l)jm - ?]m)
+ P9 — PrGin — Prgim + PoGm
(7.12) ) ; ; .
+ N — 2(5 jomp = O L', np "‘angjm r mp9jn )P

+ 2I‘Z Wi — j.mnl/J .
Lako mozemo uociti da iz (6.1) sledi

10
2N Ozt

Ing — 0 Ing)

(7.13) W = o

gde je g = det (gi;), g = det(g,;;). Iz (6.8) i (7.13) dobijamo

. 1 _ 8 _ 1 5’

=1t

. 1 - _ 1
(7.15) qugm_j@bq 2NI‘qnngg aplng QNFq”ngg aplng.
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Uzimajuéi u obzir (7.13,14,15), relaciju (7.12) mozemo predstaviti u obliku

(7.16) q jmn q jmn?
gde je
qijm" - }1%13”1" T 5371 ]133'” - 5; fjm + PZ m3jn — Pl nJjm
1 . )
I Y ) Y i pa O
(7.17) + N(N —2) (O Fj.nvp o T'j. me + Pn}/pg]n r vpgjm g%t pe Ing
1 ]

Na analogan nacin je predstavljen tenzor ?ijmn. Iz (7.16) vidimo da je tenzor ?’ijmn

invarijantan u odnosu na ekvitorziona konformna preslikavanja. Zvaé¢emo ga tenzorom
konformne krivine prve vrste. Prema tome dokazana je sledeca:

(7.17) je invar-

Teorema 7.1. Ekvitorzioni tenzor konformne krivine prve vrste ng’mn

ijanta ekvitorzionog konformnog preslikavanja f : GRy — GRx.

7.2. Ekvitorzioni tenzor konformne krivine druge vrste

Za tenzore krivine druge vrste prostora GRy i GRy imamo relaciju

+ PP P — PP.pl L oTP Pl

nm= pj?

RZ _RZ +P ]|n P

o jmn 5 Jmn nj|lm mj+ np njt mp
2

tj., koris¢enjem (6.4,6,8) dobijamo

E;mn = lemn + 61 ,lvbjn 5; ¢jm + r@bingﬂ - zfzgm

(7.18) ; ; :
(5m Imj — d n 9mj )A1¢ + QF ¢j 2Fp w 9pj >

gde je

(7.19) 12%' = ;5 — iy, W = g %g, Arp = g¥appipy.

Sada, analogno prethodnom slu¢aju dobijamo invarijantni geometrijski objekat ekvi-
torzionog konformnog preslikavanja f : GRy — GRy

gijmn - é{ijmn + 67271 é?j" - 6;1 }Z)jm + };iymgnj Pz ndmj
1 z. Z Z
(7.20) + N —2) Om ion = 00 Lyipm + FpTgny = Dontmi Jgtt ——lng

1 ; 0
+ N(Fj'nﬁngp nméf)mlng
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gde je

1 1
21 Pim=~———(Rjm — ————Rgm; ),
(7.21) Dim = N3 (B 2(N — 1)}239_9)

Z;ijm Ricijev tenzor krivine druge vrste a }2% skalarna krivina druge vrste. Veli¢ina %” jmn

je tenzor koji ¢emo zvati ekvitorzionim tenzorom konformne krivine druge vrste.
Dakle, na taj nacin vazi

Teorema 7.2. Ekvitorzioni tenzor konformne krivine (7.20) je invarijanta ekvitorzionog
konformmnog preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora.

7.3. Ekvitorzioni tenzor konformne krivine treée vrste

U slucaju tenzora krivine treée vrste prostora GRy i GRy dobijamo

gzmn = gijmn + PZ

+ PP P! — PP P!

jm|n n]|m jim® np njt pm
2 1

+2PP T 4+ 2PP P!

\ \

tj., imajuéi u vidu (6.4,6,8), (7.2a,b) i (7.19)

%n = Bljoun + O i = 04 jon = Vi + Vi

(7.22) ; v :
Takodje vazi
(7.23) Vmn = Ymn + 2Fp nUpr  Uh = W + 2% Fq n¥q-

2 1 2

Iz (7.22), (7.23) i (6.8) imamo
(7.24) (52 Gnj — Oy Gjm A 11/1 + 21/1m + 2n L} = 207 gum T

+ 20%, I8y — 297 Lo nbqGim -

\% \/

Kontrakcijom (7.24) u odnosu na i i n, i kori¢enjem (7.5), imamo

(7.25) ?jm = Rjm — (N — 2)11#jm - [%21# + (N = 2)A19]gjm — PPTimpj.

Mnozenjem (7.25) sa g™ = e~ 2¥¢d™ i kontrakcijom dobijamo

1 —. N-2
R—eR) - — A

(7.26) PV =gy



34 §7. Fkvitorzioni tenzori konformne krivine

Zamenom (7.26) u (7.25) i oznacavajuéi

1 1

(7-27) Jgjjm = m(lgbjm - m

Bgjm)
u GRy i analogno u GRy, u tom slu¢aju za Y jm dobijamo
1

— 1 2
(7.28) 11Djm = é’jm - é’jm - §A1¢gjﬂ - mFm.pj¢p-

Zamenom (7.28) u (7.24) i koris¢enjem (7.14,15) imamo

(7.29) gﬂjmn = gjmn
gde je
gijmn = fsiijmn + 6*7;n é)jn - 6; é)jm + J;%gﬂ - ]?-:’;Lgm
+ ! (6L, Tpps — 00T -)pqam
N(N —2)\0m - npd = On tmpg )55 P

(7.30) 1 i q q 1% a1

+ N(g—Fpngj_m - 5m Fnj — 5n ij

+1; P — g, I )iln

i analogno za gijmn prostora GRy. Iz (7.29) mozemo videti da je tenzor g’“ invari-

jmn
janta ekvitorzionog konformnog preslikavanja i zvacemo ga ekvitorzionim tenzorom
konformne krivine trece vrste. Sada imamo

Teorema 7.3. Tenzor %” (7.30) je invarijanta ekvitorzionog konformnog preslika-

jmn

vanja f : GRx — GRy, gde je 5 dato pomocu (7.27).

7.4. Ekvitorzioni tenzor konformne krivine ¢etvrte vrste

Za tenzore krivine cCetvrte vrste imamo

. i : i D i P i
Bjmn = B jmn + Pimin = Pajim + P Pap = P Pom
2 1

+2pPp Tl +2PP Pl

tj.
+ (80 gnj = 0 Gim )10 + 20T + 20Tl — 207 g T

\ \2 \

+ 257in F?nwp - 2912 an¢qgj_m~

\4 \4
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Sada, analogno prethodnom slucaju, dobijamo invarijantu ekvitorzionog konformnog
preslikavanja u obliku

gzjmn = {f}jmn + 5:n Jn o 51 Jm + Pz g”] PZ ng
1 7 i
(7.31) + m(ém Fn,p\/j — 5n m. p])g O qlng
1 7 % %
+ I Gnm 922 — 0}, T ) 8lng
] nm a q ?
1
(7.32) {fjm = m(@jm - m{fﬂjﬂ),

gde je i%jm Ricijev tenzor cetvrte vrste é% skalarna krivina cetvrte vrste. Velic¢ina g’ijmn

je tenzor i zva¢emo je ekvitorzionim tenzorom konformne krivine cetvrte vrste.
Prema tome, vazi slede¢a teorema:
)

Teorema 7.4. Tenzor gijmn (7.31) predstavlja invarijantu ekvitorzionog konformnog

preslikavanja generalisanth Rimanovih prostora, gde je lz’ dato pomocu (7.32).

7.5. Ekvitorzioni tenzor konformne krivine pete vrste

Za tenzore krivine pete vrste prostora GRy i GRy vazi veza:

Rl = By + (Pl — P P

5 Jmn 5 jmn 2 jm|n ]n|m+P jln nj|m+
3 4 4 3

+P]me1§n_anprznp_l_PsUPTZLp_Pr]:]P;m)
.
3 4 3 4
4 3 4

(62 9jn — 6:1 g@)¢p¢p]~

Oznac¢imo
1 . s
(7'34) ¢jn = §(¢j\n + 77Z}j|n - 2%’%), ¢§ = g_p ¢pj> Ay = gﬁlﬁpib(p
34 3 4 34 34
Tada
Rzmn = Rl]mn + 52 wjn - 5;1 ,¢jm + anjn - fzgmj
(7.35) 5 34 34— 34—

+ (00, 9jn = 03, Gjm ) A1,
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Kontrakcijom po indeksima ¢, n i oznacavajuci

— 1

(7.36) Rfmp - }S%jmv }E?pjmp - };ﬁm % =~ 99pa (@Z}pgq + @Z’plq)a
dobijamo
(737) By — (N = 2)0%, — [0 + (N = 2)Aitlgm
odakle mnozenjem sa g™ = e~ 2¥¢I™ i kontrakcijom po j a zatim po m dobijamo

B 1 oy IV —2
Iz (7.37) i (7.38) imamo

— 1

(7.39) Vim = Pjm — Pjm — 54109 jm

34 5 5 2 —
gde smo oznacili
(7.40) Pim = —— (R — ———Rgi)

' 5ImM T N 2% T (N — 1)

u GRy i analogno ?jm u GRy.

Analogno prethodnim sluc¢ajevima eliminacijom ), iz (7.35) dobijamo
34

(7.41) Cjmn = Cjmns
gde je
(742) g jmn = }E)%ijn + 5:71 ]n - 51 Jm + ngn] PZ ng :

Velicina (;'éjmn je invarijanta ekvitorzionog konformnog preslikavanja. Zvac¢emo je ekvi-

torzionim tenzorom konformne krivine. Dakle, imamo:

Teorema 7.5. Tenzor gijmn (7.42) je invarijanta ekvitorzionog konformnog preslika-

vanja f : GRny — GRy, gde je ]53 dato pomocu (7.40).
Ako se GRy(GRy) redukuje u Ry (Ry), tada se velicine %’ijmn (0 =1,...,5) svode

na tenzor konformne krivine (6.7), tj. predstavljaju generalizaciju tenzora konformne
krivine.
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Glava 1V

GEODEZIJSKA PRESLIKAVANJA PROSTORA
NESIMETRICNE AFINE KONEKSIJE

8. Osnovne definicije i uvodne relacije
8.1. Prostori nesimetriéne afine koneksije

Jos je Levi Civita [18] dosao do problema geodezijskog preslikavanja Rimanovih pros-
tora pri proucavanju jednacina dinamike. Kagan u [16] razmatra geodezijska preslika-
vanja povrsi. U novije vreme geodezijska preslikavanja Rimanovih prostora i nihova
uopstenja narocito su prucavali ruski autori, posebno N. S. Sinjukov [75]-[79], E. N.
Sinjukova [86], [87], V. S. Sobcuk [88], [89], J. Mikes [20]-[28], M. Prvanovié¢ [55], [57]-
[60], [62], S. M. Minéci¢ i M. S. Stankovié¢ [46]-[48], [93], [95] i drugi. U ovoj glavi biée
obradjena geodezijska preslikavanja prostora nesimetri¢ne afine koneksije, sa osvrtom
na geodezijska preslikavanja Rimanovih i generalisanih Rimanovih prostora.

Neka su dati prostori nesimetri¢ne afine koneksije GAy i GAy. Pod geodezijskim
preslikavanjem f prostora GAy na GAy podrazumevamo obostrano jednoznaénu
korenspondenciju medju njihovim tackama, pri kojoj svaka geodezijska linija prostora
G Ay prelazi u geodezijsku liniju prostora GAy.

Ako tacka M ima u GAy lokalne koordinate (%), a njoj odgovarajuéa tacka M po
preslikavanju f ima lokalne koordinate (z'), pretpostavljamo da je

(8.1) ' = it . 2), (h=1,2,..,N)

pri éemu funkcije f*(x!,...,2"V) pripadaju klasi C" (r > 2) i

aft
det <8xl> # 0.

Prostore GAy i GAy posmatra¢emo u zajednickom po preslikavanju f, sistemu

lokalnih koordinata: z',z2,...,z". Komponente koneksije prostora GAy i GAy u
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odgovarajuéim tackama M (z) i M (z), po preslikavanju f oznacimo sa LZ(I) i f?j ()
1 stavimo
—h .o

Kako smo videli u §5 veli¢ina P[]L(x) je tenzor tipa (%) koji nazivamo tenzorom

deformacije koneksije L prostora GAy pri geodezijskom preslikavanju f.
Neka je kriva [ prostora GApy zadata u parametarskom obliku jedna¢inama

(8.3) 1:ah =ah(t), (h=1,2,---,N).

Kriva [ predstavlja geodezijsku liniju tada i samo tada kada funkcije A" (t) = da" /dt
zadovoljavaju jednac¢inu (v. §2):

d\h

(3.4) P L) )N (1) = A1)
gde je p(t) invarijanta.

Neka je
(8.3") 1:z"=3"(1), (h=1,2,...,N)

kriva prostora G AN koja pri geodezijskom preslikavanju f odgovara krivoj I. Tada u
G Ay funkcije M*(t) zadovoljavaju jednac¢inu oblika (8.4) tj. vazi

h
(5.4 B Tha(0) A (0N (1) = PN (1)

Iz (8.4) i (8.4") dobijamo

(Taplw) — Llig(@) A (1) A (1) = ((t) — p()N" (1),

t].

(5.5) Pa(a)\ (1) X (1) = 20()N" (1)
Stavimo

(5.6) Pli(x) = nly(x) + € (x)

gde je

(86) wy@) = Phia),  €h(x) = Ph(a).

Zamenom (8.6) u (8.5) dobijamo

(8.7) nhg(@)A* () N (t) = 20N (),  (h=1,2,..,N).
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Uslovi (8.7) moraju biti zadovoljeni za proizvoljnu geodezijsku liniju prostora GAy.
Kako u GAy kroz svaku tacku u datom pravcu prolazi geodezijska linija uslovi (8.7)
moraju biti zadovoljeni identicki u odnosu na z!', 22, ....,z™V; A, A2, ..., AN, Kako leva
strana u (8.7) predstavlja kvadratnu formu od A", a desna proizvod linearne homogene
funkcije od A" i nepoznate funkcije (), to ¥(t) takodje mora biti linearna i homogena,
tj. oblika

P(t) = a(x)A (D).

Dakle

Mg (@A) A (t) = (Ya(@)6f + Pp(x)8) )A* ()N (1),
odakle je
(8.8) m(x) = i(@)8] + 1 (2)6]" -

Prema tome, za tenzor deformacije koneksije dobijamo
(8.9) Pli(x) = ¢i(2)8] +;(2)o} + &y ()

gde je 5;; () antisimetriéni deo tenzora Pi’;- ().

Uslovi (8.9) imaju identicki karakter u odnosu na z',22%,...,2".Oni su ne samo
potrebni veé i dovoljni da preslikavanje f bude geodezijsko. Zaista, ako vazi (8.9) bice
zadovoljena relacija (8.5).

Prema tome vazi sledeca [46], [90]

Teorema 8.1. Potreban i dovoljan uslov da preslikavanje f prostora nesimetricne afine
koneksije GAn na prostor GAn bude geodezijsko jeste da tenzor deformacije koneksije
preslikavangja f bude predstavijen u obliku (8.9), gde je fzhj (z) antisimetrican tenzor.

Uslovi (8.9) imaju tenzorski karakter pa su invarijantni u odnosu na izbor sistema
lokalnih koordinata z!, 22, ..., 2", zajedni¢kog po preslikavanju f.

Zamenom (8.9) u (8.2) dobijamo

—h

(8.10) Lij(x) = L(x) +¢i(2)0" +;(z)6! + €l ().

Kontrakcijom po h, j iz (8.10) imamo

-

Lio(x) = Lip(x) + (N + 1)hi(x) + &5, (),

odakle je
(8.11) Yi(z) = i (2).

Iz (8.10) se vidi da je preslikavanje f~1 inverzno geodezijskom preslikavanju takodje
geodezijsko, pri ¢emu je tenzor deformacije suprotnog znaka.

Neka je sada f geodezijsko preslikavanje prostora nesimetricne afine koneksije GA y
na prostor GAy . Prema (8.10) je
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(8.12) Lh(x) = T(@) + 0y()8" +3,(x)8? + ()

gde su EZ(:L‘) komponente koneksije prostora GAy u zajednickom po preslikavanju

. . =h .. e .
f = f o f lokalnom koordinatnom sistemu z!,z?, ...,z"; a §;;(x) antisimetricni deo

tenzora deformacije Pj;. Tz (8.10) i (8.12) imamo

Ll = Lly(@) + ($ilw) + 0u(@)00 + (95(2) + §,(@))0] +€ly(2) + &5 (),

_ Prema tome, kompozicija f = F o f geodezijskih preslikavanja f : GAN — GZ_N,
f : GAnN — GAp je takodje geodezijsko preslikavanje, pri ¢emu je ¢; = ; + v,
~Zhj _ SZ(m) +EZ Dakle vazi:

Teorema 8.2. Skup svih geodezijskih preslikavanja prostora GAn ima strukturu grupe.

Ako dva prostora nesimetri¢ne afine koneksije GzilN i GélN dopustaju geodezijsko

preslikavanje na prostor GApy, tada oni dopustaju i medjusobno geodezijsko preslika-
vanje. Znaci ako su fi : GzilN — GApn, fo: GélN — G Ay geodezijska preslikavanja

takva Ge biti i preslikavanja f = fy ' o f1 i f~1 = f{ ' o fa.
Za prostor nesimetri¢ne afine koneksije kazemo da je projektivno ravan ako
dopusta geodezijsko preslikavanje na ravan prostor.

U sluéaju ravnog prostora GAy s afinim koordianatama y*, 32, ...,y je L;;(y) = 0.
U tom slu¢aju na osnovu (8.10) vazi

Teorema 8.3. Potreban i dovoljan uslov da prostor nesimetriéne afine koneksije GAn
bude projektivno ravan izraZen je relacijom

(8.13) LY (y) = =i(y)d) —s(y)s) + L.

\%

8.2. Generalisani Rimanovi prostori

Sve dosad receno za prostore nesimetri¢ne afine koneksije prenosi se i na general-
isane Rimanove prostore. U (8.2) i (8.10) geometrijski objekti koneksije su Kristofelovi
simboli druge vrste izvedeni iz osnovnih metrickih tenzora g;;(x) i9;;(x) generalisanih

. . NS . , . . . =h
Rimanovih prostora GRy i1 GRy a obelezava¢emo ih respektivno FZ((E) i[;(r). Kao
posledica toga javlja se drugacija situacija u odnosu na prostore nesimetricne afine
koneksije.

Oznacimo sa |, ||, a = 1,2,3,4 kovarijantno diferenciranje vrste « respektivno u
(6% «

prostorima GRy i GRy.



IV. Geodezijska preslikavanja ... 41

Tada imamo

Gijiik(®) = Gij1p(@) — 20(2) G55 () — ¥i(@) Gp;(x) — () Gi(2)

— &k (®) Goj () — &1 () Gin (@) -

Kako je (v. §2): %Hk(:p) = 0, dobijamo
Gij16(T) = Gije(®) = 205(2) 35 (2) + Yi(x) Gy ()
(8.14 a) 1 Vi
15 () Gir () + & (@) Goj () + &1 (@) G () -

Polazeci od g, (), prema (8.10) dobijamo
2

Tij16(T) = Gije(®) = 2¢05(2) G35 (2) + Yi(@) Gy ()

V2

(8.14 b)
+5 (%) Gir () + €2 () Ty () + &k (T) Gin () -

Nije tesko videti da za nesingularan nesimetrican tenzor g,;(z) iz (8.14 a,b) sledi
(8.10). Zaista leva strana jednakosti (8.14 a) se moze transformisati na sledeéi nacin:

Gij1%6(T) — G| (®) = Gij k() — Gijy (@)

- gz] k(w) + F?k(m) gaj (I) + F;Yk(a“) gza(x)
= (F'Lk(x) - ank(x) )gaj (.CI?) + (F;xk(x) Fjak(x) )gza(x) ’
tj.
(815 ) g10(2) — Figo) = (Tie) = T80Ty (0) + (T () = T502) )i ().

Desna strana u (8.14 a) moze se transformisati na sledeéi nacin:

201 (2) G35 (2) + ¥i(2) Grj (@) +95(2) Gir(2) + &) oy (@) + &(@) Gin (@)
= g V() Gi5(®) + & (2) 9o ()

9; Vi (1) Gij(x) + &Gk (x) Gin ()

Ok Gaj(®) + Vr(2) 67 Goy(x) + & (@) Gy ()

O Gia () + Vi() 67 Gio () + 51 (2) i (2)

_|_
+

Qo @

tj.
20k () g5 () + Yi(x) Gii () +¥j(x) Gy ()
+ &1 () Goj (@) + 53 (@) G (@
= (Yi(2) 0 +¥i(2) 07 + &e(2) )90, (@)
gioz

(8.15a") (
+ (1 (@) 0+ ¥n(2) 67 + () )0 () -
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Iz (8.14 a), (8.15 a,a’) dobijamo uporedjivanjem:

—h

Tij(@) = Ti(@) = i(2) 6] + () 6} +&5(),

tj. dobija se (8.10). Analogno se iz (8.14 b) dobija (8.10). Na taj nacin dokazana je
sledeca teorema [46]:

Teorema 8.4. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

a) Preslikavanje f generalisanog Rimanovog prostora GRy na generalisani Rimanov
prostor GRy je geodezijsko,

b) U zajednickom po preslikavanju f lokalnom sistemu koordinata Kristofelovi simboli
druge vrste prostora GRy i GRy zadovoljavaju relaciju (8.10),

¢) U zajednickom po preslikavanju f lokalnom sistemu koordinata osnovni metricki ten-
zor prostora GRy zadovoljava relacije (8.14 a,b).

Posledica 1. Ako je preslikavanje f generalisanog Rimanovog prostora GRx na gener-
alisani Rimanov prostor GRy geodezijsko, onda osnovni metricki tenzor g,;(z) prostora

GRy zadovoljava relaciju

Fij1%6(®) = G (@) + G356 () = Gj (@)

Vi V2

= dp(7) G5 () + 29i(7) Gy () + 2005(7) Gy () -

(8.16)

Dokaz. Sabiranjem jednakosti (8.14 a,b) dobijamo (8.16). [

Posledica 2. Ako je preslikavange f generalisanog Rimanovog prostora GRy na gen-
eralisani Rimanov prostor GRy geodezijsko, onda simetricni deo osnovnog metrickog
tenzora g,; prostora GRy zadovoljava relaciju

(8.16") 20k(2) i (@) + 2005(x) G (@) + 2005(2) Gig () = Gijins
gde ; oznacava kovarijantno diferenciranje u odnosu na F?j (z).

Dokaz. Formula (8.16") se dobija simetrizacijom po indeksima i i j iz (8.16). [

Posledica 3. Ako je preslikavanje f generalisanog Rimanovog prostora GRx na gener-
alisant Rimanov prostor GRy geodezijsko, onda antisimetricni deo osnovnog metrickog

tenzora g;; prostora GRy zadovoljava relaciju
\

(8.16") Einpi T EnTip = 2UkTG:5 + ViGkj + VG,

\%

gde je §Z-hj antisimetricni deo tenzora deformacije koneksije.



IV. Geodezijska preslikavanja ... 43

Dokaz. Antisimetrizacijom u (8.16) dobijamo

9ijik = Gijllk T Gij |k — Gij||k
V1 V2

Vi1 V2

= 4kg;; + ViGr; — iGri T Vi — YiGjk-
\
Oznacimo sa L levu a sa D desnu stranu prethodne formule. Kako je

L= QSflggpj + 2§§k§ip

\

D= 4¢k§¢j + 2%?1@' + 21/’j§ik

sledi relacija (8.16"). [

Teorema 8.5. Ako je preslikavanje f generalisanog Rimanovog prostora GRn na gen-
eralisant Rimanov prostor GRy geodezijsko, onda je

1o, [
N+ 10zt g(x)"

(8.17) Vi(z)

pri cemu je
9(x) = det (9i5(x)),  g(x) = det (g;;(x)).

Dokaz. S obzirom na to da je

. . ) — _a )

dokaz sledi iz (8.11). |

S obzirom na to da je u (8.17) veli¢ina [g(x)/g(z)| invarijanta to je vektor t;(x)
gradijentni u slu¢aju geodezijskih preslikavanja f : GRy — GRy.

8.3. Prostori simetri¢cne afine koneksije

Nekaje f geodezijsko preslikavanje prostora simetricne afine koneksije Ax na prostor
simetricne afine koneksije Ay. Komponente koneksije prostora Ay i Ay u zajednickom

o 2
po preslikavanju f sistemu koordinata ozna¢imo L?j (x) i ij(x) . Tada je

(8.18) L' (2) = L!(x) + P! ()

o
pri ¢emu je P?j (z) simetrican tenzor tipa (;), koji nazivamo tenzorom deformacije

koneksije L?j (z). Na isti na¢in kao u odeljku 8.2 dokazuje se
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Teorema 8.6. Potreban i dovoljan uslov da preslikavanje f : Ax — An bude geodezi-
jsko jeste da se tenzor deformacije koneksije presllikavanja f moZe predstaviti v obliku

(8.19) Pli(x) = i) 8 + y(z) 87

Zamenom (8.19) u (8.18) dobija se

(520 Te) = @) +vi(a) 8% + 0y (a) o

1z (8.20) sledi da skup svih geodezijskih preslikavanja prostora Ay ima strukturu grupe.
Kontrakcijom po h, j dobija se

odakle je

(3.21) 0ile) = 7 Pialo).

Prostor Ay je projektivno ravan [83] ako dopusta geodezijsko preslikavanje na ravan
prostor Ap.

o
Kod ravnog prostora Ay u specijalnom koordinatnom sistemu ¥ je f?j (y) = 0 odakle
prema (8.20) sledi

Teorema 8.7. Potreban i dovoljan uslov da prostor Ax bude projektivno ravan izrazZen
je relacijom

(8.22) Ll (y) = —0iw)o! — ()0

8.4. Rimanovi prostori

Sve §to vazi za prostore simetricne afine koneksije vazi i za Rimanove prostore.
Neka je f geodezijsko preslikavanje Rimanovog prostora Ry na Rimanov prostor Ry.
o

Oznacimo 1‘1?] (x) i fﬁj(x) Kristofelove simbole druge vrste a sa g;;(x) ig;;(x) osnovne
metricke tenzore Rimanovih prostora Ry i Ry redom, u zajedni¢kom po preslikavanju
f sistemu koordinata.

Metricki tenzor g,;(z) je kovarijantno konstantan u Ry pa vazi

Gus() — T2(2) T,5(2) — () Top() =0,

odakle, koristeéi (8.20) dobijamo

(8.23) Gije(®) = 2¢1(2) g;;(x) + ¥i(2) G (2) +Y5(2) Gri(2)
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gde ; oznacava kovarijantno diferenciranje u Ry. Lako se uocava da u slucaju nesin-
gularnog simetri¢nog osnovnog tenzora g,;(z) iz (8.23) sledi (8.20). Na taj nacin, za
Rimanove prostore vazi

Teorema 8.8. Preslikavanje Rimanovog prostora Ry na Rimanov prostor Ry je
geodezijsko tada 1 samo tada, kada u zajednickom po preslikavanju f sistemu koordinata,
za njihove Kristofelove simbole drugog reda vazi relacija (8.20); ili Sto je ekvivalentno,
kada za osnovni metricki tenzor g;;(x) prostora Ry u prostoru Ry vaZi relacija (8.23).

Teorema 8.9. Ako je preslikavanje f Rimanovog prostora Ry na Rimanov prostor Ry
geodezijsko, onda je

(8.24) i)

pri cemu je

g(x) = det (gij(x)),  glx) = det (g;;(x)).

K

Dokaz. Kontrakcijom po indeksima h i j u (8.20) dobijamo

(8.25) T2 () = P2 (2) + (N + Dii(a)
Kako je
Fo,(@) = i Vgl adefe gla) = det (g, (x) )
iz (8.25) sledi (8.24). n

Veli¢ina g(z)/g(x) je invarijanta, odakle prema (8.24) sledi da je 1;(x) gradijentni
vektor u Ry .

Geodezijska preslikavanja prostora simetri¢ne afine koneksije i Rimanovih prostora
obradjivana su npr. u [11], [20], [22]-[24], [27], [50], [75]-[79], [83], [85]-[86], [100], [108],
[109] itd.

9. Neki invarijantni geometrijski objekti
geodezijskog preslikavanja

Neka prostor GAy dopusta geodezijsko preslikavanje na prostor GAy. Tada u za-
jednickom po preslikavanju f sistemu lokalnih koordinata izmedju komponenata konek-
sije ova dva prostora vazi zavisnost (8.10). Zamenom (8.11) u (8.10) dobijamo

01) Lh@) = L(0) + g (@) 8+ ) 1) + € (o).
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Razdvajanjem geometrijskih objekata prostora GAy i GAy sa raznih strana jednakosti
dobijamo

L) = Thte) - 5y Cinle) 8} + T5a(a) o))
9.2) = L) ~ L) - N;H(L?_a(:v) 5 + L2, (2) 81,
tj.
(93) Ty (x) = T} (x)
gde smo oznagcili
(9.4) Th(2) = Lly (@) — 5 (L (0) 8 + L ()81

geometrijski objekat prostora GAy. Isti oblik ima TZ(m) u GAy. Iz (9.4) je ocigledno
da je T)'(x) simetrican, tj. vazi T} (x) = T}:(x). Takodje nije tesko videti da T}}(x) nije
tenzor. Prema tome, velic¢ine TZ’]‘(:I:) zvatemo parametrima projektivne koneksije
prostora nesimetricne afine koneksije GAy koji odgovaraju koneksiji L ili general-
isanim projektivnim parametrima Tomasa [90]. 1z (9.3) se vidi da su geometrijski
objekti Ti’} (z) invarijantni u odnosu na geodezijska preslikavanja. Sta vige, lako se moze
pokazati i obratno tvrdjenje. Dakle vazi

Teorema 9.1. Preslikavanje f : GAy — GAn je geodezijsko ako i samo ako su
generalisani projektivni parametri Tomasa (9.4) invarijante preslikavanja f.

Ova teorema ptedstavlja uopstenje odgovarajuce teoreme za slucaj prostora simetri-
¢ne afine koneksije [83].

Kako su projektivni parametri Ti’} (z) definisani preko objekata koneksije L formulom
(9.4) to ¢ée i njihov zakon transformacije zavisiti od zakona transformacije koeficijenata
koneksije L pri transformaciji lokalnih koordinata:

i’ N o T i’ ik il i
Lj/k/(x) —ij(.r)xz xj/xk/ —|—:EZ xj'k”
1 cemu se simetricéni deo o . (x) transformiSe na isti na¢in. Kako je jos
r t d d L;k t i t Kak
a/

j/a/($/> = L;k(x) x?/$§,$2/ +x?/x§/a/,

tj.

0
B In A,

gde je A = det (x!,), za generalisane projektivne parametre Tomasa dobijamo da vazi

Lo (@) = Lj(x) x), +

L 1
Tih/;-/(ac’) =T} (z)zl i, 2,

i N+1

0 0 ’ ’
h h h h' .k
(QB,L'/5 ],lnA-l—:B]/—Z,lnA) Tp +£Bh xi/j/.
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Kompozicijom sa z}, iz poslednje jednakosti imamo

v « " N+1 Oz’

Zmaci, uslovi invarijantnosti generalisanih projektivnih parametara Tomasa pri pres-
likavanju f : GAy — G Apn, kada se oni odnose na nezavisno izabrane sisteme lokalnih

/ 1 0 0
T (z")zh, :Thﬂ(x)a:f‘, 8, ( lnA+x s lnA) +aclh/j/

koordinata x', 22, ..., 2N i xll,xQI, .., z¥" su oblika
le% h' =h / o’ ,8/ 1 h' a 3 h'
(9.5) T5(@)zq =Tyg(x )] o — ol (:BZ e ZnA+ac P —InA ”.

Na taj nacin je dokazana sledeéa teorema

Teorema 9.2. Prostor nesimetricne afine koneksije GAn s objektom koneksije L?j ()

2 ...,z dopusta geodezijsko preslikavanje na pros-

tor GAn s objektom koneksije Ll, S (x ’) u lokalnom sistemu koordinata z*', 2%, ...,zN’

tada i samo tada kada postoje funkczje oblika (8.1) koje zadovoljavaju uslove (9.5).

u lokalnom sistemu koordinata :17 , T

)

Data teorema daje moguénost da se utvrdi da li prostori GAy i GAx dopustaju
geodezijsko preslikavanje. Medjutim kako (9.5) predstavlja sistem nelinearnih parcijal-
nih jednac¢ina drugog reda, to je prakticno resenje datog problema, u opsStem slucaju,
veoma tesko.

Poslednja teorema vazi u istom obliku i za generalisane Rimanove prostore i pred-
stavlja uopstenje odgovarajuée teoreme za prostore simetricne afine koneksije i Ri-
manove [83].

10. Relacije izmedju tenzora krivine
pri geodezijskom preslikavanju prostora GAy i GAy

U prostoru GRy postoji pet nezavisnih tenzora krivine R jmny @ = 1,..,5 (v. 84).
Neka je P,L-’;- tenzor deformacije koneksije prostora GAy pri geodezuskom preslikavanju
f na prostor GAy, tj. neka izmedju komponenata koneksije L, (x) i f?j (z) prostora
GANn i GAy vazi zavisnost_(8.2). Uspostavi¢emo relacije izmedju odgovarajuéih tenzora
krivine prostora GAy i GAn.

10.1. Relacije izmedju tenzora krivine prve vrste

Za tenzore krivine prve vrste u §5 smo dobili

(10.1 a) R, =R +P! +PY P — PPl 2L P!

1Jmn 1 gmn jm|n jn|m jm* an jnt am mn jar
1 1

Zamenimo (8.9) u (10.1) imamo
1 1 1

+ (Pi0m, + V05 + E5y) (Yabh, + Ynd,, +€cm)
- (¢J + ¢n5a + )(%5’ + wmél +€ ) + QL?nnsza
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tj.
B = R+ Y10+ Ymind) +Eontn = YsimBh = Y} = Eui
+ PY0a b0 Oh 4 Va6 0% 4+ 105 by + YmabS 8L + Ymibndl 8,
— Ym0y 5ty — 500 €y = Yntabl 6y — PntmdS 6L — PndS &Ly
+ €8 adl, — ES b8l + EXEL 200 (10 +padt + L),
odakle je

Bmn = B jmn + C51n0m + Ym0 + Gnj = VitmOn = Ym0 = Ejujm
1 1

+ ¢j¢m5; + ¢g¢n5fn + %ann + ¢m1/}35721 + ¢m¢n5; + 1/1m§;~n

+ ;‘quvbaé; +§;mwn + ;‘Xm (i)m _w3¢n5$n _¢j¢m5f¢ - ¢j fzm

+ ¢n¢]5:n - 1/1n¢m5§ - ¢n§§'m - §?n¢a5fn - ﬁg‘nwm + S?nfém

+ 2L}, + 215, + 205,60 .

Grupisanjem odgovarajuc¢ih ¢lanova u poslednjoj relaciji imamo
Rimn =B jmn + 0} (Yt = Vujm + Yt~ Untim)
+ 6y, (wjln + 0 — Yithn — Ynth; — E5ntba)
— 3, (wjlm + Y thm — Vim — Ymj — Efmba)

t Ehpn — E i T 2U5E0, S EL L — €2 €L
1 1

+ 2L;nn + 2L$énnw065; + 2Lfrlnn€;a7
tj.
?;'mn = @ijmn + 5; (11,Dmn - 'llpnm) + 6;11 abjn - 6; Q{ij - 6;;1 g?nwa
(10.1 b) + 03, E5ta + Ehntn = bt + 205Ehn + Enbln — Enblm
1 1

+ QL;nan + ngnnwaé; + 2L(71nn ;‘ou
\ \ \

gde smo oznacili
(101I) 7{}mn = wm\n - ¢m¢n

Na taj nacin je dokazana
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Teorema 10.1. Geodezijska veza izmedju tenzora krivine prve vrste prostora GAn i
GAN odredjena je relacijama (10.1b) 4 (10.1") .
10.2. Relacije izmedju tenzora krivine druge vrste

U §5 smo dobili relaciju za tenzore krivine druge vrste

(102 CL) gémn = gzjmn + P77:I’Lj|n - rZL]|m + P’rCrYLjPTZLoz - P??jP:na + 2Lng;j‘
2 2 v

Zamenom (8.9) u (10.2 a) analogno kao u 10.1 dobijamo
gjmn = g jmn + 6j (%mn o 772bnm) + 5m gjjn - 571 g}jm
(10.2 b) — 0 &nj¥a + 05, Enia + &0t — Snjim T 20560m T Emjiéna

2 2

\2 \

gde smo oznacili
2

Na taj nacin je dokazana
Teorema 10.2. Geodezijska veza izmedju tenzora krivine druge vrste prostora GAy i
GApN odredjena je relacijama (10.2b) 7 (10.2").
10.3. Relacije izmedju tenzora krivine trecée vrste

Uspostavimo sada vezu izmedju tenzora krivine treée vrste prostora GAy i GAy.
Za tenzore krivine trece vrste imamo (v. §5)

?;mnzfgiijmn—i_P;mm_ Zj\m+Pj%PZa_PvzajPé¢m
(10.3 a) o >
+2P% Li +2PS Pi..

Zamenimo (8.9) u (10.3 a). Dobijamo

+ (505, 4 Vm05 +E5) (Undh +Vab), +E0)
— (Vn0§ + ;00 4+ 55 (Valh, + mbl + Ehm)

+ 2(thnbgy, + Ym0y + &) Li; 4 2(Unbs + Umbn + £ )l

\%
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tj.
3;'mn = gzjmn + ¢J\n5:n + ¢m|n(5; + E;ml’n, - ¢n|m5; - wﬂmé; - ;j|m
2 2 2 1 1 1

+ U Pnd + Pjtmn + Ui + Untmd; + Um0y + Pmy,

+ f;mwn + f}lm%& + §?m€iza o %%5}2 - wnwmé;" - wngjm

= Vi¥ndp — ViYmy — Vi&nm = Enjadm = &ni¥m + Enj€am

+ 2L:ﬁn3w’ﬂ + 2L:1j¢m + 2Lf1j£gm + 2§an¢n + 25;]1#771 + 2£éj£zm'
Grupisanjem odgovarajucih ¢lanova u poslednjoj relaciji imamo

@jmn = 1? jmn + 53’ (%mn - ?nm) + 5m 772bjn - 5n zlbjm

(103 b) +wa(5:z ;‘m_dfn gj)+£;m|n_ nj|m+ qu na an me

2 1

+ 2¢n(Lfnj + §fm~) + 2¢m(L;j + S:Lj) + 257?”1([’?1]' + 533')-

Vv \ \

Na taj nacin je dokazana

Teorema 10.3. Geodezijska veza izmedju tenzora krivine trece vrste prostora GAn i
GAp odredjena je relacijom (10.3b) pri éemu je

(10'3/) Ymn = wm|m — Ymn, a=1,2.

10.4. Relacije izmedju tenzora krivine ¢etvrte vrste

Za tenzore krivine ¢etvrte vrste imamo (v. §5)

Dt _ i % 1A le' % a pi
gjmn_§jmn+ij|n_ nj\m_l_ijPna_Panam
2 1

(10.4 a) . .
+2P> L. +2P P!

mn-aj mn- aj*
v v

Na isti nacin kao u prethodnom slucaju dobija se

Teorema 10.4. Geodezijska veza izmedju tenzora krivine ceturte vrste prostora GA i
GApN odredjena je relacijom

ﬁjmn = 5 jmn + 5]‘ (@men - 'lenm) + 5m %jn - 5n ijm
(104 b) +wa(5% ]th_ézn gj)+€;m|n_ nj|m+ ]qm na jqn ;L)zm
+ 200 (Lynj + &) + 20m (L + &) + 260, (Lo + &0j)-

\2 \ \

10.5. Relacije izmedju tenzora krivine pete vrste
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Za tenzore krivine pete vrste prostora GAy i GAyx imamo

1
len_len _(len an+P n
(10.5 a) 57 57 g\ amln - an| ™
+P* pt _pept 4 px pt _ papl

jm* an jnT mao mj- no

Zamenom (8.9) u (10.5 a) dobijamo

Dt A 1 % % 7
R _§]mn _[wﬂném +¢m|n63 +€Jm|n

5]mn

w]|m

- ]n|m+¢j|n5 +§m]|n ¢n|m ¢j|m
4

+ (05, 4+ Vmd5 +E5) (Vably + 1nd),
(w +n05 +E5,) (Umbh + Yady,
(Wl + 4567, +£mj>( wh + ol
— (Yn65 + 905 +E35)(Vaby, + Umb,,
tj.

_R’i

5 jmn

1 7
+ §5j (Qbmin

R’L

5 Jmn

- ¢n|m + wm|n - ¢n|m + ¢m¢n

+ 15:77, (¢j|n + ¢j|n + ¢]¢7’l - %lﬂn - wnwj + ¢j¢n

(w]|m+¢]|m+wj¢m wmwj _ijm‘}_ijm

4 4

Oznac¢imo

- d]mwn - 374)'

(«

Yimn = Um [n
a (a3
Tada imamo

5 7 1 %
?jmn @ imn + 5(59 (fmn - 774Dnm + ,Ifmn

i 1 i
(10.5 b) - 5% (fjm + wjm) + §(£jmln

- gj ézm)

(l

an

- e T &

Na taj nacin je dokazana

Pi

nj|lm

- ¢n¢m + wm%
- r‘/}n’ébj

- ¢m¢j

4 4

3

nj am)

¢n\m j

7

T Snjlm

3

- Qpnwm)
- djqubn)

- ijm)

- g;j|m + f;'lmgzxn - g;xngffna + gfrézjg*fza - g’?{]gém)
3

1 ..
- 7vbnm) + 55% (wjn + wjn)
3 3 4

3

Teorema 10.5. Relacija (10.5b) daje geodezijsku vezu izmedju tenzora krivine pete

vrste prostora GAyx i GAy.
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10.6. Relacije izmedju Riman-Kristofelovih tenzora krivine

U slucaju prostora simetricne afine koneksije i Rimanovih prostora, tenzori krivine

R, oo = 1,2,..,5 se svode na Riman-Kristofelov tenzor krivine R'; . Tada se
«

formule (10.1 a-5 a) svode na

n*

(10.6 a) R. =R

jmn jmn

+ Pijmm — p?

+ P> pt _ pxpl

jnym jm* an jnt am»
dok se formule (10.1 b-5 b) svode na (v. npr. [83], [90], [102], [103])

1

gde je oznaceno

(106/) 7vbmn - ¢m;n - wmd]n
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Glava V

NEKA SPECIJALNA GEODEZIJSKA
PRESLIKAVANJA PROSTORA NESIMETRICNE
AFINE KONEKSIJE

11. Ekvitorziona geodezijska preslikavanja

11.1. Uvod

Neka prostor nesimetric¢ne afine koneksije G A dopusta netrivijalno geodezijsko pres-
likavanje na prostor GAy. Zbog nemoguénosti uopstenja Vejlovog tenzora krivine [83]
u opstem slucaju, da bi smo to ucinili, primorani smo da posmatramo neke specijalne
slucajeve geodezijskih preslikavanja prostora nesimetri¢ne afine koneksije. Jedan od tih
slucajeva je kada pretpostavimo da su tenzori torzije prostora GAy i GAy jednaki u za-
jednickom po preslikavanju koordinatnom sistemu. Takvo preslikavanje zvacemo ekvi-
torzionim geodezijskim preslikavanjem prostora GAy na GAy. U tom slucaju
antisimetri¢ni deo tenzora deformacije je jednak nuli tj. vazi
(11.1) &h(x) = 0.

Ekvitorziona geodezijska preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora obradjena su
u [47]. U ovom odeljku éemo konstruisati neke invarijantne geometrijske objekte ekvi-
torzionog preslikavanja prostora nesimetri¢ne afine koneksije.

11.2. Ekvitorzioni projektivni parametri prve vrste

Veza izmeju tenzora krivine ]1% i ? prostora GAyx i GAy (v. §10) uzimajuéi u obzir

relaciju (11.1) postaje

?jmn = ]1% jmn + 63‘ (%mn - ?nm) + 5m @lbjn - 5n @lbjm

\4 \%

(11.2)
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gde smo oznacili

Kontrakcijom po indeksima i, n iz (11.2) sledi

Ljm = Ltjm + zfmj - @fjm + zfjm - Nz{)jm + qu i+ 2Lp iUp,

odakle je

(11.3) Rjm = Rjm — Yijm) + (1= N)¥jm + 2Lq i+ 2Lp Up-

Sa ]l%jm i ]l%jm su oznaceni Ricijevi tenzori krivine prve vrste prostora GAx odnosno

GAp a [jm] oznacava alternaciju bez deljenja po indeksima j i m.
Iz (11.3) dobijamo

(11.4) E[jm]zzla[jm]—21{;[jm]+(1—N)zlme]+2L Vi — 2Lq ¢m+4LP ip-

S obzirom na to da je (v. §8)

1
vile) = g i (@),
tj.
1 _
(11.5) i) = N——H(L;(x) — Liy(2)),
dobijamo
_ p
L R jm) = B jm) (N+1)1fum1+N+1L%q( —L7,)
o o L (Do — Th) + g Ly (T — 1)
N 41774 p/ TN LT mi
odakle je
oY P
1 (N =+ 1)dtim1 = Bgm) = Biom) + 577 Ding (Lgp = 1)
LD 2 Z LP, N Xy
N+1 Jq( B )+N+1 mﬂ( va ~ Lpa)

Iz (11.3,5,7) dobijamo

— 1 — 2
ll%jm:]fjm_ N—l—l[llz[jm] _If[jm]+ N—l—lL?nq( Jp_Lp)
2 —p 4 —q
——Lq L —Lp —Lp L —Lq

— 2 —
P p q

\

— (N — 1)?jm +
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t].
N —1Dt;m =R R, 1R Tz 2 e e
(N — )@fjm—ljm_ljm N—I—l[l[Jm] [J ]+N—|—1 mq( jp j_p)
2 —p 4 —q
— L (T, — Lhy) + s Doy (T — L
N +1 Jq< mp = Lnp) + 5 mﬂ( b))
2 —p 2 —4
+N+1L$nq(Lj_p—L§)+—N+1L£”(L — L),

odakle sledi

(N =DV + Dbjm = (N + D (Bjm = Rjm) = [Bijm) = Rijm)

—p 2 —p 4 —q
57 LTy~ ) — N—Hqu(L — LB,) + N—HL% (Ty, — L8,)]
P -4
+ 2L$nq(Lj_p — L?_p)2 + ng.(Lzﬁ — Lfﬁ),
t].
(N? — Djm = (NRjm + ftmj) - (NRjm + Bimj)
2N —p P 2 q P
(11.8) Ty ilmaLi — Ly )+—N+1Laq(L — L)
—q N -1
+2LﬁLj(L L’q’q)N—l—l
Zamenom (11.8) u (11.2) dobijamo
i 7 1 ) D D
?]mn ]1% jmn N2 — 5 [(N}Emn + an) - (N]fvmn + anm)
2N —p —p
Ll L - L? L? L »— L
+N—|—1 ”q( @)+N+1 mq( )
+2L0, (Lyy — L )E—(NR + Rin) + (N Ry + Rin)
’)’L\'I/’)’L pq N—I— 1 nm mn 1nm lmn
2N —p 2 —p —q 1—-N
Ll L »—Lhy) — L? L —Ip y—2rp (L? — L1
N+1 mq( ) N+1 ”f< mp) ”@”( pq)N+1}
3h [(N By + Ruy) = (NBy + Ra) + L8, (T, — L7
+N_1m 1]n+1nj 1_7n+1n] +N+1 ’rl\,/q Jip
2 —p —q N -1 1 i
+N+1qu(L@_LZ_P)+2LZj(L _qu)N—Fl] N2_15n [(le%jm+5mj)

\ \

_ — 2N —p 2 —p
—(N}EjmJF}Emj) N+1Lgnq(Ljp Ly )+N—_’_1L;}q(L — Ly, )
1-N 2

N—l—l} +N+1L;””(Lﬂq_Lq )+

749 i T4
+2L8 (L, — L8, N 1% LTy = L),

\4
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tj.
B + N21_ 09 [(N?[mnl + Binm)) — NQ JIIL%quﬁz_p N 1 Emalon
_ 4LﬁmLqu+1 + ]\?fng@qfﬁ_er Ni 1L$quffn_p
* N21— 15% {(N?j” + tni) J\?fl%ﬁp B NLHL%L”” B QLiﬂLf’qx 1 1
- = 1_ 15; {(N@m + Bonj) — N2 JI 1L%qu — N—HLg;q_i”L_p
- 2LfnﬂLqu+ 1] B Ni— i o~ NLH(S; Ly =
_ ]Eljmn N21 5 [(lez[mn] +]1%[nm]) — ]\?flL%qun_p— N+1L$,3anp
— 4Lgngqx1 - NQi\ZngnqLﬁp L on 1L;§qump
+ 57 1_ 15;1 [(N}lzjn + Bnj) — ]\?—JLL%L% — NLHquan - 2waqux J‘r 1
- = 1_ 0 {(Nzlajm + Bmj) — N”I 1L$,3qL§_p Ni 1L3qunp
- QLfnﬂqux; ﬂ B Ni 1Li@”qu B NLH(S; Lf’m pa’

Kako je f; = L; > poslednju relaciju mozemo predstaviti u obliku

(11.9) jmn = € jmn>
gde smo oznacili
i = Bjn + 37 15; NR{pn) + N21 O (NRjn + Ruj)
~ O OV R+ Bons) 4 gy Vs 00 g = 8324
(11.10) + ﬁﬂ_p[(ﬁ Limg = ﬁfsfn L}iq}
+ NLHLZP[_J\HN_ 153” Lqu TNz 153‘ L?@q a 2L’i7$”}

(N+1)2 pq[5Z Lp +52 Lﬁj(ﬁl Lp +(N+1)6; L{;@"}'

v

Ocigledno je da velicina gijmn nije tenzor. Zvacemo je ekvitorzionim projektivnim

parametrom prve vrste. Na osnovu izlozenog zakljucujemo da vazi slaedeca
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Teorema 11.1. Ekvitorzioni projektivni parametri proe vrste predstavljaju invarijante
ekvitorzionog geodezijskog preslikavanja prostora GAx na GAy.

Ekvitorzioni projektivni parametri (11.10) predstavljaju uopstenje ET-projektivnih
parametara prve vrste ekvitorzionog geodezijskog preslikavanja generalisanog Rimano-
vog prostora G Ry na generalisani Rimanov prostor GRy. U tom slu¢aju veli¢ine (11.10)
se svode na [47], [90]

ijjmn = ﬁjmn + N——I—l(sj ]iz[mn] + N2 _ 1 [5m (N]izjn + @nj)_
i . AN B i P i P spa
(1111) _5n (Ngjm_kﬁmj)] (N+ l)zFaﬁ(zéj Fn$n+5m 1—‘7?/] 5n Fnzj)
2

B8 7 e le' 7

11.3. Ekvitorzioni projektivni parametri druge vrste

Veza izmeju tenzora krivine ]2% i 5 prostora GAx i GAy (v. §10) uzimajuéi u obzir

relaciju (11.1) postaje

§jmn = fo jmn + 6]' (%mn - Ilgnm) + 5m 12#]'71 - 5n llbjm

\ \

(11.12)

gde smo oznacili

Vmn = ¢m\n — Ym¥n-
2 2
Kontrakcijom po indeksima ¢, n iz poslednje rlacije dobijamo

\4

Ovde su Ejm i Jjjm Ricijevi tenzori druge vrste prostora GAy odnosno GAy.

Alternacijom bez deljenja u (11.13) po indeksima j, m dobija se

(1L.14)  Rijm) = Bijm) — 20(jm) + (1- N)gb[jm] +2L4,1%; — 2Lg0m + 4L7,, Y.

\ \2

Iz (11.5,14) dobijamo

2 _
Bijm) = Bijm) — (N + DYjm) + L& (L5, — L)
2 2

2 N+1 ip - Tip
(11.15) 5 4 :
TP 79
- ——L! (me - Lglp) + —L (L@ - Lg_q)u

N 17937 me =mpl TN I
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odakle je
(N4 D) 1m1 = Bjmy = Brimy + 57 L i = L5)
(11.16) 5 4
- —11 L — — L7 Z . — L2
N+1 ‘U( )+N+1 Jm( b

Iz (11.13,16) dobijamo

— 1

Bjm = Bim = 17q [Biim1 = Bum) + 35 1L3m@§_p = Ljp)
N2+ 51 Do~ L) + NLHL@’T(Zm )]
(Nt 5y B Ty = )+ NLHLg’m(Iq -1,
tj.
(N? - Dim = (N Bjm + Lmj) - (NBjm + Bmj)
(11.17) + NQi\:ngm@p - Lj,) + NL_HLEJ (Lnp = Liny)
+ 2L§T(Z — qu)x; 1
Zamenom (11.17) u (11.12) dobijamo
(11.18) imn = £ jmn>
gde smo oznagcili
. . 1 .
' ymn = Bljmn + 57579 NRimn) + 57 =7 0m (N Bin + Bnj)
_ ﬁ&i (N B + Bong) + ﬁ%_p [ﬁa; Liy =8 L)
(11.19) + ﬁfiﬁ_p[(ﬁ" Lim = ﬁfsfn qu}
+ NLHLg?_p [— NQN St Lq +NE 15; Lgsn — 2L;$n]
— ﬁ 2q[05 Lp w00 Lg’vnég va + (N +1)8 Lgy].

Velicina sijmn nije tenzor. Zvac¢emo je Ekvitorzionim projektivnim parametrom
2

druge vrste. Na osnovu izlozenog vazi slaedeca
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Teorema 11.2. Ekvitorzioni projektivni parametri druge vrste predstavijaju invarijante
ekvitorzionog geodezijskog preslikavanja prostora GAx na GAy.

Ekvitorzioni projektivni parametri (11.19) predstavljaju uopstenje ET-projektivnih
parametara prve vrste ekvitorzionog geodezijskog pre_slikavanja generalisanog Rimano-
vog prostora G Ry na generalisani Rimanov prostor GRy. U tom slucaju veli¢ine (11.19)

se svode na [47], [90]

% 7

gjmn - é%jmn + N—_H(sg é%[mn] + —[5m (Ngjn + é%nj)_

N2 -1
i B i Pa VR et R e’
(1120) _571 (Ngjm +§mj)] - (N+ 1)2Faﬁ(25j Fn’@n +5m an - 5n mj)_
2 7 «@ « i
-y 1r§5 (T, 08 +T0,,60).

11.4. Ekvitorzioni projektivni parametri trece vrste

Za tenzore é% i ? prostora GAy i GAy pri ekvitorzionom geodezijskom preslikavanju
vazi relacija
(11'21) Eé’mn = ézijmn + 5; (ngn - @fnm) + 67111 ngn - 6;; ijm + Z@Z}annj + 2¢mLizj'
Kako je
7#mn - d]mn + QLﬁmle’
2 1 v

iz (11.21) dobijamo

gjmn = 13% jmn + 63' (’(fmn - ?nm) + 6m zlbjn - 6n @fjm‘i‘

+ 205 LY, ¥y + 200, L2, b + 20 Ly + 20 Ly

\4

(11.22)

\% \%

U (11.22) izvrsimo kontrakciju po indeksima i, n. Dobija se

(11.23) Ejm = gjm - T{J[jm] — (N - 1)71?jm + 21/’(1[’?713‘ + 2¢mL§j'

\4

Alternacijom u poslednjoj jednac¢ini po indeksima j, m dobijamo

Rigm) = Bigm) = 2005m) = (N = D¥gm) + 4 Ley; + 20m Ly — 205 L.

1 \2 \2

Koriséenjem relacije (11.5) imamo

_ 4 q
(N + 1)1{’jm - ?[J’m] ]g[ﬂ'm} + N + 1L£w< pq qu)
(11.24) 5 v2
q q
TNT 7 b (g = Ling = N1l Lia— L50)
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Prema (11.5,24,23) dobijamo

_ 1 _ 1 —
Bjm = Bim = 5oq [Biam1 = Bum) + 737 1L%j(Lﬂ_ L)
2 — 2 .
* N+ 1L§J(Lm_ Ling) = N + 1L£m(Lj_q_ L?_M - (N - 1)1{}jm
2 —q 2 —q
Tl = Log) + 5y By (Lmg = Ling).
tj.
(N = i = (N By + Bong) — (N T+ Fomg) + 2L, (T — L)
P gIm L gmd 3/mon 3 mINTRd TPUN 4
(11.25) N ,
— L
205 (g = Ling) i e A T Liq)-
Zamenom (11.25) u (11.22) uz koridéenje uslova (11.5) dobijamo
(11.26) E i = €

gde smo oznacili

G gmn = B jmn g 05 Bimny + 7 0m (N i+ o)
1 . 2 : )

— ——0,  (NRj, + R L1 (6 LP —§' LP
N2_1 n( 3] +3 j)+<N—1)(N—|-1)2 ﬂ(n p\7/n m p\:z)
2 e I+ s (NI

(11.27) + (N+1)2 ﬂ( 7 pn+ N_11" pj_( + ) nj)
2 , N .
7 i TP i
~ 1 Ll Ly 70 Ly + (N4 DLy)
2 , . . ,
1 1 p 1 p 2 p
~ O 1) L2 = 10 Ll 83, Ly = 8, Ly (N + 16, L7,

Veli¢ina gijmn nije tenzor. Zvacemo je ekvitorzionim projektivnim parametrom
treée vrste. Prema (11.26) vazi

Teorema 11.3. Ekvitorzioni projektivni parametri trece vrste (11.27) su invarijante
ekvitorzionog preslikavangja prostora GAxy na GAy.

U slucaju ekvitorzionog geodezijskog preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora
ekvitorzioni parametri projektivne krivine svode se na [47]

A 7 1 7 %
gjmn - ]:,?jmn + N + 153' ?[mn} + N2 _ 15m (Ngjn +]§n])
1 , 2 . .
I . N = ( q T
2

—_ i i TP i TP i TP
- 1)2L§£[2(N = D8 L + 0 L,ij — 4 Lnsj + (N +1)8%, Ljv”]'
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11.5. Ekvitorzioni projektivni parametri cetvrte vrste

Tenzori krivine cetvrte vrste i% i ? prostora GAy i GAy pri ekvitorzionom geodez-
ijskom preslikavanju su povezani relacijom (v. §10)

(11.29) B, = By + 0 (Yrmn = Yrom) + O, in = o, Cym + 2Ly + 26 Ll

v

odakle na isti nacin kao u prethodnom slucaju dobijamo

(11.30) & jmn =€

4 Jmn jmn>
gde je
Coom = R 1 sip L i (NRiy+ R
ijmn_4jmn+N+1j4[mn] N2 _ 1 m( 4]7’L+4n])
1 .
— —— 8" (NRjm + Bum; 8 LP  — 5 LP
N2_1 n( @J +§E ])+(N_1>(N+1) (n p\'r/n m p\;rz)
2 i rp N p ;
(11.31) +—(N+1)2 Ling (05 Lipn + =00 Lpj = (N +1)Lyj)
2 7 N 7 1
(vt 2 nal% Lom *m%% (N +1DLi;)
2 .
- T4 T Tp % P gt p 7 P
(N+1)2qu[2( 1)d; L m+ O, Lv J,, Lv +(N+1)5mLJvn].

Veli¢ina ¢%, takodje nije tenzor. Zva¢emo je ekvitorzionim projektivnim pa-
47

rametrom c¢etvrte vrste. Prema tome vazi

Teorema 11.4. Ekvitorzioni projektivni parametri cetvrte vrste (11.31) su invarijante
ekvitorzionog geodezijskog preslikavanja prostora GAn na GAy .

Kod ekvitorzionog geodezijskog preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora pa-
rametar (11.30) se svodi na [47]

. i 1 i 1 ;
ijmn_§jmn+N—_i_16j4[mn}+N2_15m(N§jn+§nj)
1 i 2 ; ;
(11.32) = yz =100 NV &m + Bmg) = 577 (L;I,Lqu) + Ly Linj)
2 ‘
q irp i 7P _ §igp i TP
(N+1)2qu[2( )05 Lim + O LV 5 Lv +(N—|—1)6mLJvn].

11.6. Ekvitorzioni projektivni tenzor krivine

Tenzori krivine pete vrste }52 i E prostora GAy i GAy pri ekvitorzionom geodezijskom
preslikavanju su vezani relacijom
Dt 7 1
ézjmn @ jmn 5 <¢mn lgnm + gbmn - T{Jnm)
(11.33) 1
+ _(ﬁn (¢jn + ¢jn) - _6:1 (¢jm + Qﬁjm)'
2 1 2 2 1 2
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Stavimo
1
(11.34) Yin = 5 (Wjn +jn)-
12 1 2

Tada (11.33) mozemo predstaviti u obliku

(11.35) Bl = Bljoun + 05 (Ymn = Yum) + 81 Vi = 0, Vs,
Eliminacijom tenzora ., iz (11.35) analognim postupkom kao u prethodnim slucaje-
vima dobijamo b
(11.36) Ejmn = € jmn>
gde smo oznacili

€ imn =R jn + #5;'. Rmn
(11.37) 5 5 X N + 175 |

+ 67, (NBjn A+ Bnj) =0, (N Rjm + @mj)}-

(0 =1,...,4) nisu bile ten-

Za razliku od prethodnih slucajeva kada velicine €, .
0
zori, veli¢ina gzjmn je tenzor. Zvacemo je ekvitorzionim projektivnim tenzorom

krivine. Prema (11.36) vazi

Teorema 11.5. FEkvitorzioni projektivni tenzor krivine (11.37) je invarijanta ekvi-
torzionog preslikavanja prostora GAx na GAy.

Kod preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora ekvitorzioni tenzor projektivne
krivine ima isti oblik kao (11.37).

U slucaju kada se GAx (GRy) redukuje u Rimanov prostor veli¢ine (11.10,11,19,
20,27,28,31,32,37) se svode na Vejlov tenzor projektivne krivine [83]

1

tj. predstavljaju njegovo uopstenje u ovom slucaju.
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12. Ié%—projektivna preslikavanja
prostora nesimetricne afine koneksije

Zbog nemogucnosti uopstavanja Vejlovog tenzora u opstem slucaju u prethodnom
odeljku su razmatrana ekvitorziona geodezijska preslikavanja prostora nesimetri¢ne afine
koneksije. U cilju nalazenja jo$ nekih generalizacija Vejlovog tenzora u ovom odeljku
¢emo uvesti neka nova specijalna geodezijska preslikavanja prostora nesimetricne afine
koneksije.

12.1. ]l%—projektivno preslikavanje

Neka prostor nesimetricne afine koneksije GAn dopusta netrivijalno geodezijsko pres-
likavanje na prostor GAy. Veza i izmeju tenzora krivine R i R prostora GAy i GAy (v.

§10) data je relacuom
1

+ 2L1 WU+ 2LP W p05 + 2Lp A&

Jp’

gde je
Ymn = wm\n — Ymn.
1 1

Kontrakcijom po indeksima i, n iz (12.1) sledi

]_Ejm = ]_Ejm - 77Z}[jm] — (N - 1)71?3'771 + (N -1 5m¢p + 5;I')mlp o ;'?plm

(12.2)

+ @D]me +

p q
pq + 2L ¢p + 2Lg’£q Jp

\

Alternacijom bez deljenja u (12.2) po indeksima j, n imamo

Rijm) = Bijm) = 20(jm) = (N = D¥m) + 2N = D&ty + &,
1
P TP
(123) ]p|m + 6mp|j + ijme - zmejp + 25?”1 gq
1 1

— &+ En +4Lp ¢p+2Lp 2L”

mp7

a odavde

(N + D)dgjmy = B jm) = Rjm) + 2N = D& + &1, = Epin + Epl

(12.4) Y ! ' !
+ 2¢ijp 2¢mL]p + 285 68, + 4L” iUp + 2LP —2L%,

v
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Zamenom (12.4) u (12.2) dobijamo

_ 1 —
(N = Djm = Rim = Bjm = 577 [Rigm) = Bigm) +2(N = DEG%
TP P
+ 2{10 Jp| + émpw + 2¢ijp - 2¢ijp +2 ?m gq
(12.5) ., . . : . ., )
+4LF zpp+2L —2L Ip) + (N — I
Jplm + 21/13me + ;gq - m T 2Lp ¢p + 2Lfnq ;]P
Oznac¢imo
N — 2 —p
Djm = N1 jmwp (ij mp = YmLj, + NL &Gy + L&)
(12.6) N 1,1 9 .
N +1>7m>pd N—l N+1 mﬂp

Sada (12.5) mozemo predstaviti u obliku

Yim = N1 {Rjm = Rjm
1 _
P
(12.7) = N1 BRm) = Bigmy 265, - Jp|m+5mp|y}
T Jmlp jplm}+ Jms
tj.
1 — 1 —
tlbjm = m(}fjm - ijm) - m( T lim] Jf[ym])
1 —p p N TP p
(12.8) + N+1(ij|P_le|p)_ N+1(Ljp|m_Ljp|m)
Vo1 Vo1 V1 Vi1
TP D )
N2 ] (Lniplj melj) T 71)]’”'

Zamenom (12.8) u (12.1) dobijamo
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7 A 1 ) 1 % ¥5)
].izjmn = }Ejmn + N — 16] (R[mn] - ?[mn]) - m(sj (zﬁz[mn] - 2]1{[mn])
+ 5575 Connto = L) = 577779 Erpln = Drppn = L + L
N+1 J |:D v \1p N—l—l J vP| VPJ Vpl |
1 i (TP P i
_—NQ_]_(S] (an|m_me|n_an|m+Lp |n)+5~71]_)mn
V1 \ 2t V1 Vo1
1 i — 1 i —
+ 7 0m Bin = Bjn) = 55— 0m (B1gn) = L1jn))
1 i D p N . =» »
+ N+15m (Ljn|p L]n|p) N+15m( Jp|n L]p|n)
Vi
1 . —p .
) p 7
(12.9) - ~z —0m (anu Ly,;)+0,D
1 1 5) i E5)
—N—5n(RJm—R )+N2 Op (R jm] = Bjm))
i (TP p i (TP P
N+15n( Jmlp ij\p) N—|—15m( Jp\ Ljp|m)
Vv 1 Vi1
1 i (TP 7
+N2_ O, ( mp|j Lﬁpu)—fsn?gm
V1
_57271 fnwp—i_é; ]mwp+£;m|n_£;n|m+2wjginn
1
+§fm i —gfn i +2LZ w3+2LP %5’ +2LP ‘
Stavimo
05 Dimn) + O Djm = 0 Dijm — 0y 0 + 0, 80 + 200580
(12.10)

& mSpn = Enbpm + 2Linn s+ 2L0 005 + 2L 65, = 0.
Tada (12.9) mozemo predstaviti u obliku

(12.11) W(R)' . = W(R)'

1 jmn jmn
gde smo oznacili
7 7 1 T
1 i ;
+ 3 (N Rjn + Bnj)0y — (NRjm + B3,
i N2 -N-1, _, »
o N_,_léj mn|p+ N2 —1 5]’ (me|n_an|m)
(12.12) . ' v . v
R ) P 7 P
N+15mLJ’n|p+N O (N Jp\ +N_1an|j)
1 ’ 1
+——0, L% (5Z (N — L )

N4+1 " imlp N Jplm N — 1 mplj
Vv 1 Vv 1

% %
o ij|n + Ljn|m
Vo1 V1

nplm)
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Geodezijsko preslikavanjo prostora GAy na GAy koje zadovoljavaju uslove (12.6)
i (12.10) zvac¢emo }l%-projektivnim preslikavanjem. Za prostor GAy kazemo da je

}1%-pr0 jektivno ravan ako postoji ]fi—projektivno preslikavanje prostora GAxy na ravan

prostor.
Dakle, prema (12.11) za .ﬁ%—projektivna preslikavanja vazi

Teorema 12.1. Tenzor W(]iz)ijmn definisan pomocu (12.12) je invarijanta é%-projek-

tivnog preslikavanja.

Teorema 12.2. Ako je prostor GAn ﬁ%—pmjektivno ravan onda je

(12.13) W(R)

Dokaz. S obzirom na éinjenicu da je GAx ravan prostor to je prema (12.12)

W(}l%)zjmn = 0, a zbog invarijantnosti tenzora W(ll%)"jmn, pri é%—projektivnom pres-

likavanju, sledi da u GAn vazi (12.13). - [
U slucaju preslikavanja generalisanog Rimanovog prostora GRy na GRy [90], [95]
uslovi (12.6) i (12.10) se svode na

N—-1., q P
Zl)jm T N+1 jm¥p T+ N2 _ 1(Nrglq£jp + 15e€p)
(12.6") : Y
L o 2
~ N et Ty e

05 D) + 03 Din = 0 Djm = 0, &500p + 0, & 0p + 200560,

(12.107) D e D i i p i p
\

\% \%

a tenzor (12.12) ima oblik

i i I i
i 2 i TP 1 i TP
(12.127) = (N - o) 00} = 5770 ot = 31 Om Hny
1 ) ) )
(3 p 7 7
TN T Limip = Dimin + Ljnjm-
VvV 1 VvV 1 VvV 1

Ako je ]}’—preslikavanje ekvitorziono onda se uslovi (12.6) i (12.10) redukuju i postaju

2 =P P 2
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71 v v

a tenzor (12.12) se svodi na

W(R)ijmn - Rijmn + —6; R[mn]
(12.12") ! 1 : N+171
T N2 _1 [(N]-iij” + ]Enj)(;vzn - (N]_Ejm + }Em])(s;]

12.2. ];—projektivno preslikavanje

_Neka afini prostor GAy dopusta netrivijalno geodezijsko preslikavanje na afini prostor
GAp. Za takvo preslikavanje kazemo da je }2%-pr0 jektivno ako vazi

N -1 2 — —
- p TP P q P
nony T N O Tty S B
. _}_Lé‘p,Q_Lé‘p,q +_LP w
N+1WJQP N -1 qj>mp N—|—1 jz/n p»
( ) 5;' 22)["”1} +5fn gjn - 571'1 gjm - 537@ £j¢p ‘*’5111 fnjd)p + 24, jzm
12.15

P L — g 2L s+ 2LF 4,0t + 2LF, €L =0

Vv \

Veza izmeju tenzora krivine 1;{ i g prostora GAy i GAy (v. §10) data je sa

E;'mn = é%ijmn + 5; (gpmn - gbnm) + 6:71 gﬁjn - 6:7, Qé}jm
(1216) - 57zn £j¢P + 5:1 fnjlpp + 6inj|n - g;ﬂm + 2¢J sz + gfnj 7‘7,p - gfm 7.np
2 2

\ Vv \

gde je
Vmn = ¢m\n — Ym¥n-
2 2

Kontrakcijom po indeksima i, n iz (12.16) sledi

gjm = gjm - gp[jm] - (N - 1)15jm + (N - 1)551]¢P + fgmp - £j|m

2 2

(12'17) TP P ¢q P ¢q D P ¢4
+ ijpm + €mj ap qu mp T 2ij¢P + 2Lqm DJj

\%
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Alternacijom bez deljenja u (1217) po indeksima j, n imamo

(N +D5m) = Bigm) = Bigm) +2(N = D& 40 + 26

2

TP P
(12.18) + &y T 205 L — 20m Ly + 265,560,

+ALP, py, +2LF, €9 — 20P 0 .

\ \% \

Zamenom (12.18) i (12.14) u (12.17) dobijamo

_ 1 —
ilbjm = m(@jm - é%jm) TNz 1 (é%[jm] - I;[J’m})
1 D P N TP P
12.19 + = Linjip — Lonjin) — o5 Lpjim — Lo )
(12.19) N1 e Tmalel N R )
TP P .
— 52 1 Lomli — Lpmyy) + Dim.
Vv 2 VvV 2

Zamenom (12.19) u (12.16) imajudéi u vidu (12.14) i (12.15) dobijamo

gde smo oznacili
i i L
W(g) jmn — § jmn + N—_H(SJ g[mn]
1 . @-
+ N2 1 [(NIZ:ZJ“ + gnj)(sm - (Ngjm + @mj)én]
2 N?2_-_N-—-1_
_ _ = stgP 7 D 7P
(12.21) - . L
N1 ™ "J'|P+N+1 m piln = N _—17pnli
Vv 2 2
1o 1 1
i N+15" mjlp N+15”(‘]\7ij|mJr N —17"pmls
VvV 2 Vv 2
V2 V2

Za prostor GAy kazemo da je lz%-projektivno ravan ako postoji é%—projektivno

preslikavanje prostora GAy na ravan prostor. Dakle, prema (12.21) za ]l%—projektivna

preslikavanja vaze

Teorema 12.3. Tenzor W(}Qf)ijmn definisan pomocu (12.21) je invarijanta Ij—projek—

tivnog preslikavanja.

Teorema 12.4. Ako je prostor GAn é%—projektivno ravan onda je

(12.22) W(R)",., = 0.

9 jmn —



V. Neka specijalna geodezijska preslikavanja ... 69

U slucaju preslikavanja generalisanog Rimanovog prostora GRy na GRy [90], [95]
uslovi (12.14) i (12.15) se svode na

N — 2
J P ¢q
2””_N+1 mi¥p + N-— 1<NF J’+qu pm)
(12.14)
__gp, _,_Lpp )
N-—-1°% N+1 777

55 D[mn} + 5i Yg)jn - 6i Djm - 5:71 gwp + 5i " ‘wp + 2wj€fl’m

12.15
( ) + & : — & ik : +2FZ ¢]+2Fp ¢pdl+21“p ‘ ;=0.

a tenzor (12.21) dobija oblik

i L 1 )
W(g) jmn = g jmn N+ 15j g[mn] + —N2 — 1[(N§jn + ]Z:an)ém
i 2 irp 1 i 7P
(1221) = (Vi )00 = 7 8 Py = R P
1 7
+N—F On mjlp ma|n+LnJ|m

Vv 2 \]

Ako je Jj—preslikavanje jos i ekvitorziono onda se uslovi (12.14) i (12.15) uproséavaju

i svode se na

(12.15 ") 8 Dimn) + 5L Dijn — 5:; m + 2LZ mi + 2Lp mpll =
U tom slucaju tenzor (12.21) se svodi na tenzor
W(R) jn = Bl jon + ! ———6" Rynn
(12.21) 2 2 | N+172 | |
+ g (N Bin + Baj)ony — (NRjm + Bing)o, |

12.3. é%—projektivno preslikavanje

Veza izmedju tenzora krivine ]é? i E prostora GAy i GAy (v. §10) data je sa
B = By + 0 (Pmn = Yum) + 81 Yijn = 01, Yijm
(12.23) + p(85, & — O )+5m|n—ff%j|m+ jménp
2 1

— &8 & 20 (L + &) + 20m (L + &) + 268, (Lhi + &),

\% \4 \%
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pri cemu je
Ymn =¢m|n—¢m¢m p=1,2.
p P
Kako je
77Dmn = ¢mn + 2Lp ¢p
2 1
o (12.23) postaje
];;mn = Rijmn + 6; (wmn - ¢nm) + 5;n wjn - 5; Qpjm

+ 24 Lty + 207, Lp (01 €8 — 58 €8 by
(12.24) ; i i
+ &irnjn ~ Engim + jmﬁnp - fnfpm

+ 20 (Lo + &) + 20m (Loj + €05) + 260 Ly + &55)-

\4 \% \%

Kontrakcijom po indeksima i, n iz (12.24) sledi
ﬁjm:é%jm_¢[jm]_(N_l)llpjm—‘r(N—'_l) ¢p+ jm|p

3
(12.25) p]|m + gfm - gfq gm + 2wP(L£1j + 651])
2 Y
+ 20m (L + &) + 260 (Ly; + &55).

Alternacijom bez deljenja u (12.25) po indeksima j, n dobijamo
(N 4 D¢5m) = Bigm) = Bigm) +2(N + DEG%

P ¢cq _ ¢P¢q
+2Jm|p pJ|m+ pm|3+2jm qp JjqSpm

(12.26) : ' '
+ ffnq gj + 4¢p(Lﬁw. + fﬁbj) + 2¢m(ng + gj)

Vv

Zamenom (12.26) u (12.25) dobijamo

— 1
(N = Djm = Bim = Bjm = 5777 [Bigm) = Bigm) + 25,
(12.27) 2
p :
pJ|m+§pm|J] +€Jm|p pj|m+(N_1)7g,)Jm’
gde smo oznacili
1 2
?jm = §m¢p+ N—-l-l fm gp N2 1 [2¢p( 5 )
+ wm(LZj + gj) — i (Lpm + Epm) + ggngJ N gngm}
(12.28) . ’ )
+ 7 [2Un(Lh + €0) + 20m(Ly; +€7))

q q p
+ %gm(ij + pj) T Siq gm}'
Vv
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Neka je
35 Dimn] + 0 Djn — 6, Djm + 20 Lfmwp
(1220) 2 Ly + Gl = 561000 + €60

- fnfpm + 29, (L, mj + &)+ 20m (L +&55) + 280, (L +6,;) =0

Koriséenjem (12.27) i (12.29) relaciju (12.24) mozemo predstaviti u obliku

(12.30) W(E) Cmn = W(R) jmn
gde smo oznacili
7 1 (2
W(g) jmn — ? Jmn N + 153 R[mn]
1 i ;
+ m[(‘]\[@]” + ?nj)dm - (Néijm + gm])én]
2 P P P
+ N2 15 (2Lmn|p me|n + Lpn|m Ln@nm)
1
i(TP P
(12.31) + N — 153 (me|n Lpn|m)
+ ! " (2LF  —LP. 4+ LP ) — L — 5 (P P
N2_1 ™ Jnlp piln pnl] N—1m™ Jnlp piln
Vi V1
1 % p p 1 p
N2 — 1571 (LG m1p — Ljim + L) + N — 16” (ijlp Lojim)
Vv 2 V1 Vv 1 V1

— L

jm|n + Lnj\m
) !

Geodezijsko preslikavanje prostora GAy na GAy je ]g—projektivno ako tenzori torzije

ova dva prostora zadovoljavaju uslove (12.28) i (12.29). Za prostor GAx kazemo da je
]g-pro jektivno ravan ako postoji g—projektivno preslikavanje prostora GAxy na ravan

prostor. Dakle, prema (12.30) za ]f—projektivna preslikavanja vaze

Teorema 12.5. Tenzor W(I;i)l

tivnog preslikavanja.

definisan pomocu (12.31) je invarijanta ]?)%-projek-

jmn

Teorema 12.6. Ako je prostor GAn ]??—pmjektivno ravan onda je
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U slucaju preslikavanja generalisanog Rimanovog prostora GRy na GRy [90], [95]
uslovi (12.28) i (12.29) se svode na

2

fpmdjp [2%9( it ffnj) + ggngJ o gJLgm}
J
(12.28 ') v

+ N _ 1 [2wP(Lfn] + frﬁz]) + 2§§m(Lg] + g]) - ;)q gm],

8 D) + 5t Dijn — 5t Djm + 26" Lp W
(12.20)  + 20, Lp WUpt (0, €8 =61, 60 Uy +

— ;’nﬁpmwwn( rj + Ehi) + 2Um (Ll + &) + 288, (Lh; + &) =0

a tenzor (12.31) na
% 1 7 1
W(1§) jmn = ]3? jmn T N + 153 ]g[mn] + ﬁ[(Né{m + g”])dm
i 2 i
- (Ngjm + gmj)én] N2 (5 (QLﬁzn\p o Lfnn|p)
2 Vo2
(12.31/) 1 . 1
1 P 7 p 7 p
+ _15m2Lm|p O L N2_15n2ij|p
V2 v
1 7 7 A
+ N — 1577, jmlp - ij|n + Lnj|m‘
v 2 V1

Ako je 13% - preslikavanje jos i ekvitorziono onda se uslovi (12.28) i (12.29) svode na

Bim =Nz 1
1
(12.28") + (2% i 20 Lh ),

0 Dpmn) + O Djm — 0, Djm + 25;‘. Lf,bnwp

(20p L2, + Y LE, — b LE,)

\%

(12.29") + 26L, Lp WUp + 200 LY+ 20, L = 0.

\/ \

Tada se tenzor (12.31) svodi na

W(R) jmn — szmn 53 R[mn
(12.31 ") 5 N +1

+

o N L+ Bng)0n — (N Rjm + Binj)oy, |.
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12.4. @-projektivno preslikavanje

Veza izmedju tenzora krivine iﬁ i ? prostora GAy i GAy (v. §10) data je sa

(12.32) +9p(0n G = 0 €g) + Enpn — Engim + o
1

2

- fnggi)m + 2¢n(Lfnj + ginj) + 2¢m(Lij + 5%;‘) + 2£$nn(L;7j + ggl;j)a

\4

gde je oznaceno

Ymn :wm|n_¢mwn7 p=1,2.
p P

Analognim razmatranjem kao u predhodnim slu¢ajevima uvodimo é:?-projektivno

preslikavanje kao geodezijsko preslikavanje prostora GAx na GAy ¢ji tenzori torzije
zadovoljavaju uslove

1 2
74)jm = fmibp + N1 fm ap — N1 [2¢p(Lfnj + 55@]')

+ ¥ (Ly; + &5) = (Lo + &) + Eng Ly — G Lim]

\% \% \ \%

1
TN -1 [20p(Ly; + &) + 20m(Lp; + &)

+ 260 (Lp; + &55) — €& ]

\%

(12.33)

05 D) + O Djn = 03 D + 205 Ly
(12.34)  F 200 L5t + (0, & — 00 60000 + iy

= &inbpm T 2Un (Lo + §nj) + 20m (L + &) + 260, (Lyy; + &) = 0.

Vv Vv \

Kao u prethodnom slucaju dobija se
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gde smo oznacili

WAR) jimn = B jonn + Nit 70 Bimn)
+ g (N Byn o Rog)dhy — (N By + )]
+ = 2_ 15; (2Lﬁm|p L L Lfnvnlp)
(12.36) +ty o 153( pmn _Lgflm)
+ 1_ =30, (2L§n|p —~ Lgfl” +Lpn|1) = 15;,1( iy Lgﬂn)
_ N21— 15 (QL%”lp Lgﬂerme'j) + 5 16;( mlp _szlm)

7 7
~= Ljmn + Linjjm:
VvV 2 V1

Za prostor GAy kazemo da je i%—projektivno ravan ako postoji @—projektivno
preslikavanje prostora GAy na ravan prostor. Dakle prema (12.35) za l?—projektivna

preslikavanja vaze

Teorema 12.7. Tenzor W({}’)l

tivnog preslikavanja.

jmn definisan pomocu (12.36) je invarijanta {E—pmjek‘—
Teorema 12.8. Ako je prostor GAn i%—pmjektivno ravan onda je

U slucaju preslikavanja generalisanog Rimanovog prostora GRy na GRy [90], [95]
uslovi (12.33) i (12.34) se svode na

2
74) ¢p [21/’17( +§ ) + g”ﬁqugJ o qugm}
(12.33 /) , v v
+ 7 (20l + €0y) + 2§%Q(L§j + &) = &aim)

% Dimn) + O D — 00 Djm + 205 Lty
(12.34) 20 Lp WU + (64,60 — 0%, &8 by + €8 6L

— §n£;m+2wn< g+ Ei) + 2Um (Ll + &) + 288, (Lh; + &) =0

\4 \% \%
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a tenzor (12.36) na

=R’ O R

Wik 4jm”+N+1J4[m"]+N2—1

)ijn

(N Rjn + {?na‘)%

’ 2

1 z p p
(12.36") 1 1 ;
7 1 7 p
T N2 — 15m Jnlp N— 15m Jnlp N2 — 15” 2Lj'mlp
Vo2

1 7

Tyl gmip jmin + Ljim-

Vv 2 V1

Ako je i% - preslikavanje jos i ekvitorziono onda se uslovi (12.33) i (12.34) svode na

Dy = — >
7™ N2 -1

1

p P
(12.33") + N1 (zprmj + meij)v

05 Dimn) + 63 Dijn — 6, Djm + 25; Li’@n%

(2¢pL;’lr)nj + ¢mL£j - ¢jL£m)

\%

\2

(12.34") + 26%, LP WUp + 20 LY s+ 20U L = 0.

\/ \2

Tada se tenzor (12.36) svodi na

W(R)ijn = lemn + 6] R[mn}
(12.36 ") 4 4 , N+1 | |
+ N2 1 [(Nizjn + éznj)&n - (N}jjm + {fmj)&fl ]-

12.5. é%—projektivno preslikavanje

Geodezijsko preslikavanje prostora GAx na GAy je ]g?—projektivno ako tenzori

torzije ova dva prostora zadovoljavaju uslov

zpq+lzpq lipq__él

— ) ;
(12.37) N + 14 Smnspa T N7 Om SinSpa T N7 On SimSpg N+1m1qnp
) 1 .
+N 15711 Jjq mp+ Zn ;)n mp = 0-

Tenzori krivine ]5% i ? prostora GAy i GAy (magistarski) su vezani relacijom
B = By 3 W = Ym + Y = V) + 380 (g + 50)
5]mn 5 Jmn 2 mn 2nm 2mn 1nm 2 m 1]n 2]7’1
. 1 . . . .
12.38 i (o , Lgi g i i
( ) - 5671 (%Jm + lejm) + 2(§ym|n 5jn|m + 6mj|n 5n]|m
3 4 4

3
+ fmgzl)n - 5n€;np + gﬁzgﬁ%p - Zgg;)m)a
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pri cemu je

Ymn :wm|n_¢mwn7 p=1,2.

p P
Oznacimo 1

12 1 2
Tada (12.38) postaje
Dt % 7 % 1 7 %
By = B jon + (P = 0600 i = 81 & 5 (& = G
(12.39) 3 4
+ Engin = Engim + Embon = Enbinp T Eniénp — EsSom)s
4 3

Eliminacijom ), iz (12.39) i koris¢enjem (12.37) dobijamo
12
(1240) W(‘5R)ijn = W(‘?)Z]mn

gde smo oznacili

WB i = By + 3777 Jg[mn] + 7 (N Bjn + B,
. AYY i(rp
— (N]S%Jm + ]E)%mj)dn] N 5 (Lmn|p + annip)
1
o 1) P = P P =
L L L | L
(12.41) B 2(N +1) m (L] Jnlp + anJ;p) + 2(N2 —1) m (L, nP|J + pvnlj)
N ; 1 ;
T 1)5’”( iln ™ LPJ'”) A R & Jmlp  Lonjip)
V4 V 4
1 p N %
B 2(N? — 1)5 (mely + me|3) 2(N2? — )5 (L5 jp|m +ij|m)
VvV 4 Vv 3 V 4 Vv 3

Vv 3 V 4 Vv 4 Vv 3

Za prostor GApy kazemo da je ]g-projektivno ravan ako postoji ]E)%—projektivno pres-
likavanje prostora GAy na ravan prostor. Dakle prema (12.40) za Ij—projektivna pres-

likavanja vaze

Teorema 12.9. Tenzor W(}SE)Z

tivnog preslikavanja.

definisan pomodéu (12.41) je invarijanta ];—projek—

jmn

Teorema 12.10. Ako je prostor GAn ]E)%—pmjektz'vno ravan onda je
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U slucaju preslikavanja generalisanog Rimanovog prostora GRy na GRy [90], [93]
uslov (12.37) se svodi na

1 % 7 () P ¢t
(12.37/) N+15m ]C] 7(’1Lp+ N 1671 ]q mp+ f’n - jngmp :O

a tenzor (12.41) na

W(zg)' =R+ Rimn) +

jimn 5 jmn N—_i_l(sj 5 [ [(N}E?J’n + };’n])ém

N?2 -1
- 1
_ . NS o p
(N};Jm + é{m])5n] N + 15 (Lmn\p + anrnjlp)
(12.41") . !
- p - P
2(N + 1)(S (Ljnlp T Lnalp) + 2(N + 1)(S (LJm|p T Lmalp)
Vo4
1 1 1
_i(ij|n_Ljn|m+Lmj|n Ln]\m)
v 3 V4 Vo4 v 3

Ocigledno, svako ekvitorziono preslikavanje zadovoljava uslov (12.37), odakle za-
klju¢ujemo da ako je preslikavanje ekvitorziono, ono je tada i ]g—preslikavanje.

U ovom odeljku smo posmatrali jos pet specijalnih geodezijskih preslikavanja prostora
nesimetricne afine koneksije i samim tim dobili jos pet generalizacija Vejlovog tenzora
Whw =R n+——0R

jmn jmn j Y mn]

(12.42) N +1
+

vz (VB + Ruj)8i, — (NRjm + Rinj)dy,]

U slucaju geodezijskih preslikavanja prostora simetri¢ne afine koneksije uslovi (12.6,10),
(12.14,15), (12.28,29), (12.33,34), (12.27), su uvek zadovoljeni, dok se tenzori (12.12),
(12.21), (12.31), (12.36), (12.41), redukuju u Vejlov tenzor (12.42). Problematika iz
ovog paragrafa obradjena je u radovima S. M. Minc¢i¢a i M. S. Stankoviéa [46], [47],
[48], [90], [93]-[95].
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Glava VI

SKORO GEODEZIJSKA PRESLIKAVANJA
PROSTORA NESIMETRICNE AFINE
KONEKSIJE

13. Skoro geodezijska preslikavanja

Neka su dati prostori nesimeriéne afine koneksije GAy i GAn. Nije tesko videti
da se preslikavanje prostora GAy (N > 2) na GAy, pri kome svaka skoro geodezijska
linija jednog prelazi u skoro geodezijsku liniju drugog degenerise u geodezijsko, jer je
skup geodezijskih linija pdskup skupa skoro geodezijskih linija prostora, pa ¢emo stoga
razmatrat preslikavanja drugacijeg karaktera.

Obostrano jednoznacéno preslikavanje prostora GAx (N > 2) na GAy nazivamo
skoro geodezijskim preslikavanjem prve (druge) vrste ako se pri njemu svaka
geodezijska linija prostora G Ay preslikava u skoro geodezijsku liniju prve (druge) vrste
prostora GAy. Pri tom je potrebno pretpostaviti da je N > 2.

Neka prostor GAy dopusta skoro geodezijsko preslikavanje prve (druge) vrste na
prostor GAy. Prostore GAy i GAy éemo posmatrati u zajednickom po tom preslika-
vanju sistemu koordinata x', 22, ..., 2. Stavimo

(13.1) Iiy(z) = Ll(z) + Pli(x)

gde su L?j (x), ZZ(az) - komponente koneksije prostora GAy i GAx (N > 2) u uoéenom
sistemu koordinata, a PZ»’; () tenzor deformacije koneksije prostora GAy tog preslika-
vanja.

Postavlja se pitanje koje uslove treba da zadovoljava tenzor deformacije
koneksije pri skoro geodezijskim preslikavanjima prve (druge) vrste.

Neka je u GAy zadata proizvoljna geodezijska linija [ jedna¢inama (2.8). U tom
slucaju (v. §2.2) po definiciji za nju vazi

(13.2) 4?1) = M AT = pA,

Jednacéine

AY = p)\h

«

(13.2) é?n ="
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definisu istu geodezijsku liniju kao i (13.2).
Skoro geodezijska preslikavanja prve vrste obelezava¢emo T a druge vrste 7. Za

preslikavanja T vazi

Teorema 13.1. Obostrano jednoznacéno preslikavanje prostora GAn na prostor GAy
je skoro geodezijsko prve vrste ako i samo ako tenzor Ph( ) deformacije koneksije zado-
voljava uslov

(13.3) (Ph o1 + PR PL N AN = bPh PEPLIE a)\h

o

identicki u odnosu na x*, 2%, ..., xN i XL A2, AN pri cemu su a 7 117 neke tnvarijante.

Takodje za skoro geodezijska preslikavanja druge vrste imamo

Teorema 13.2. Obostrano jednoznacno preslikavanje prostora GAn na prostor GAn
je skoro geodezijsko druge vrste ako i samo ako tenzor Ph( ) deformacije koneksije
zadovoljava uslov

6

(13.37) (Pls), + PhsP ) A NN = bP" AN 4 a)\h
2

identicki v odnosu na x, 2%, ...,z i AL A2, AN pri cemu su a ) 12) neke tnvarijante.

Specijalno kada je
= ¢z5h ‘f’% +£zg:

gde je @hj proizvoljan antisimetri¢an tenzor, uslovi (13.3,3’) su zadovojleni pa skoro

geodezijsko preslikavanje prve (druge) vrste prostora GAy na GAy pred-
stavlja uopstenje geodezijskog preslikavanja. Taj slucaj ¢emo ubuduce smatrati
trivijalnim, tj. razmatracemo skoro geodezijska preslikavanja prve (druge) vrste koja
nisu geodezijska.

Prostor GAn ¢emo zvati (N-2)-projektivnim, ako dopusta preslikavanje na ravan
prostor Ay, pri kome svaka geodezijska linija prostora GAy prelazi u neku krivu pros-
tora Ay koja pripada nekoj dvodimenzionalnoj ravni [17], [88], [91]. Sledeéa teorema
daje karakterizaciju (N — 2)-projektivnih prostora.

Teorema 13.3. Prostor GAyx je (N — 2)-projektivan ako i samo ako dopusta skoro
geodezijsko preslikavanje prve (druge) vrste na ravan prostor.

Napomena. Kako je Ay prostor simetricne afine koneksije, to se skoro geodezijske
linije prve i druge vrste poklapaju, pa se samim tim i skoro geodezijska preslikavanja
prve i druge vrste svode na isto skoro geodezijsko preslikavanje.
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14. Klasifikacija skoro geodezijskih
preslikavanja prve i druge vrste

Tenzor deformacije koneksije P[JL- (x) 1 njegov kovarijantni izvod prve odnosno druge

vrste u formulama (13.3,3') zavise samo od koordinata x!, 22, ..., 2" tacke M prostora

GAy, dok funkcije a i g (0 = 1,2) zavise jos i od komponenata tangentnog pravca

AL AZ AN, Da bi preslikavanje prostora GAy na GAy bilo skoro geodezijsko prve
odnosno druge vrste, uslovi (13.3) tj. (13.3’) moraju biti identicki zadovoljeni u odnosu
na te 2N promenljive. Oznacimo sa T skoro geodezijsko preslikavanje prve vrste a sa T

skoro geodezijsko preslikavanje druge vrste prostora GAy na GAy.
U daljem izlaganju razmatrace se nekoliko tipova skoro geodezijskih preslikavanja
prve odnosno druge vrste u odnosu na karakter zavisnosti funkcija a i 2 (0 =1,2) od

AL AZ LAY
Kako uslovi (13.3) predstavljaju sistem od N linearnih jedna¢ina u odnosu na a i

Zl) (h =1,2,...,N), to ako izmedju njih ne postoje dve linearno nezavisne, znaci da su

vektori PO’}B)\Q)\B i A" kolinearni, i kako je svaki od njih razli¢it od nule sledi da je
(14.1) PlAYAP = A"

u svakoj tacki i za svaki pravac, a ovo o¢igledno znaci (v. §6) da je razmatrano pres-
likavanje prostora GAny na GAy geodezijsko koje je kao trivijalno iskljuceno iz raz-
matranja. Prema tome ako preslikavanje T GAn — GAp nije geodezijsko, medju

jednac¢inama (13.3) uvek ¢e se naéi dve linearno nezavisne u odnosu na a i 11) Iz tih

jednacina je ocigledno da ¢e a i ll) biti racionalne funkcije od tangentnog pravca A", pri

¢emu je a homogena racionalna funkcija drugog stepena a 11) prvog stepena.

14.1. ™ i 1 preslikavanja

Prvi tip skoro geodezijskih preslikavanja prve vrste odredjen je uslovom da
je u (13.3) funkcija ll) linearna i homogena u odnosu na A\, A2, ..., \" s koeficijentima

koji zavise samo od koordinata x',z2, ..., 2N tacke M:

— Y
(14.2) b=1b,\".

Skoro geodezijska preslikavanja prvog tipa prve vrste oznac¢imo T Za njih vazi [91],
[92]
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Teorema 14.1. Skoro geodezijsko preslikavanje prostora GAx na GAy prve vrste je
prvog tipa ako i samo ako tenzor deformacije koneksije zadovoljava

(14.3) C’zk:lP |k + C’zk:l Czkl b P ikt C’zkl awék

ai jk_

identicki u odnosu na koordinate z', 22, ...,z , pri cemu je ll), kovarijantni vektor a asj

dvaput kovarijantni tenzor.

Uslovi (14.3) predstavljaju osnovne jednaéine skoro geodezijskih preslikavanja prve
vrste prvog tipa, koje ¢emo oznacavati 1

Analogno ako za funkciju 12) iz (13.3") predpostavimo da je linearna i homogena u

odnosu na A\, A%, ..., AN s koeficijentima koji zavise samo od koordinata z', 2, ...,z
tacke M, tj.
14.27 = .
(14.2) b= by A
dobijamo

Teorema 14.2. Skoro geodezijsko preslikavangje prostora GAyx na GAy druge vrste je
prvog tipa ako i samo ako tenzor deformacije koneksije zadovoljava

(14.37) CzklP k + Czk:l o Pjk = Czklb P (1 Czkl awék

identicki u odnosu na koordinate x', 22, ...,z , pri cemu je 12)1 kovarijantni vektor a aij

dvaput kovarijantni tenzor.
Uslovi (14.3 /) predstavljaju osnovne jednacine skoro geodezijskih preslikavanja
druge vrste prvog tipa koje ¢emo oznacavati 1.

U slucaju kada je GAyn ravan prostor, GAy ¢ée biti (N-2)-projektivan, a jednacine
(14.3) i (14.3 ") predstavljaju osnovne jednaéine teorije skoro geodezijskih pres-
likavanja prvog odnosno drugog tipa, koje su predstavljene u invarijantnoj formi u
odnosu na izbor koordinatnog sistema. U afinom koordinatnom sistemu y',?, ...,y
kada je GAx ravan prostor imamo L?j(y) = 0 pa vaze

Teorema 14.3. U afinom koordinatnom sistemu osnovne jednacine (N —2)-projektivnih
prostora prve vrste prvog tipa imaju oblik

(143.0)  Gifl Luy) = G L)L) + G ) = Cill i ()3}

pri cemu je 11)1 (y) kovarijantni vektor a aij (y) dvaput kovarijantni tenzor.

Teorema 14.4. U afinom koordinatnom sistemu osnovne jednacine (N —2)-projektivnih
prostora druge vrste prvog tipa imaju oblik

(143 ) Cikl Ll () = CikLLE () Liu(y) + Ciki () Li(y) — Cikl s ()3



82 V1. Skoro geodezijska preslikavanja prostora nesimetriéne ...

pri éemu je gz(y) kovarijantni vektor a aij (y) dvaput kovarijantni tenzor.

Jednacine (14.3a) i (14.3a’) za simetrican slucaj date su npr. u [73], [80], [102].

14.2. 2 i 2 preslikavanja

Drugi tip skoro geodezijskih preslikavanja prve vrste 2 odredjen je uslovom
za funkciju 11) iz (13.3):

b ATX0
14.4 b= —"—
(14.4) b= "
gde je o, A* # 0, a Zlaij, o; zavise samo od koordinata tacke M : z',z2, ..., zV.

U tom slucaju vaze sledecée

Teorema 14.5. Skoro geodezijsko preslikavanje prve vrste prostora GAn na prostor
GAn je drugog tipa ako i samo ako su zadovoljeni uslovi

(14.5) Pli(z) = ¢i(x) 6 +;(x) ) + 03(x)FI(2) + 0j(2) F](x) + &f(x)

5 § 0 0
Fjj; + Fjj; + Fy Floj + Fy Fi oy + §,F) + & F;

|3 Jjli
(14.6) ! ! N N N .

pri cemu Su Vg, [, Vi kovarijantni vektori, F' jednom kontra i jednom kovarijantan
1

tenzor 1 svi oni zavise samo od koordinata tacke.

Teorema 14.6. Pri skoro geodzijskom preslikavanju prve vrste drugog tipa prostora
GAN na GAp, raspodela Eo skoro geodezijske linije prve vrste prostora GAn u koju
prelazi geodezijska linija prostora GAy, definisana je vektorima A" i FA .

Teorema 14.7. Ako je F' = F! | pri cemu je F neka invarijanta skoro geodezijska
preslikavanja prve vrste drugog tipa se svode na trivijalna - geodezijska preslikavanja.

Kako u opstem slucaju tenzor deformacije P{; preslikavanja mo GAy — GAy,
koji je definisan jednatinom (14.5) uz uslov (14.6), ne mora da zadovoljava uslov (14.3)
zaklju¢ujemo da je preslikavanje o GAn — GApN u opstem slucaju razlicito od
preslikavanja ™ GAny — GAy. Jednagine (14.5) i (14.6) predstavljaju osnovne

jednacine skoro geodezijskih preslikavanja drugog tipa prve vrste T2
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Drugi tip skoro geodezijskih preslikavanja druge vrste T2 odredjen je uslovom
za funkciju 12) iz (13.3"):

12)75 AT\
O\

/ —
(14.4 ") b=

2

gde je 0, AY #£0, a 12%‘;‘, o; zavise samo od koordinata tacke M : 2',z2,...,2N. I u ovom

slucaju tenzor deformacije koneksije ima oblik (14.5). Medjutim umesto uslova (14.6)
za preslikavanja 2 dobijamo

Fi}lbj T thli + FglFiéaj + FéhF;SU" T SZ%F;; + gﬂ%Fi&

(14.6 ") S
= 1k +l;jFih+gz’5? + 1507

pri cemu su p;, Y; kovarijantni vektori koji zavise samo od koordinata tacke.

2
Uslovi (14.5) i (14.6 ') predstavljaju osnovne jednaéine skoro geodezijskih pres-
likavanja drugog tipa druge vrste.

14.3. 3 i 73 preslikavanja

Skoro gedezijsko preslikavanje prve vrste prostora GAy na GAy je tredeg tipa ako
je funkcija ll)(x, A) iz (13.3) oblika

basy ATAPAT

14.7 b= ————+
( ) 1 OesAENS

pri éemu je o5 AN # 0.
U tom slucaju za tenzor deformacije koneksije imamo sledeée [90]

Teorema 14.8. Skoro geodezijsko preslikavanje prve vrste prostora GAyx na GAy je
treceg tipa ako je

(14.8) Pi(x) = ¢i(2) &} +;(2) & + 03;(2)e" (x) + &5(2),

(14.9) i+ Em " = Y +
1

Ovde je 1; kovarijantni vektor, o;; simetrican kovarijantni tenzor, 5{; antisimetricni

tenzor tipa (;), Ym kovariantni vektor a p -invarijanta.
1

Teorema 14.9. Ako vazi
LA =0
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onda preslikavanjem T3 GAn — GAy svaka geodezijska linija | prostora GAy prelazi

u neku skoro geodezzysku liniju prve vrste prostora GAn, ¢ije je polje 1-komplanarnih

ravni definisano tangentnim vektorom \' i vektorom ©" i ne zavisi od \', N2, ..., \V.
Preslikavanje T3 U opsStem slucaju je razlicito kako od ™ tako i od Ta. Skoro gedez-

ijsko preslikavanje druge vrste prostora GAy na GAy je treéeg tipa ako je funkcija
Iz)(x; A) iz (13.3 ') oblika
gam)\o‘)\ﬁ)ﬂ

14.77 hp=2
( 7) 2 TesAENS

pri cemu je o.5A°\% # 0. Preslikavanja trec¢eg tipa druge vrste oznacavamo T3 Tenzor

deformacije koneksije i u ovom slu¢aju ima oblik (14.8). Iz (13.3) i (14.8) kao za slucaj
preslikavanja 3 dobija se

(14.9) i+ €™ = ym" + 40y,
2

Ovde je Y -kovarijantni vektor, p -invarijanta a Eihj antisimetrican tenzor i svi oni
2

zavise samo od koordinata tacke.
Prema tome dokazane su

Teorema 14.10. Postoje tri tipa skoro geodezijskih preslikavanja prve vrste prostora
nesimetricne afine koneksije T, T2, T3 koja se karakterisu osnovnim jednacinama

(14.3); (14.5) i (14.6); (14.8) i (14.9) respektivno.

Teorema 14.11. Postoje tri tipa skoro geodezijskih preslikavanja druge vrste prostora
nesimetricne afine koneksije T1, T2, T3 koja se karakterisu osnovnim jednacinama

(14.3"); (14.5) 7 (14.67); (14. 8) i (14.9") respektivno.

Teoreme (14.9) i (14.10) predstavljaju uopstenje odgovarajuée teoreme za prostore
simetri¢ne afine koneksije i Rimanove prostore [81], [83]:

Teorema 14.11. Postoje tri tipa skoro geodezijskih preslikavanja prostora simetricne
afine koneksije, pri ¢emu se prvi tip w1 karakterise osnovnom jednacinom

(14.3 ") Czk:l P] %+ C’zkl Czk:l b; P! e T Czk:l ai;or

at jk -
drigi tip wo jednacinama

(14.5 ") Pli(x) = ¢i(x) 67 + () 8 + 0i(x)F(x) + () F}(x)
1

(14.6 ") Flot Flo+ FYF o+ FRF oy = B + i F)' + 16! + v;0)
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a treci tip w3 jednacinama

(14.8 ") Pji(x) = ¢i(2) 67 +1;(2) 6} + 0ij(2)9" ()

(14.9 ") & = V" + b}, .

U slucaju prostora simetricne afine koneksije [4] za N > 5 ne postoji jos neki tip
skoro geodezijskih preslikavanja. Ako je koneksija nesimetri¢na dokaz takvog tvrdjenja
je potpuno isti. Znaci za N > 5, postoje samo tri tipa prve vrste i tri tipa druge vrste
skoro geodezijskih preslikavanja prostora nesimetri¢ne afine koneksije.

15. Uslovi uzajamnosti skoro geodezijskih
preslikavanja prvog tipa.

(N-2)-projektivni prostori
15.1. Uslovi uzajamnosti 1 i sl preslikavanja

Za preslikavanje T GAyxy — GAn kazemo da ima osobinu uzajamnosti ako je
i njegovo inverzno preslikavanje tipa 1. U ovom odeljku ¢emo dati uslove pod kojima

preslikavanje ™ ima osobinu uzajamnosti [91], [92].

Teorema 15.1. Potreban i dovoljan uslov da skoro geodezijsko preslikavanje tipa ™

prostora GAn na GAn ima osobinu uzajamnosti izraZavaju relacije

(15.1)  Cikl P! .P® + Cikl P! P® + CiklP..P® = Cikl (%jP;n + Cikl gjmai
jmn jgmn jmn jgmn

Fmn ajs nm joaT mn ajt mn n

gde je

Teorema 15.2. Ako skoro geodezijsko preslikavanje tipa 3 prostora GAn na GAy
raspolaze osobinom uzajamnosti, tada osnovne jednacine tog preslikavanja imagju oblik

(15.2)  Cikl P!

Tmn jmln aj’ nm jat mn

— Cikl P PS4 Cikl PL P® 4+ Cikl @P;’m + Cikl @m0,

gde je

el
<
Il
—_
<.
|
—y
<

Qjm = Gjm = Gjm-
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Skoro geodezijsko preslikavanje T GAy — G Ay ima osobinu uzajamnosti ako
je i njegovo inverzno preslikavanje tipa 1 Kao i u prethodnom slucaju, za preslikavanja

1 vaze sledeée

Teorema 15.3. Potreban i dovoljan uslov da skoro geodezijsko preslikavanje tipa 1

prostora GAn na GAn ima osobinu uzajamnosti izraZavaju relacije

(15.1")  Cikl P, P% + Cikl P!, P%, + Cikl P P :Ciklglef,m+Ciklgjm51
jmn jmn jmn jmn

f am™ nj jat nm jat mn no
jmn

gde je oznaceno

Teorema 15.4. Ako skoro geodezijsko preslikavanje tipa sl prostora GAn na GAy

raspolaze osobinom uzajamnosti, tada osnovne jednacine tog preslikavanja imaju oblik

(15.2)  Cikl P},
jmn 2

— Cikl PL P+ Cikl P.P% + Cikl gjpgm + Cikl @ jm ]
jmmn jmn jmn

! jat nm am® nj n
jmn

gde je

oo |
<

I
NS
S
[(MSH
<.
S
<

3

|
Q
S

3

|
Q@
3

15.2. (N-2)-projektivni prostori prvog tipa

Tenzori krivine Zf”ijmn i ]‘F;m” prostora GAy i GAy povezani su relacijom (v. §10.)
(153) E;mn = ].l{ijmn + P]Zm\n - ]Zn\m + Ptinpﬁn - P(impj(');z + ZL%nP;a'

1 1 v

Prema (14.3) i jednac¢inama dobijenim simetrizacijom po indeksima j, m iz prethodne
relacije, dobijamo

ﬁzl(jm)n + P(ljm)|n + Png(O;.m) + Pczanjo;n
1

(15.4) + Plojtim + Pam Pl + 2L P + 215, Pr
1 \% v
= Bjmyn + CikLb; Py + CikLajm0,

Ako je prostor GAy (N — 2)-projektivan prvog tipa, tj. GAy je ravan imamo

(15.5) R

1Jmn

0
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pa jednacina (15.4) postaje

Plimyin + Pimin + PonPlGm) + PojPon
1 1

(156) + P[Zn]”m + Polzmp[?m]] + 2L'(rlnnpjla + 2L?nprzna
1 v v
= Ry + Ciklb; Pl + Ciklajn ),

Jednacine (15.6) imaju tenzorski pa prema tome i invarijantni karakter u odnosu na
izbor koordinatnog sistema u GAy i predstavljaju karakterizaciju (/N — 2)-projektivnih
prostora prvog tipa. Dakle vazi sledeca

Teorema 15.5. Prostor GAyn je (N — 2)-projektivan prvog tipa, u odnosu na tenzor
lﬁﬁ-mn ako postoji tenzor P;k tipa (;) koji zadovoljava uslove (15.6) za neki tenzor aij

tipa (g) 1 kovarijantni vektor 11%

Za tenzore krivine }Q%ijmn i g;mn prostora GAy i GAy vazi (v. §10)

(157) ?;mn = gijmn + Pfrzn]\n - VZL]\m + P?iaprcrybj - Prl;laPSj + QLZmPoth
2 2 v

Simetrizacijom u (15.7) po indeksima j i m i koris¢enjem (14.3), dobijamo

B Gmyn + Bing)in + Pralimg) + Pimin + PraLim
2

2

(15.8) + Py + Pla Pl + 208, Pi; + 2L P,
= Lmyn + Cikl b; Py, + Cikl gm0y,
Kako je |
9 ;mn =0

iz (15.8) dobijamo

Plojyin + Pimin + Praallmg) + PraPim
2 2

(159) + P[Zmn]|] + P;ap[?nn] + 2Lgmpclyj + 2ngpém
1 v v
= B oy + Cikl by Pryy + Cikl 4,100,

Prema tome dokazana je sledeca

Teorema 15.6. Prostor GAy je (N — 2)-projektivan prvog tipa u odnosu na }2? ako

jmn

postoji tenzor Pi’} koji zadovoljava jednacinu (15.9), gde je aij tenzor a 11)2 vektor.
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Za tenzore krivine trece vrste jgi jmn 1 ]:;?“jmn prostora GAy i GAn zadovoljena je

relacija

(15.10) B = B + P + Pl P&, — Pl PSS +2P% Li + P& P

g jmn jmn jm|n n_7|m nat jm am™® nj nm a]
2 1
kako je kod ravnog prostora
i
gjmn =0

analogno prethodnim slucajevima dobijamo

Teorema 15.7. Prostor GAy je (N — 2)-projektivan prvog tipa u odnosu na tenzor

R;mn ako postoji tenzor PZ-’;- koji zadovoljava jednacinu

Plimyin + Pimin + Ponng | T PraPGm) + PanFs,
2 1

|5 an~ jm
(15.11) + Py P + 2L P, +2LémPfiZ + P Plag) + Py Pam)

\%

— _é;{ (myn T C’zk:lb P nt+ %’ff Clljm(sn
pri cemu je olbij tenzor a ll)l vektor.
Za tenzore krivine {;Zijmn i Eém" prostora GAy i GAy vazi

(15.12) R, =R'. .+ P + Py iy, — Pl Py + 2P0, Ly + 2P, Pl

4 Jmn 4 jmn jm|n ng|m na’ jm am™ nj mn~aj
2 1 v
Koris¢enjem
i
ﬁjmn =0

kao u prethodnim sl¢ajevima dobijamo

Teorema 15.8. Prostor GAy je (N — 2)-projektivan prvog tipa ako postoji tenzor Ph
koji zadovoljava jednacinu

Plmyin + Pimin + Plng i + PaalGm) + PanPim
2 1 1
(1513) +P¢;3P[ ]+2L2¢3P7%n —}—QLZmPJO% +Pa P[laj] +Pa P[am]

— _éfl(jm)n + ggfll ll)jPﬁ,m + ?%lfll clzjméfl
pri cemu je clzij tenzor a ll)l vektor.

U slucaju kada se radi o prostoru Ay simetri¢ne afine koneksije Relacije (15.6,9,11 i
13) se redukuju u [83]

3(P + PSP = —R(yn + CikLbPly + Cilil ai;)
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gde je Rijmn tenzor krivine prostora Ay.

16. Preslikavanja s 1 T2s

16.1. Uslovi uzajamnosti preslikavanja 2 i T2

Skoro geodezijska preslikavanja drugog tipa prve vrste T2 prostora nesimetri¢ne afine

koneksije, geometrijski se karakterisu time da svaka geodezijska linija s poljem tangent-
nih vektora A" prelazi u skoro geodezijsku liniju, za koju je dvodimenzionalna ravan
E5 u svakoj tacki razapeta vektorima A" i F*A®. Osnovne jednacine koje karakterisu
preslikavanja iE dobijene su u obliku (14.5) i (14.6).

Za preslikavanje 2 kazemo da ima osobinu uzajamnosti, ako je i njegovo inverzno
preslikavanje tipa T2 i odgovara istom afinoru F}.

U radovima [91], [92] je dokazana sledeéa teorema

Teorema 16.1. Skoro geodezijsko preslikavanje tipa o prostora GAx na GAy ima

osobinu uzajamnosti ako i samo ako strukturni afinor zadovoljava relaciju
(16.1) FUF? = pd} +qF},
gde su p i q neke invarijante.
Kako su jednacine (14.5) i (14.6) invarijantne u odnosu na preslikavanja afinora oblika
(16.2) ﬁih = rFih + 5(5? (r #0)
to uslove (16.1) mozemo zapisati u obliku. Zbog (16.2) vazice
(16.3) FhE® = pof +qF},

pri cemu je
p=rip—s*—srq, qg=2s+rq.

Invarijante r i s mozemo izabrati tako da je

U tom sluc¢aju umesto (16.1) imac¢emo
(16.4) FlEe = &gl

Dakle ne narusavajuc¢i opstost za uslov uzajamnosti preslikavanja 2 prostora GAN na

G AN mozemo uzeti

(16.5) FhEx =esl, (e =+1,0)
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Koris¢enjem (16.5) uproséavaju se i uslovi (14.6):

h h a h — <¢h
(16.6) Fiip +&aats) = /ib(iFj) + ’f(i5j)'
1

Prema tome vazi

Teorema 16.2. Skoro geodezijska preslikavanja T GANn — GAy koja zadovoljavaju

uslov uzajamnosti karakterisu se osnovnim jednacinama (14.5), (16.5) i (16.6).
Takva preslikavanja oznacavacemo

711'2(6) : GAN — GZN

Slucaj preslikavanja 2 razmatra se potpuno analogno. U tom slucaju za strukturni

afinor F* vazi relacija oblika (16.5), ¢ijim se koriséenjem uslovi (14.6) uproséavaju i
postaju

h h a h = . sh
(16.6 ) Fiy —Saaty) = /;(iFj) + gu%-
2

U tom slucaju, zaklucujemo da vazi sledeca

Teorema 16.3. Skoro geodezijska preslikavanja o GAn — GAy koja zadovoljavaju

uslov uzajamnosti karakterisu se osnovnim jednacinama (14.5), (16.5) i (16.6).

Takva preslikavanja oznacavac¢emo

72r2(e) : GAy — GAy.

16.2. Invarijantni geometrijski objekti
kanonickog skoro geodezijskog preslikavanja
Preslikavanje 71?'2(6) : GAy — GAy zovemo kanonickim [92] ako u zajedni¢kom po

preslikavanju koordinatnom sistemu medju objektima koneksije L?j i EZ tih prostora
vazi zavisnost

qde je §£Lj antisimetrican tenzor.
U [91], [92] su dokazane sledece teoreme

Teorema 16.4. Svako preslikavanje 2 je i kanonicko ili je predstavijeno u obliku

proizvoda (kompozicije) geodezijskog i kanonickog preslikavanja.
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Teorema 16.5. Geometrijski objekti prostora GAn definisani formulom

h _ 1h « arB h « arB h
(16.8) T3 = Lij + [(FLG; — Fj Lgo ) F} + (FLg; — F L, ) Fy'

e — F?

uz uslov e — F? # 0 su invarijantni u odnosu na kanonicka preslikavanja 7}'2(6), (e £0),

koja odgovaraju afinornoj strukturi F*.

Teorema 16.6. Geometrijski objekti prostora GAn definisani formulama
Th h h

ilg — FBGT)
(16.9) € B 1 ) Y\ sh Y\ sh
N N—_|_1Fa [Fﬁlj - Lv(ﬁFi))(sj + (Fﬁli - L’Y(BFj))(si }7
1 1 Vv

Vv

su invarijantni u odnosu na kanonicka preslikavanja 7{'2(6), (e # 0), koja odgovaraju

afinornoj strukturi F".
Dokaz. Prema (16.7) i (16.5) dobijamo

h h ~ 1h h h pa a h
1 1

gde ! oznacava kovarijantno diferenciranje prve vrste u GAy. Odavde je
1

(16.11) Fa(Ffy = Fiy) = e(0i0] = i) + €6, F Fal — e,
1 1
pa imamo
(16.12) O'iF]h + UjFih = €F£(F(C;|j) - F(C;gj)) + &(i(S;'L) + egg(]‘Fgng
1 1

gde (ij) oznacava simetrizaciju bez deljenja. Zamenom (16.12) u (16.7) dobijamo

Th h o T B h
(16.13) ' :
_71h h o o B h ~ <h

stavimo u (16.13):

~h
_Th h o T B mh
(16.14) ! v

*h _ t1h h pa « B mh
Ll = Ll + eFlFgy ) — eLg FAFN.
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Tada je
o S
~h ~
Zakljucujemo da velicine L;; i L?j predstavlaju objekte koneksije prostora Ay i Ay bez

torzije, jer se razlikuju od L?j i L?j za tenzorski sabirak, pa se transformisu po istom

zakonu. Iz uslova (16.15) zakljcujemo da se prostor A ~ geodezijski preslikava na prostor

An, pa se projektivni parametri tih prostora poklapaju, tj.
h h
r—gz](x) = €ZJ($)

Oni odredjuju geometrijske objekte prostora GAy i GAp, koji su invarijantni u odnosu
na kanonicka skoro geodezijska preslikavanja. Prema (9.4) sledi da veli¢ine 1;2 imaju

oblik (16.9), pri ¢emu su su 7, l}; objekti projektivne koneksije. [
Iz (16.15) sledi da se prostor simetri¢ne afine koneksije A ~ geodezijski preslikava na

prostor Ay, pa je Vejlov tenzor invarijanta takvog preslikavanja, tj. vazi

W (@) = W (@)
pri cemu je
(16.16) W imn = B + 5% Bt + 57— (N + Bn)

~(NRjm + Rumj)],

a ﬁijmn je Riman-Kristofelov tenzor krivine prostora simetricne afine koneksije Ay dok
je }A%jm odgovarajuéi Ricijev tenzor i oni se uz pomo¢ relacije (16.16) mogu izraziti preko
unutrasnjih geometrijskih objekata prostora GApy, strukturnog afinora FJ* i njegovih
kovarijantnih izvoda. Na taj nacin je dokazana

Teorema 16.7. Geometrijski objekti (16.16) su invarijante u odnosu na kanonicka
skoro geodezijska preslikavanja 7{2(6), (e # 0) koja odgovaraju afinornoj strukturi F.

Analogno, preslikavanje 7272(6) . GAy — GAy zovemo kanoniékim ako u za-

jednickom po preslikavanju koordinatnom sistemu medju objektima koneksije Llhj i EZ
tih prostora vazi zavisnost (16.7).
Za kanonicka gg(e) preslikavanja vaze sledece teoreme

Teorema 16.7. Svako preslikavanje T2 je i kanonicko ili je predstavijeno u obliku

proizvoda (kompozicije) geodezijskog i kanonickog preslikavanja.
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Teorema 16.8. Geometrijski objekti prostora GAy definisani formulom (16.8) uz uslov
e — F? 5 0 su invarijantni v odnosu na kanonicka preslikavanja 721'2(6> (e #0), koja

odgovaraju afinornoj strukturi FJ*.

Teorema 16.9. Geometrijski objekti prostora GAn definisani formulama

Ah ik h @ [e% B
Ty = Tij + eFy (Fij; + L F)
(16.17) S

e
N+1

B e [ h a a h
FO‘ [FBU + L’Y(ﬁFg)éj + (FB|1 + Lfy(BF]’y))(sz }7

su invarygantnt u odnosu na kanonicka preslikavanja T2, € # 0, koja odgovaraju afi-

nornoj strukturi F*.

Za kannonicko 727'2(6) dobijamo da vazi relacija
Th h pa 7o B mh
(16.18) ’ Y
_T1h h o a B mh ~ ¢h

K] JtiT o
2

pri ¢emu i | oznacavaju kovarijantno diferenciranje druge vrste redom prostora GAy
2 2
i GAN.
Stavimo u (16.18):

Tho_ Fh h o o B h

J7 i)
(16.19) ~
h _ 1h h pa « B mh
2 \
Tada je
Nh 2h ~ h

~ ~

Zakljutujemo da velicine Lf; i L

N

predstavlaju objekte koneksije prostora Ay i Ay

N

bez torzije. Iz uslova (16.20) zakljécujemo da se prostor Ay simetricne afine koneksije

geodezijski preslikava na prostor Ay simetri¢ne afine koneksije.
Vejlov tenzor je invarijanta takvog preslikavanja, tj. vazi
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pri cemu je

. ' 1 .
w*. =R ———=0% Rypp) +

5 Jmn jmn+ 1—|—N J NRjn+an)

(16.21) N [(
—(NRjm + Rinj)],

a Rijmn je Riman-Kristofelov tenzor krivine prostora simetri¢ne afine koneksije Ax dok

je R, odgovarajuci Ricijev tenzor i oni se uz pomoc¢ relacije (16.19) mogu izraziti preko
unutrasnjih geometrijskih objekata prostora GAy, strukturnog afinora F i njegovih
kovarijantnih izvoda. Na taj nacin je dokazana

Teorema 16.10. Geometrijski objekti (16.21) su invarijante u odnosu na kanonicka
skoro geodezijska preslikavanja 72rg(e), (e # 0) koja odgovaraju afinornoj strukturi F.

Skoro geodezijska preslikavanja drugog tipa za slucaj prostora simetri¢ne afine konek-
sije obradjena su npr. u [82], [89].

17. s i T preslikavanja

17.1. Uslovi uzajamnosti T3 i T3 preslikavanja

Osnovne jednacine skoro geodezijskih preslikavanja LEE GAy — GAy date su relaci-
jama (14.8) i (14.9) za tenzor deformacije (13.1) [96]. Neka preslikavanje T3 GAN —

G Ay ima osobinu uzajamnosti, tj. neka je i njemu inverzno preslikavanje tipa 73,

pa je na osnovu (14.9)
(17.1) i = Eam @™ = D" + oy
1
pri cemu je ?m vektor a g invarijanta.
1

Iz (14.9) i (17.1) imamo

= Pl + 260m 8" = (Um = Tm)" + (0= 211)5%
1 1

odakle prema (14.9) sledi
h a o~ o h o~ o 5h
am®” = (Um = Fm + Tam@® + )" + (10— 1+ Pa@®)dy,

Oznacimo
emzym_gm—’—o-amgoa—’—wm; ﬁ:M—/j‘f’wa@a
1 1 1 1 1 1

Tada je

(17.2) am®” = Ome" + 0y,
1
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pri cemu je p invarijanta, a ?m vektor.
1

Prema tome za preslikavanja T3 je dokazana

Teorema 17.1. Skoro geodezijsko preslikavanje treceg tipa 3 prostora nesimetricne

afine koneksije raspolaze osobinom uzajammnosti ako antisimetricni deo tenzora defor-
macije koneksije zadovoljava relaciju (17.2).

Uz zahtev da su uslovi (17.2) identicki zadovoljeni u odnosu na ¢" dobijamo speci-
jalnu klasu skoro geodezijskih preslikavanja ?3. Osnovne jednacine koje karakterisu ovo

preslikavanje imaju oblik

(17.3) Li(x) = Llj(a) +u(a) 0% +155(@) 87 + 0y ()" (a)
' h h
+?j(95)5i - ?i(x)fsj ,
(17.4) i =+

gde su ?i, n; vektori a p invarijanta.
1 1
Osnovne jednacine skoro geodezijskih preslikavanja T3t GAn — GAy date su relaci-
jama (14.8) i (14.9') za tenzor deformacije (13.1). Neka preslikavanje T3 GAn — GAy

ima osobinu uzajamnosti, tj. neka je i njemu inverzno preslikavanje tipa T3 Tada,

na osnovu (14.9’) dobijamo
(172) €™ = i + 0%,
2

pri ¢emu je gm = Um — gm + Tam@® + Y, vektor a p = p — i+ Pop® invarijanta. Na
2 2 2

taj nacin zakljucujemo da vazi sledeca

Teorema 17.2. Skoro geodezijsko preslikavanje treceg tipa 73 prostora nesimetricne

afine koneksije raspolaZe osobinom uzajammnosti ako antisimetricni deo tenzora defor-
macije koneksije zadovoljava relaciju (17.2").

Uz zahtev da su uslovi (17.2') identicki zadovoljeni u odnosu na " dobijamo speci-
jalnu klasu skoro geodezijskih preslikavanja ?3. Osnovne jednacine koje karakterisu ovo

preslikavanje imaju oblik

fZ(x) = Lg(x) + 5 (x) 5]}? + b () 8 + o4 ()" (2)

;)30 — gu(w)al,

J

(17.3)

(17.4) O = ngOh 4 gafn :

2
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gde su 21" n; vektori a p invarijanta.
2 2
U slucaju prostora simetricne afine koneksije preslikavanje 3 i T3 se poklapaju i

predstavljaju preslikavanje w3 koje uvek ima osobinu uzajamnosti [83].
Razmotrimo u GAy krive zadate u parametarskom obliku (3.1) za koje je

a\h
h _— h yayB8 __ h h
pri ¢emu su a = clz(t), ll) = Zl)(t) proizvoljne funkcije. Takve krive nazivamo p-krivama

prve vrste prostora GAy. U tom slucaju vaze sledece teoreme

Teorema 17.3. U prostoru GAn p-krive prve vrste su skoro geodezijske linije prve
vrste duz kojih je polje 1-komplanarnih ravni Eo{\", ©"}

Teorema 17.4. @-krive prostora GAn su invarijante preslikavanja ?3.

Analogno mozemo definisati p-krive druge vrste. One se karakterisu istim jednacina-
ma (17.5) kao i ¢-krive prve vrste, pa ubudu ce ne¢emo praviti razliku izmedju ¢-krivih
prve i druge vrste.

17.2. Preslikavanje ?3(6, 0) i gg(e,e)

U prethodnom odeljku smo pokazali da GAy dopusta preslikavanje ?3 na neki prostor

G Ay tada i samo tada, kada u njemu postoji vektorsko polje ¢ # 0, koje zadovoljava
jednacine (17.4). Na taj nacin smo dobili uslove tenzorskog karaktera koji su kako
potrebni, tako i dovoljni da postoji preslikavanje T3 GAy — GAy. Ti uslovi nemaju
unutrasnji karakter jer se u opstem slucaju ne mogu izraziti preko geometrijskih objekata
prostora GAy.

Lako je videti da uslovi (17.4) imaju invarijantni karakter u odnosu na zamenu vek-
tora " vektorom @" = pp" (p # 0) koji je komplanaran s njim.

Takodje vaze [90]

Teorema 17.5. Trajektorije vektorskog polja ©" () predstavijaju geodezijske linije pros-
tora GAn.

Teorema 17.6. Prostor GAn dopusta preslikavanje ?3 ako i samo ako postoji lokalni

sistem koordinata x',x?%,...,x", tako da su u odnosu na njega komponente koneksije
date formulom
(17.6) L = p6 40,60, (h,m=1,2,..,N)

za neke funkcije p(x) i Ny (x).
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Analogne teoreme teoremama 17.5 1 17.6 mogu se formulisati i za preslikavanja gg.

Posmatrajmo preslikavanje ?3 : GAn — GAy. Oznaéimo sa ¢; vektor koji zadovol-

java
(17.7) dap® =€, (e==1,0).
Iz (17.3) kompozicijom sa ¢; dobijamo

(17.8) Gillj = il — Vidj — ¥4 — eoij — 03¢ + Oig;.
Kompozicijom sa ¢° i koriséenjem (17.7) iz prethodne relacije dobijamo
(17.9) w“(qauj - Qalj) = (=Ya®™ +0ap®)a; — (W +0j) — eoa;p™.
S druge strane, kontrakcijom po h,i u (17.3) imamo

(17.10) Ly =L + (N + 1) + 0a0™ + (N — 1)6;.

Eliminacijom 04,9 iz (17.9) i (17.10) uz uslov (17.7) imamo

(64

(17-11) (N - 1>wa‘10a = @ﬁ(zaﬁ - gﬁ) - (N - 1)‘?0490& + e@a@ﬁ(qulﬁ - (]a\,g)-
1 1
Iz (17.10) i (17.11) dobijamo

-« o & —Q @
ij - L‘lj o Laj + N — 1qj [(’0,8<Laq - Laq) + e(QO&HB o Qa|,6’)
(17.12) L ) ! 1
+e0"0”(qal|8 — daip)] + 0" (dalip — dajs) + Nej,

pri ¢emu je zamenjeno

(17.13) cad)) — ety " + efug; " — Oudjy =
Iz (17.8) se dobija da je
oij = e(q|j — qi|j) — evit; — eY;qi — 6?;’% + 6?1'(13'7
1 1

odakle prema (17.12) sledi

1 - (& —Q
v l] Z|1|J N J{ at at N —1 Z[ af aff
+ 0”07 (4ol — daip)] + €9 (dali — dai) } — eq;i
1 1 1 1

(17.14) .

- N%‘
+ e0™(qall; — dalj) } — eqicj — efjq; + ebig;.
1 1

-« o (& —Q a o
{Las = Lo + 570 [¢" (Lap — Lag) + 60" (das — dalp)]
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Pretpostavimo da vektor ?1 iz relacije (17.3) zadovoljava uslov

515h + 8j5h €€igj — €€j¢i — 6?;’%’
(17.15) .

Preslikavanje ?3 za koje vazi uslov (17.15) obelezava¢emo ?3(6, 6). Koris¢enjem uslova
(17.12-15) relaciju (17.3) mozemo predstaviti u obliku

Th _ Fh
(17.16) T3(x) = T3;(x),
gde smo oznacili

i = Lij + eqij¢"
1

(0} —ep qg)[Laz+eqa| (e’ L%s + 0% qam)}

di
N -1

(17.17) -

(08 —epq;)[LS, +eqa|]so + =L —(epPL%g + p%p qam)]

ZIHZIH

N -1
Na isti nac¢in je definisan iobjekat 1; ?J prostora GAy. Prema tome dokazana je

Teorema 17.7. Geometrijski objekti (17.17) prostora GAn su invarijantni u odnosu
na preslikavanje ?3(6, ) : GAn — GAp koje odgovara vektoru o" za proizvoljan vektor

q; koji zadovoljava uslov (17.7).

Posmatrajmo sada preslikavanje ?3 : GAy — GAp. Neka vektor ¢; zadovoljava

relaciju (17.7"). Kompozicijom sa ¢; u (17.7") dobijamo

(17.87) qz'|2|j = Qilj —Yiq; —V;q; — eo;j — ngz‘ + gin-
Kompozicijom sa ¢° i koriséenjem (17.7") iz prethodne relacije dobijamo

(17.9') soa(qagj _Qalj) (=%ap™ +0a¢")g; — e(¥j + 0)) — eoa;p”.
S druge strane, kontrakcijom po indeksima h,i u (17.3") imamo

(17.10 ") Ljo = Lo + (N + 1)thj + 000 + (N = 1)4;.

Eliminacijom oq;¢% iz (17.9") i (17.10") uz uslov (17.7") imamo

—a a € T «
Nij = L;, — Lj, + ~_ 1% [ (L0 — L)

(17.12 ) Ny !
+e0"0” (qa)|5 — daip)] + €0 (dally — dal;) + Nei,
2 2 2 2
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pri cemu je oznaceno

(1713/) Ngl = —2€qigag0a — (N — 2)81

Iz (17.8/,12) se dobija da je

(& —a
oij = e(qj|i — q]|| {Lza — L, + N 1% [SO’B(Lﬁa — L3,)
2
+ e (qa||5 —qaig)] + €0 (Qalli — Ga)i)} — eqjei
(17.14') 2 2 2

GQZ « € —a o o

+ 690&(%4”3‘ - qq|j)} - 6%’%;‘ - egi% + €ngi~
2 2

Pretpostavimo da vektor 21 iz relacije (17.3") zadovoljava uslov

Preslikavanje ?3 koje zadovoljava uslov (17.15") zva cemo §3(6, 0) preslikavanjem. Ovde

(4,4) 1 [i, 7] oznacavaju simetrizaciju i antisimetrizaciju, respektivno po indeksima i i j
. Koris¢enjem uslova (17.12'-15") relacija (17.3’) se moze predstaviti u obliku

Fho(N _ h
(17.16") 1;; () = 7&4’(@7
pri cemu smo oznacili
Th = Lw + eq]h(p

(17.17') - (e’ Lo + ¢%p qam)}

h h
(0h —ep Qj)[Lza+eQa|190 +N -

ZIHZIH

g o
(68 —ep qz)[L]avLean + 5o 1(690% ot %0 qa|5)]

Prema tome dokazana je sledeca

Teorema 17.8. Geometrijski objekti (17.17") prostora GAn su invarijantni u odnosu
na preslikavanje ?3(6, ) : GAn — GAp koje odgovara vektoru o" za proizvoljan vektor

q; koji zadovoljava uslov (17.7").
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Glava VII

PRESLIKAVANJA
GENERALISANIH KELEROVIH PROSTORA

18. Generalisani Kelerovi prostori

Izucavanjem Kelerovih prostora i njihovim preslikavanjima bavili su se mnogi autori
kao na primer K. Yano [102]-[104], M. Prvanovi¢ [57], [58], [60], J. Mikes [21], [25], [26],
[28], V. V. Domasev [5], N. Pusi¢ [65]-[68], T. Otsuki i Y. Tasiro [51], S. S. Pujar [63],
[64], Sinjukov [85]...

Kelerovim prostorom nazivamo N-dimenzioni Rimanov prostor sa osnovnim met-
rickim tenzorom g;;(x), u kome postoji skoro kompleksna struktura F]Z (x), takva da
je

Fy(2)Ff () = =6},
9 FUF) = gij, g7 = gMF,F)

pra>
h _
E iy 0,
pri ¢emu ; oznacava kovarijantno diferenciranje izvedeno u odnosu na osnovni metricki
tenzor g;;. Ovu glavu ¢emo posvetiti uopstavanju kako pojma Kelerovog prostora tako
J

i njegovih preslikavanja.

Generalisanim Kelerovim prostorom G Ky zvac¢emo generalisani N-dimenzioni
Rimanov prostor s osnovnim metrickim tenzorom g;;, pri ¢emu u opstem slucaju vazi

(18.1) 9ij # Yjis

u kome postoji skoro kompleksna struktura F JZ (z), tako da je

h . h
(18.2) Fy(x)Ff (x) = =67,
(18.3) 9o FYE} = gij, g2 = gP4FF),
(18.4) Fﬁj = 0, (‘9 = 17 2)7

[
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pri ¢emu | oznacava kovarijantno diferenciranje vrste 6 izvedeno u odnosu na osnovni
0

metricki tenzor g;;. Kompozicijom sa F¥ u (18.3) i koriséenjem (18.2) dobija se

(18.5) 9ipF} + gpi FY =0,
(18.6) g2 + g2 F, = 0.
Oznag¢imo

(18.7) Fji = Flgpi, F''= Figk.

Tada iz (18.5) i (18.6) dobijamo
(18.8) Fij+ F;; =0, F7+FI'=0.
Tada vazi

Teorema 18.1. Tenzor torzije generalisanog Kelerovog prostora zadovoljava relaciju

(18.9) re, =-I? FiFd

Dokaz. 1z (18.4) imamo ‘
ri. F? =T? Fi

odakle kompozicijom sa F} sledi (18.9). |

Teorema 18.2. Za tenzore krivine Rh

ik (0=1,---,5) prostora GKn su zadovoljene

sledeée relacije

(18.10) FYR' ;) = Fy R,
(18.11) FYR', = Fy B
(18.12) FIR', ) = Fth”k,
(18.13) FYR' = FyRYy = 2(T Fgm +20 T - QFQZFZJ)F

Dokaz. a) Iz (18.4) imamo
Fltp— Fly =0,

odakle primenom Ricijevog identiteta [29], [35] imamo

—Fy Y+ FYR' 2T Fp

\/

ilp — =0,
1
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odakle zbog (18.4) dobijamo

(18.14) FYR', ) — F I, =0,

7k
tj. dobili smo (18.10).
b) Analogno iz (18.4) primenom Ricijevog identiteta na

Fjlj, = Fl; =0,

(2 (2
2 2

i koris¢enjem (18.4) dobijamo

(18.15) FpR ik — Fth =0,

ijk
odakle sledi (18.11).
c) Iz (18.4) je

S druge strane je

h ¥4 ¥4 h
ililk qum—R il = By

Iz posednje dve jednakosti sledi relacija (18.12).
d) Iz (18.4) sledi
Flt, =2t F) FM = oTP Fh

1y p? k:z P
3 \

h h h h
FZ‘ Ik ZFUWF —|—4Ff]F$Lqu, FZ|,€|J 2I‘p UF +4F21F23Fq
3 4 v 4 vV 4 3 Vv
Kako je jos
h h P P h
Filjin = Filngy = Bl F? = By By
3 4 4 3
sledi dokaz relacije (18.13). |
Teorema 18.3. Za tenzore krivine ]e%m-jk (0 =1,---,4) prostora GK su zadovoljene

sledece relacije

( ) FpRpijk = F-pRphjk,
( ) F? sz]k F? Rph]k)
(18.18) Fhé%pijk = I} Ig%phjk,
(18.19)  F}Ryiji = Ff Ronk; + QFf(Fh.kvilj = Phigin + 2FZiFh-ij - QF%Fh-kVp)v

\%

(1820)  F(Bpijh = Byikj) = 287 (Cnkif; — Tniigie + 2050y — 205 k).
V3 v vV \ Vi \%

Dokaz. Kompozicijom u (18.10) sa F}! imamo

(18.21) FthRq ik T R ik = 0.



§18. Generalisanit Kelerovi prostori

103

Spustanjem u (18.21) indeksa h dobijamo

(18.22) F;fFqu_l%quk — Jfbhijk =0,

odakle kompozicijom sa F* dobijamo

(18.23) F]fflipijk + Fip]_l%hpjk =0.

Kako je }1?,hijk = —ﬁ%ihjk iz (18.23) dobijamo relaciju (18.16). Relacije (18.17-19) dobi-
jamo na isti nacin iz (18.11-13) koriséenjem ¢injenice da su tenzori };hijk (0=2,3,4)

antisimetricni po prva dva indeksa [32]. Relacija (18.20) dobija se direktno iz (18.18,19).

Teorema 18.4. Za tenzore krivine %%ijmn prostora GK N vaZe sledece relacije

(18.24 a) Rip) FY Fl = Ry — 208,08 Fy Fy, 4 2L%, 18
(18.24 b) Rip) FYFly = Bijm) — 2r1;’vqrgvsF;fF;L + 2F§qu;,
(18.24 ¢) Ry FI FYy = Rim) — zrgqr;fLF;F; + 2r§vqrg;,
(18.24 d) Rip)FJ b = Rijm) + GFngrg;F;F; - 6F§qugm,
(18.24 ¢) Ry Fy Flh = Bigm) + 2F77quFI‘§VSF;"an - 2r§vqrg;,

gde (jm) oznacava simetrizaciju po indeksima j, m.

Dokaz. (a) Iz Fﬁj =0, Fi’|‘j = 0 sabiranjem i deljenjem sa 2 imamo
1 2

(18.25) !

(3]

= 0.
Uslovi integrabilnosti jednacine (18.25) dovode do relacije

h pp P ph _
FpRijk—FiRpjk— ,

gde je Rhij ;. tenzor krivine pridruzenog prostora simetri¢ne afine koneksije I‘?j

¢enjem uslova (18.2) dobijamo

7

h 179 PP h _

odakle je
FYF{ Rpqji — Rpijie = 0.

Prema (18.2), poslednja jednacina postaje

Fy Ryiji — F Rpnji = 0.

. Koris-
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Kompozicijom sa ¢* i kontrakcijom po indeksima i,j, dobijamo
FPRy, = Fg’Rphflk.
Simetrizacijom po h, k dobijamo
R = F,ka‘prq,
odakle, ponovnom simetrizacijom po indeksima h, k, dobijamo
(18.26) Ringy = FYVFIR (g -
na sledeéi nacin [37]:

i - . . i
Tenzor }1% jmn S€ moze izraziti preko tenzora R'; .

i _ i % S p P i TP T
? jmn — R jmn + ij;n an;m + ijrpn anrpm'
v v v v v v

Kontrakcijom po indeksima 7, n, a zatim simetrizacijom po indeksima j, m, dobijamo

Jq— pm-’
v \%

(18.27) R(jm) = Rijm) — 200,18

Iz (18.26) i (18.27) sledi (18.24a).
(b) Tenzor ]Q%ijmn se moze izraziti preko tenzora R';, . na slede¢i nacin [37]:

i _ i T 7 TP % 28 pU
}2% jmn — R jmn ij;n + an;m ijrpn + anrpm'
v v v v v \

Kontrakcijom po indeksima ¢, n, a zatim simetrizacijom po indeksima j, m, dobijamo

B(jm) = Rijm) — 205,15,

\% \%

odakle koris¢enjem (18.26) zaklju¢ujemo da vazi (18.24b).
(¢) Tenzor ];ijn se moze izraziti preko tenzora R';, . na slede¢i nacin [37]:

7 R 51 % ) _ TP % P i p 7
}3% jmn — R jmn + ij;n + an;m ijrpn + anrpm 2anij'
v v \% \ \ \% 4 v

Kontrakcijom po indeksima i, n, a zatim simetrizacijom po indeksima j, m, dobijamo

B(jm) = R(jm) — 2055 m,s

odakle koris¢enjem (18.26) zakljucujemo da vazi (18.24c).
(d) Tenzor {fijmn se moze izraziti preko tenzora R'j, . na slede¢i nacin [37]:

. i p . p . i
+ Dmin + Tl = DT+ T2, T 4205,
Vv Y \V, \% \V \Y, v Vv

7 _ Dt
}jjmn _ijn
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Kontrakcijom po indeksima 7, n, a zatim simetrizacijom po indeksima j, m, dobijamo

odakle koriséenjem (18.26) zakljucujemo da vazi (18.24d).
(e) Tenzor };ijmn se moze izraziti preko tenzora R';, . na sledeéi nacin [37]:

7 I »Y P % D 1
}5% jmn — R jmn + ijrpn + anFpm'
v v v v

Kontrakcijom po indeksima 7, n, a zatim simetrizacijom po indeksima j, m, dobijamo

jq— pm>
Vv Vv

R(jm) = R(jm) +205,1

odakle koris¢enjem (18.26) zakljucujemo da vazi (18.24e). |
Za generalisane Kelerove prostore takodje vazi

Teorema 18.5. Ako skoro kompleksna struktura F* prostora GKy zadovoljava uslov

Fﬁj =0, (0 = 3,4) tada je T}; = 0.
[ Y
Dokaz. Sledi direktno iz FZ.’T ;=0,(0=1,---,4). |

6

19. Holomorfno projektivna preslikavanja
Generalisanih Kelerovih prostora koja ocuvavaju
kompleksnu strukturu

Uopstavajuéi pojam analiticki planarne krive Kelerovih prostora [51], [83] dolazimo
do analognog pojma kod generalisanih Kelerovih prostora.

Definicija 19.1. Krivu prostora GK y, koja je u parametarskom obliku zadata jednac-
inama

(19.1) " =a"t), (h=1,2,---,N)

zva¢emo analiticki planarnom ako vazi

(19.2) A AP = a(t)A" + b(H)FIAP, (0 =1,2)
6
gde je
dxh
M= =
dt’

a a(t) i b(t) su proizvoljne funkcije parametra .
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Kako je

A\
AV pAP = —— 4+ TR APAT = A"
1

AP
dt ’

|p
2

zaklju¢ujemo da je izraz na levoj strani u (19.2) isti, bez obzira na vrstu kovarijantnog
diferenciranja, odakle sledi da se analiticki planarne krive prostora G Ky mogu uvesti
relacijom

d\h

(19.3) -+ TR APAT = a(t)A" + b(t)FLAP.

Neka su dati generalisani Kelerovi prostori GK i GK n sa kompleksnim strukturama
—=h . .
Fih i F'; redom, pri cemu je

(19.4) Fh=F

u zajednickom po preslikavanju f : GKny — GK y koordinatnom sistemu.

Definicija 19.2. Difeomorfizam f : GKy — GK y zvaéemo holomorfno projek-
tivnim ili analiticki planarnim ako se pri tom preslikavanju analiticki planarne krive
prostora GKn preslikavaju u analiticki planarne krive prostora GK .

Oznacimo sa
h _ T h

tenzor deformacije koneksije pri analiticki planarnom preslikavanju, pri ¢emu su F?j i

—h __
I';; Kristofelovi simboli druge vrste prostora GKx i GK y redom. Analiticki planarne
krive prostora GKx i GK n date su redom jednac¢inama

h
% + T APA = a(t)A" + () FP AP,

d)\h —h Pyq _ h - hyp
% +qu>\ )\ = a(t))\ +b(t>Fp>\ y

Iz prethodne dve relacije dobijamo
wh h _ h h
(Lpg = T )APAL = ()N + o () F) AP,

gde smo oznacili

Stavimo
B) = U, olt) = g\,

Tada imamo .
(T — Ty — pol — o FIAPAL =0,

odakle zakljucujemo da je

—h
(19.6) Ty =Tl + 968} + o b)) + &

17



§19. Holomorfno projektivna preslikavanja generalisanih Kelerovih prostora 107

gde (ij) ozna¢va simetrizaciju po indeksima i, j a §fj je proizvoljan antisimetri¢ni tenzor.
U (19.6) vektor o; mozemo izabrati tako da je

g; = —Y,prip.
Tada je
(19.7) F =T + Dl — U FGF) + &l
Kontrakcijom po indeksima h, ¢ u (19.7) i koriséenjem

— P _
FP=0, ¢ =0

dobijamo
(19.8) T, — TP = (N +2)y;.
Iz (19.8) je ocigledno 1; gradijentni vektor. Zamenom (19.8) u (19.7) imamo
—h h h —h
ij N_|_2(Fp263 +FPJ51 F(ZFJ)) i
(19.9) ) !
h P sh P sh P h
=T4 - N+ 2<sz51 +1p00 — 1 F(ZF])) L
Oznacimo
1
h _ ph p P
(19.10) HT}y = Ty — 5 (U0} — T4, FLE)).

Tada (19.9) mozemo predstaviti u obliku
(19.11) HT = 01!

17

gde smo sa HT';; oznacili objekat oblika (19.10) prostora GK y. Velicina H Ti’} nije
tenzor. Zvac¢emo je holomorfno projektivnim parametrom tipa projektivnih parametara
Tomasa. Prema tome dokazana je

Teorema 19.1. Velicine (19.10) predstavljaju invarijante holomorfno projektivnih pres-
likavanja generalisanih Kelerovih prostora sa jednakim kompleksnim strukturama.

20. Ekvitorziona holomorfno projektivna preslikavanja
generalisanih Kelerovih prostora

Neka je f : GKn — G_? ~ holomorfno projektivno preslikavanje i neka za tenzore
torzije prostora GKn i GK y vazi

—h . h
(20.1) Ty, =T}

Tada je
h _



108 VII. Preslikavanja generalisanith Kelerovih prostora

20.1. Holomorfno projektivni parametri prve vrste

Veza izmedju tenzora krivine }12 i ? prostora GKy i GK y data je sa

(203) R;mn - ? jmn + P2m|n - jn|m + P]pmpzin - ngnp;;m + 2F$nnpjzp
1 1
Zamenom (19.5), (19.7) i (20.2) u (20.3) dobijamo
R;mn = ?ijn + 6;n %jn + 6; 7f[mn] - 5; zfjm
(20.4) + ng(Friprm - Frinq/}pn) + F;(Fﬁwpm - Fﬁﬂbpn)
20} 20y — 20y B Fy — 200 FYES,

gde smo oznagcili

(20.5) @1%‘ = Yij; — ity + o FL Y, FY.
1

Kontrakcijom po indeksima i, n u (20.4) dobijamo

?jm = Rjm + w[mj] - N%‘m - Ff%%m)
20.6)
(20. + 2PP 7o = 20T, quqF’" 20T g B E.

Antisimetrizacijom bez deljenja u (20.6) po indeksima j, m dobijamo

(N—|—2)qlpjm]_ [jm] — 11%[ +4rp ¢p_2rp g FFy

(20.7)
+ 217 quq Fy =217, quqF’" + 21“” g FIFD.

Simetrizacijom bez deljenja po indeksima j, m u (20.6) imamo

Bgm) = Bigm) = Nm) = 25 Fpbg) = 200ty F Fy

20.8
(208) 2FP (ol Ey = 200 FF] 2rp g FIFT.

Vazi analogna relacija relaciji (18.24a) za prostor GK y, tj.

(18.24") Ry FYF} = Ryyjy — 208, T FTFy, + 200,15,
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Kompozicijom sa FIZF;”, kontrakcijom po indeksima j, m, i koriS¢enjem uslova
(18.24a), (18.24a’) iz (20.8) dobijamo

Bijm) = Bigmy = N o) FY Ey = 20y + 205,05 Fp Fr,

(20.9) OTP ), FTFY 4+ 2TP 4 FIF" + TP . FIFT
+ 20 o By B+ 20 g By Fyy + 210 Y I 1

Iz (20.8) i (20.9) dobijamo

(N — 2)FJPFT€LQ71D(pQ) = (N - 2)?(3'7“) + QF%T@DQFJQF;
(20.10) . ra L ,
+ 2T opg FLF + 2T b Fr FY, + 2T by, F FY.

\ \4 \2

Zamenom (20.10) u (20.9) dobijamo

N-—2
(20.11) + NTS bg B By + 21,4 Fy B+ 21, 4 Fy FY)

\% \% \%

_ 2 )
(N + 2)110(jm) = B(jm) — Rm) — —(NP%T%FJ‘?FP

=210, W FF] — 2F§T¢ngF,;.

v v

Koristeéi (20.7) i (20.11) dobijamo

- 2N — 2 )
(N =+ 2)jm = Rjm = T + 20 % — < F’%ﬂqupr
2 ) i
(20.12) — g U Py — g T Fy F,
2 ) )
TN QFZvrmep Fi— 2F’,’,3quF£Fj .

Eliminacijom ; kori¢enjem uslova (19.8) poslednja jednakost postaje
(20.13) (N +2)jm = Rjm — Bjm + Pjm = Pjm,
1

gde smo oznacili

2 N -1 s r 1 s r
Pim = 575 Tl = g T TV Fy — 75T P
(20.14) v v
s T s r g s T
o U — g Ty F = T, T3, FLFY).

Na isti na¢in je definisan objekat ?jm prostora GK y. Eliminacijom Yim iz (20.4)
1

dobijamo

(20.15) HPW = HPW
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pri ¢emu je velicina

HPVY jmn = ].ijn + N + 2[6m (].I_Ejn - }]?jn) + 5]’ (ﬁz[mn] - If[mn])
- 531 (ij - ij) + FPF;L(Rpm - Pp?ﬂ) - FPF%(an - Ppn)
(20.16) L 1 ! 1 gomy 1

mn= qj mn= qp
\2

+ FJF(Bpm — Ppm) = FiF} (Byn — Ppn) — 21,1 — 20 TpnTg

mn=— sq mn=~ sq-p~J
v

+2r%,, s FIF) + 2% T3, FIF;]

izrazena preko objekata prostora GKpy. Na isti nacin je izrazena veli¢ina H PVlVijmn

,, ije

preko geometrijskih objekata prostora GK . Ocigledno je da veli¢ina H PV}/ijm

tenzor, pa ¢emo je zvati ekvitorzionim holomorfno projektivnim parametrom
prve vrste prostora GK . Prema tome dokazana je sledeta teorema:

Teorema 20.1. FEkuvitorzioni holomorfno projektivni parametar prve vrste je invarijanta

ekvitorzionog holomorfno projektivnog preslikavanja koje ocuvava kompleksnu strukturu
generalisanith Kelerovih prostora GKn 1 GK .

20.2. Holomorfno projektivni parametri druge vrste

Veza izmedju tenzora krivine ]2% i E prostora GKy i GK  data je sa

(20.17) Ig;mn = }Q%ijn + anﬂn — éjlm + wa-Ppr — Pfij;np + 217, Py,
2 2 v
Zamenom (19.5), (19.7) 1 (20.2) u (20.17) dobijamo
Bimn = L jmn & Om Vin + 05 V{mn) = On Pjm
(20.18) + FJP(Félgpm - anqun) + F;(Fsgppm - Fﬁzg}pn)

gde smo oznagcili
(20.19) 12%3' =Py — Yibj + prizjl/}qF]q'
Kontrakcijom po indeksima ¢, n u (20.18) dobijamo

F;jm = Ig:ijm + @QD[mJ] - N%Jm o Fijngz'b(P(I)

+ 2I‘§m¢p — 217, W FIF — 2Ffm;/}qF;’F;

v v v

(20.20)
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Antisimetrizacijom bez deljenja u (20.20) po indeksima j, m dobijamo

(N +2)¢5m) = Bijm) = Bijm) + 450 = 2070 Yo FEf
(20.21) i v o i
+ 212 4 FAFY, — 207, 40y FYFT + 2T 1, F9 FT.

v v v

Simetrizacijom bez deljenja po indeksima j, m u (20.20) dobija se

Bimy = Bigm) = Nogm) = 287 Fptpg) — 200 g F
(20.21) g . o
90 4, FIET — 2TP, ap FYET — 917 4 FA Y.

Vazi analogna relacija relaciji (18.24b) za prostor GK y, tj.

(18.24D/) Ry FYF) = By — 200, T4 Ff Fy, + 200 T4

Kompozicijom sa FIZqu, kontrakcijom po indeksima j, m, i koriS¢enjem uslova
(18.24b), (18.24b') iz (20.21) dobijamo

Rim) = Biam) = Nooa Ff i = 20m) + 205,90 FF,

(20.22) ) ) )
+ 208, g FAFT + 2T 4 F B, 4 207 b, 7 FY.

v Vv v

Iz (20.21) i (20.22) dobijamo

(N =2 Fi i) = (N = 2)0(im) + QF%@%FJQFZ

(20'23) T T ‘s
+ 207 4y FL D+ 20% b Fo B8 4 2TF o)y, Fo Y.

\ \4 \4

Zamenom (20.23) u (20.22) dobijamo

— 2 -
(N +2)%m) = Bijm) = Bim) = 57— (NTrm¥aFF

(20.24) + NUDg By + 200 Fy G, + 207 b F FY)

\% \%

— 9T, p FAFT — 207 o) FIFT.

v v

Iz (20.21) i (20.24) dobijamo sabiranjem

(N +2)9jm = Bjm — Bjm + 2075, — 200, 0 FIF
2 2 2 v v

ON — 2 9 )

(20.25) — N g Urm¥alEy - TPty
2 T T

— 5 Ey = 5 Dh b F FYL
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Eliminacijom ; kori¢enjem uslova (19.8) poslednja jednakost postaje
(20.26) (N 4 2)¢jm = Rjm — Rjm + Pjm — Pjm,
5 2 2 2 2

gde smo oznacili

2 N -1

_ p s r s g r
gjm - N—H(ijrgp - F];m]:‘sqF;C)]Fj N — 2F£mrsqF F
(20.27) ) : )
— mejfinglFT N QFY;ngJF;F;{L N ZquFzqu;qu).

Na isti nacin je definisan objekat ?jm prostora GK y. Eliminacijom tj,, iz (20.18)
2

dobijamo

jmn>

(20.28) HPT' = HP'
gde smo oznagcili
HPV;/ZJ'”’W - gzjmn +~v 5 N +2 [51 (Rjn o gjn) + 5; (g[mn] - g[mn])
Y . _p. D i _ _ P .
(20 29) 5n (gjm Ejm) + Fg Fn(@pm 5 m) F Fm(R n gpn)
—I—F;Fﬁ(Rpm—];pm)—F;F&(an—]; )—2(5’ re —ort 19

nm Lo nm g
+ QFfLmFinZ?F" + QFfLijquF’]
Ocigledno je da veli¢ina HPVZVijmn nije tenzor, pa ¢emo je zvati ekvitorzionim holo-

morfno projektivnim parametrom druge vrste prostora GKpy. Prema tome
dokazana je sledec¢a teorema:

Teorema 20.2. FEkvitorzioni holomorfno projektivni parametar druge vrste je invar-
yanta ekvitorzionog holomorfno projektivnog preslikavanja koje ocuvava kompleksnu
strukturu generalisanih Kelerovih prostora GKyn i GK N .

20.3. Holomorfno projektivni parametri treée vrste

Veza izmedju tenzora krivine 1;% i E prostora GKy i GK y data je sa

P! +PP P PP P 4 2PP T 4 OIP Pl

jmln — fnjlm jm= np nj* pm nm-— pj nm- pj*
2 1 \Y v \

(20.30) Ri, =R'. + P!

g dmn 3 jmn
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Zamenom (19.5), (19.7) 1 (20.2) u (20.30) dobijamo

@jmn = ? jmn + 6m gbjn + 6j (gpmn - gﬂnm) - 6n zlbjm

(20.31) = (Eytbpm = Fopthpn) + 5 (Fpm = F7pn)
+ 2F§'njzpn + 2r;j¢m — 2r;jzqugF,g — 2r;j¢ngLF;;,

gde smo oznacili

(20.32) %’ij = ijj — iy + Y FT Y FY, (0=1,2).

Kako je jos
@g[mn] = qlb[mn} + QFﬁm?ﬂp,

jednacina (20.31) postaje

gjmn = § jmn + 5m @fjn + 5]’ (Q{)mn - ,l{]nm) - 5n qf}jm

+ Ff(FZ@fpm - anzfpn) + F;(Fglfpm - Friqun)

(20.32) ; ; ; ;
+2T% Ypd}, + zrgéngz;paj — 28 g FYF), — 208, 4 FFP
+ zrinjzpn + 2r;j¢m — QF;;jqugFgL — zr;jqugng,

Kontrakcijom po indeksima i, n u (20.32) dobijamo
Bjm = Bijm + Y(mj) = Ntbjm — FfFﬁﬂf(m

+ QFﬁw-wp — 21, g FAFY — 20 ) FLFY.

\4 Vv \4

(20.33)

Antisimetrizacijom bez deljenja u (20.33) po indeksima j, m dobijamo

(N +2)¢(5m) = Bigm) = Bigm) + 4T 0,9 — 20500 FYF,

(20'34) q q P Tvqpvq q p
+ 2I‘pquFT Fj — ZI‘ij/)quFr + QFmeqFj EP.

\% \% \%

Simetrizacijom bez deljenja po indeksima j, m u (20.33) dobija se
Bim) = Bigm) = Nogm) = 2F7 Fntv) 20 g Y ED,

— T8, Y FAFY — 2T apy Fi, FP — 2T,y FIFY.

\4 \ \%

(20.35)

Kompozicijom sa Fqum, kontrakcijom po indeksima j, m, i koriS¢enjem uslova
(18.24c), i analogne relacije relaciji (18.24c) za prostor GK y iz (20.33) dobijamo

Rigmy) = Bigm) = N F} iy = 20Gm) + 2000 Y FY

(20.36) O ah, FIE" + 207 ap, FPFY + 2" VFPF‘I
+ jpwq rm + pqwm rt pqwj rime

\4 \% \4
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Iz (20.35) i (20.36) dobijamo

(N - 2)F;jFr€zw(M) = (N - 2)w(ﬁn) + 2F;qmefFJg

20.37 v
( ) + zrr Wi FPFL + 21“’" P FP + 2T 4  FIFP.

\4

Zamenom (20.37) u (20.36) dobijamo

(N4 2)85m) = Bigm) = Bigm) = 75 (VT ¥a P FY
(20.38) + NTY, g F]FP + 2T b FPF + 2F’" Ui FPFL)
— 2T} b FIFE — 2}, g FAFY.

\2 \

Iz (20.34) i (20.38) dobijamo sabiranjem

2N
(N 4+ 2)0im = i = T + 2y = o mzquq Fr
2 F!FP 2 rr Fqu
(20.39) TN _2 pm¢q T N_29 pqwm
2
— g i F Y — T

Eliminacijom ; kori¢enjem uslova (18.8) poslednja jednakost postaje

(20.40) (N +2)¢m = Bjm — Bjm + Pjm — Pjm,
1
gde smo oznacili
N -1 s | "
S e (T T R T L R
(20.41) , Y . X
- mF;szmeFq - ﬂF;quijFs 7.0 FIFP).

\4

Eliminacijom 1), iz (20.31) dobijamo
1

(20.42) HPW',., = HPW*'; .
3 3
gde smo oznacili
i i 1 i i
HEV jn = B jmn + 755 0m (i = £gn) 8 (Bpmn) = Bpomn))

=0 (Bjm = Pjm) + FYF, (Bpm = Pom) = FY Fy, (Bpn = Pyo)
+ F{FY(Rym = Pym) = F{Ff(Byn — Ppn) — 21%, T4,61, — 200, T4, 61

(20.43) jn* qpm mn= qp%j
S P % S A % 7
4279, T, FPF 42T IS, FiFD — 2T TP —or% T7
+ 20, L5 P Fy, + 210 T3, FiLFT).

\4 \%
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Velicina H PV!ijmn nije tenzor, pa ¢emo je zvati ekvitorzionim holomorfno projek-

tivnim parametrom treée vrste prostora GKy. Prema tome dokazana je sledeca
teorema:

Teorema 20.3. FEkvitorzioni holomorfno projektivni parametar trece vrste je invar-
yanta ekvitorzionog holomorfno projektivnog preslikavanja koje ocuvava kompleksnu
strukturu generalisanih Kelerovih prostora GKn i GK .

20.4. Holomorfno projektivni parametri ¢etvrte vrste

Veza izmedju tenzora krivine {4% i E prostora GKy i GK y data je sa

2 1 Y v \Y

Zamenom (19.5), (19.7) i (20.2) u (20.44) dobijamo

gjmn = }4% jimn + 5m 7é}jn + 5j (gpmn - @fnm) - 571 lejm

(20.45) + Ff(F:‘z@fpm - Ffﬁgﬁpn) + F;(Fﬁifpm - Fﬁz%}pn)
+ Qanjl/Jn + QFfljl/Jm - 2P;j¢ngFfz - 2P;j¢qF#LF£7

Na isti nacin kao u prethodnom slucaju dobija se

(20.46) Hp?jmn = HPIi/i

jmn>
gde smo oznacili

HEV jn = B jmn &+ 7575 0m (B = Ljn) 8 (Bpmn) = Lpomn))

+ FJF(Bpm — Ppm) = FiF (Ryn — Ppn) — 215, T0,0,, — 217, 14,0;

jn=gpm mn= qp-j
V2 vV

(20.47)

\2 \ \ \

+2I¢, 13, FYF), 4208, s FiFP — 2T, TP — 20}, .TD

+ 20, T FAFR + 20, T L EP.

Velicina H PTZ/"jmn nije tenzor, pa ¢emo je zvati ekvitorzionim holomorfno projek-

tivnim parametrom cetvrte vrste prostora GKy. Prema tome dokazana je sledeca
teorema:
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Teorema 20.4. FEkvitorzioni holomorfno projektivni parametar cetvrte vrste je in-
varijanta ekvitorzionog holomorfno projektivnog preslikavanja koje ocuvava kompleksnu
strukturu generalisanih Kelerovih prostora GKny i GK .

20.5. Holomorfno projektivni tenzor

Veza izmedju tenzora krivine ]5% i E prostora GKy i GK y data je sa

?jmn:};jmn—i_ﬁ( jm|n_Pjn|m+ij|n_ nj|m
(20.48) ' ! 2 2 ! . '
g 1 g i P 1 P 3 p (2 p 7
+ PP P — PP Pi 4 PP Pl PP P AT PiodT? Pl

\% \% \ \%

Zamenom (19.5), (19.7) 1 (20.2) u (20.48) dobijamo
Bjmn = B jmn & Om Yjn + 05 U] = O Yjm

(20.49) b . .
+ Fj (anpm - Fm¢pn) + Fj(F£¢pm - Fﬁz¢pn>7
12 12 12 12

gde smo oznacili
1
(20.50) }gjm = §(¢j|m+¢j|m)_¢j¢m+¢pr¢qFr?z-
1 2

Kontrakcijom po indeksima i, n u (20.49) dobijamo

(20.51) Ejm :f;jm—lﬁ[]’m] —N¢jm_Fngz¢(pq)'
12 12 12

Antisimetrizacijom bez deljenja u (20.51) po indeksima j, m dobijamo

(20.52) (N +2)¥jm) = Bijm) = Bijm)-

Simetrizacijom bez deljenja po indeksima j, m u (20.51) dobija se
- _ P

(20.53) ];E(jm) = éz(jm) - N}g(jm) — 2F; ng}g(pq)'

Kompozicijom sa F F;", kontrakcijom po indeksima j, m, i koris¢enjem uslova (18.24e),
i analogne relacije relaciji (18.24e) za prostor GK y iz (53) dobijamo

- . p
(20.54) Bigm) = Bim) = NV o Fy B = 20 (m)-
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Iz (20.53) i (20.54) dobijamo

20.55 FPF4 = YV (im)-

( ) j m%(pQ) %DQ(J )
Zamenom (20.55) u (20.54) dobijamo

(20.56) (N + 2)}/;07,1) = Rjm) — E(jm).
Iz (20.52) i (20.56) dobijamo sabiranjem

(20.57) (N +2)¢jm = Rjm — Rjm
12 5 5

Eliminacijom 1 j,, iz (20.49) dobijamo
12

jmn>

(20.58) Hp?ijmn = HPI/g/i
gde smo oznacili

. . 1 . .
HPW!, =R 580 Bin + 6} Binn) = 81 Rim
+ FJP(F;R —F! an) + FZ(FpRpm — FP an)]

Za razliku od prethodnih slucajeva kada velicine H PWijmn, (0 = 1,---,4) nisu bile
0

tenzori, velicina H Plg/"'jmn je tenzor, pa ¢emo je zvati ekvitorzionim holomorfno

projektivnim tenzorom prostora GKy. Prema tome dokazana je slede¢a teorema:

Teorema 10. FEkvitorzioni holomorfno projektivni tenzor je invarijanta ekvitorzionog

holomorfno projektivnog preslikavanja koje ocuvava kompleksnu strukturu generalisanih

Kelerovih prostora GKn 1 GK y.

20.6. Slucaj Kelerovih prostora

U slucaju holomorfno projektivnih preslikavanja Kelerovih prostora veli¢ine
HPI/})/Z' (0 = 1,---,5), date formulama (20.16, 29, 43, 47, 59) svode se na ten-

zor holomorfno projektivne krivine [83]

jmn>

1

HPW'. =R
ijn R]mn+N+2(

Rjn0y, + FJ Ry Fry + 2F FE Rpm).-
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PREFACE

In this dissertation are considered Some special geodesic mappings of the spaces
with non-symmetric affine connection, equitorsion conform mappings of generalized
Riemannian spaces, almost geodesic mappings of the spaces with non-symmetric
affine connection and holomorphically projective mappings of generalized Kdahlerian

spaces are considered in this dissertation.

The theory of geodesic mappings of Riemannian and the affine connected spaces,
and also its generalizations, is very interesting both theoretically and practically.
That is to say that namely, the movement of many tipes of mechanical systems,
and as well as bodis or particles in gravitational or electromagnetic fields, in con-
tinual constant surrounding, is often done in paths, which can be looked upon as
geodesic lines of Riemannian or affinne connected spaces, which is defined by ener-
getic regime, along which the process is realizing. So, for example, two Riemannian
spaces, which admit reciprocally geodesic mapping, described processes which are
unfolded by equivalent exterior load, equal orbit, but different energetic regimes.

In this case, one of these processes can be modeled by another.

Still Levi-Civita [18] has came to the problem of geodesic mappings of Riemann-
ian spaces studying the dynamics equations. Kagan in [16] studies the geodesic
mappings of surfaces. In recent time geodesic mappings of Riemannian spaces and
their generalizations were particularly investigated by Russian authors, especially
N. S. Sinjukov [75]-[79], E. N. Sinjukova [86], [87], V. S. Sobcuk [88], [89], J. Mike$
[20]-[28], M. Prvanovi¢ [55], [57]-[60], [62], S. M. Minci¢ and M. S. Stankovié¢ [46]-
[48], [93], [95] and others.

Basing the existing results on the theory of geodesic and almost geodesic map-
pings of the spaces with symmetric affine connection, and on the study of the
generalized Riemannian spaces and spaces with non-symmetric affine connection,
and also on the study of Kaehlerian spaces and holomorphically projective map-
pings, some existing results are expanded, and also presented the original results

partly published in this dissertation [46], [47], [90]-[96].

This dissertation consists of 20 sections, from which §1-4 make Chapter I, §5
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Chapter II, §6, 7 Chapter III, §8-10 Chapter IV, §11, 12 Chapter V, §13-17 Chapter
VI and §18-20 Chapter VII. Within each paragraph a narrower division is made.
Theorems and formulas are numbered within each paragraph independent by on one
another like the following: first you name the ordinal paragraph number and then
the ordinal number of the theorem or the formula number, for example, the fifth
formula of the seventh paragraph is marked like this (7.5). The list of literature in
alphabet order is given an the end. We shall present the work content in paragraphs.

Chapter I has a preface character, and containes the basic facts of the theory
of the spaces with non-symmetric affine connections and generalized Riemannian
spaces, which are necessary for the further presentation in this dissertation. Results
expressed in this chapter are based mainly on [2], [3], [6], [7]-[11], [12]-[15], [29]-][45],
[49], [55], [56], [61], [69]-[74], [97], [98], [101].

The basic definitions and relations related to the spaces with non-symmetric
affine connection and generalized Riemannian spaces are given in §1.

Four kinds of covariant derivative, and also the basic definitions and relations
for geodesic lines of the spaces with non-symmetric affine connection are named in
82.

§3 is devoted to the almost geodesic lines of spaces with non-symmetric affine
connections, and to generalization of geodesic lines concept. In contrast to geodesic
lines, where for both kinds of covariant derivative vector, the same curve line is
obtained, in this case we have obtained two kinds of almost geodesic lines, where
the geodesic line of the first kind is determined by formula (3.5a) and the second
kind by formula (3.5b).

Basic results for Ricci type identities, and curvature tensors and pseudotenzors
of the spaces with non-symmetric affine connection are given in §4. Both for spaces
with symmetric affine connection, and for Riemannian spaces exist one Ricci iden-
tity with respect to mixed covariant derivative of the second kind and one curvature
tensor - Riemann-Christoffel’s tensor (for example [31], [109]). In the case of the
spaces with non-symmetric affine connection, there are ten possibilities to form the
difference

(4.1) Qe

Ty
ti...ty |m|n ti...ty |n|m?

T p o T

(7T7p7U’T: 172)

where | 1 | denotes two kinds of covariant derivative in GAy, and in this case
1 2
we have ten Ricci type identities [29], [32]. Three curvature tensors given in the
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formula (4.2-4), and also fifteen curvature pseudotensors given in the formula (4.5-
19) are appeared. Using the third and the fourth kind of covariant derivative we
have yet one new curvature tensor (4.22).

The deformation tensor of the connection and basic relations between the defor-
mation tensor of the connection and five independent curvature tensors are deducted
in §5. If L;‘j () and ZZ (z) are connection coefficients of the spaces GAy and GAy
then f?j (x) = LZ(JC) + Pi};-(x), (h,i,j =1,2,...,N). The magnitude Pzg(x) is
a deformation tensor of the connection, according to the mapping f. The formulas
(5.3-7) according the relations between the deformation tensor and five independent
curvature tensors.

The conform mappings of generalized Riemannian spaces are considered in §6.
In the case of this mappings the basic metric tensors of the spaces GRy and GRy
satisfy the condition (6.1). The Christoffel’s symbol of the second kind of these
spaces are connected by the relation f;-k = I‘;k + (5;- P+ 5}; v — wigﬁ + £§k, where
§;k is an antisymmetric tensor. A mapping f : GAy — GAp is equitorsion if

;k = 0. In the case of conform mapping f of Riemannian spaces Ry and Ry [19],

[50], [55], [83], we get an invariant geometric object - the conform curvature tensor

Ci :Rijm’rL_F(S’fn Pjn _5; ij +P7izgj7l _Pzgmj

jmn n

where is
1 1

Pim = <75 (Rjm — ngjm)o

N -2

Having a conform mapping of two generalized Riemannian spaces, we can not find

a generalization of conform curvature tensor as an invariant of conform mapping in
general case. Five conform curvature tensors (7.17, 20, 30, 31 i 42) for the case of
equitorsion conform mapping of generalized Riemannian spaces are obtained in §7.
The basic definitions and relations of the theory of geodesic mappings of the
spaces with non-symmetric affine connection and of generalized Riemannian spaces
are given in §8. The Theorem 8.1. gives necessary and sufficient condition that a
mapping f of the spaces with non-symmetric affine connection is to be geodesic.
Necessary and sufficient condition that a mapping of generalized Riemannian spaces
to be geodesic are given in the Theorem 8.4. Consequences 1, 2, 3 gave the relations
between basic metric tensors of two generalized Riemannian spaces according to the
geodesic mappings. In this section is given the retrospect to the geodesic mappings

of Riemanian and of the spaces with symmetric affine connection.
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A generalization for Thomas’s projective parameters in the case of the spaces
with non-symmetric affine connection is given in §9. Obtained generalized Thomas’s
(9.4) projective parameters are an invariant of geodesic mapping of the spaces with
non-symmetric affine connection. A new characterization in the Theorem 9.2. of
the spaces with non-symmetric affine connection which allows geodesic mappings
is also given.

The relations between five independent curvature tensors of the space GAy
with corresponding curvature tensors of the space GAy in geodesic mappings of
the theorems 10.1-5 are given in §10. The Theorem 10.6. gives the retrospect to
the case of symmetric affine connection and generalized Riemannian spaces.

Some special geodesic mappings of non-symmetric affine connection are investi-
gated in Chapter V . In general case it is not possible to find a generalization of
the Weyl’s curvature tensor [83]

(11.38) Wim = R + ﬁ(éfn Rjn — 0, NRjp,),
and we introduced some extra conditions for non-symmetric part of the deformation
tensor.

The equitorsion geodesic mappings of non-symmetric affinne connection spaces,
i.e. geodesic mappings with zero anti-symmetric part of the deformation tensor are
investigated in §11. Five invariant geometric objects (11.10, 19, 27, 31, 37) of equi-
torsion geodesic mappings of nonsymmetric affine connection spaces are obtained

here, where gi 0 =1,---,4) are not tensors and we call them the equitorsion

jmn (
projective parameter of the kind 6, and gijmn is a tensor. In the case of generalized

6 =1,---,4) reduce to (11.11, 20, 28,

. . . 'L
Riemannian spaces the magnitudes fé‘ imn (

32) and gijmn has the same form.

By new conditions for anti-symmetric part of the deformation tensor of the
connection, five new special geodesic mappings, called é%—mappings are obtained in
§12. The tensors W(]e%)ljmn given by formulas (12.12, 21, 31, 36, 41) represented
the generalizations of Weil’s tensor in the case of g—mappings. In the case of
generalized Riemannian spaces they reduce to the tensors (12.12/, 21/, 31/, 36/, 41')
respectively.

Generalizing the conception of a geodesic mappings for Riemannian and affine
connected spaces Sinyukov [83] introduced a notion of almost geodesic mappings

of these spaces. Beside Sinyukov, almost geodesic mappings of Riemannian and

spaces with symmetric affine connection were studed by many other authors, for
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example [4], [24], [25], [80], [84], [88], [102]. In the works [106] i [107], part of
problem of almost geodesic mappings for spaces with non-symmetric affine connec-
tion was investigated. In the Chapter VI almost geodesic mappings of the spaces
with non-symmetric affine connection were studied. In §13 we introduce two kinds
of almost geodesic mappings of the spaces with non-symmetric affine connection
spaces. The necessary and sufficient conditions are also given for a mapping of
the non-symmetric affine connection spaces to be an almost geodesic of the first
kind (Theorem 13.1.), i.e. the second kind (Theorem 13.2). A concept of (N-2)-
projective spaces is also introduced and characterization of these spaces in Theorem

13.3. is given.

A classification of the first and second kind almost geodesic mappings is given
in §14. In servitude of the form of the function ll) ie. 12) in (13.3, 3’) three types of
the first kind almost geodesic mappings and three types of the second kind almost
geodesic mappings are obtained. The theorems 14.1. and 14.2. give the necessary
and sufficient conditions for a mapping f : GAy — G Ay to be the first type almost
geodesic mapping of the first kind i.e. the second kind.

The theorems 14.3. and 14.4. give the characterization of the first type almost
geodesic mapping of the first kind i.e. the second kind in affine coordinate system.
The necessary and sufficient condition for the first kind almost geodesic mapping
f: GAx — GAy to be second type are gave in Theorem 14.5. The relation (14.5)
and (14.6") are necessary and sufficient conditions for a mapping f : GAy — GAx
to be second type. The third type almost geodesic mapping of the first kind is
characterized by equations (14.8) and (14.9), while the third type almost geodesic
mapping of the second kind is characterized by equations (14.8) and (14.9").

The necessary and sufficient conditions that a mapping ™ has the property of
reciprocity by the Theorem 15.1 is given in §15, while by the Theorem 15.3, the
necessary and sufficient conditions are given for a mapping T2 to have the property
of reciprocity. The the basic equations of the first i.e. of the second kind almost
geodesic mappings which have the property of reciprocity are given by the theorems
15.2. and 15.4. The necessary condition for a space GAx to be (N-2)-projective of
the first type is given by the theorems 15.5-15.8.

The second type almost geodesic mappings T2 and T2 is considered in §16. Here
we present the basic equations of these mappings which have the property of reci-

procity. A canonic almost geodesic mappings T2 (e) and 721'2(6) are also considered.
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Some invariant geometric objects of canonic almost geodesic mappings Ty are ex-
pressed by the theorems 16.4., 16.5. and 16.6. and some invariant geometric objects
of canonic almost geodesic mappings T2 are expresed.

The third type almost geodesic mappings of the first and the second kind is
investigated in §17. Here we get the basic equations of almost geodesic mappings
of both kind with the property of reciprocity. Some special mappings 7172(6,0) i
72T2(e,9) are constructed here and in both cases we find some invariant geometric
objects in the form (17.17) and (17.17").

The last chapter VII of this dissertation initiated to the generalized Kaehlerian
spaces and for their mappings. The Kaehlerian spaces and their mappings investi-
gated by many authors, for example K. Yano [102]-[104], M. Prvanovié [57], [58],
[60], J. Mikes [21], [25], [26], [28], V. V. Domasev [5], N. Pusi¢ [65]-[68], T. Otsuki
iY. Tasiro [51], S. S. Pujar [63], [64], Sinjukov [85]...

A generalized N-dimensional Riemannian space with basic metric tensor g,
where in the general case g;; # gji, is a generalized Kaehlerian space if there exist

the almost complex structure F ;(1)7 such that

(18.2) Fy(z)F} () = =6},
(18.3) goaFTF] = gij, 92 = g™ FF),
(18.4) Fl;=0, (0=1,2),

0

where | denotes the covariant derivative of the kind 6 with respect to the basic
metric etensor gij- The theorems 18.1, 2, 3, 4 give the basic relations between
geometric objects of generalized Kdaehlerian space.

In §19 we investigate holomorphicaly projective mappings of generalized Kaehlerianlj
spaces. An invariant geometric object of such mapping is expressed in Theorem
19.1.

An equitorsion holomorphicaly projective mappingse we investigate in §20. For
(9: 1,--- 75)7

(0 =1,---,4) are not tensors, and the magnitude

these mappings we find five invariant geometric objects H Pl/g/i
where the magnitude H PV(E/i
HPVWY
theorems 20.1 — 20.5.

jmn>
jmn>

is a tensor. The magnitudes HPV;/i 6 =1,---,5) are expresed by

jmn> (
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