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Predgovor

Beskona¢no mala savijanja krivih i povrsi su deo opstije teorije savijanja, koja
predstavlja jednu od glavnih delova gobalne diferencijalne geometrije. Kon-
cept beskonacno malih deformacija je istrazivan prvo na beskona¢no malim
deformacijama povrsi, a zatim i u teoriji krivih i mnogostrukosti. Rad raz-
matra probleme teorije beskona¢no malih savijanja. Takodje je predstavljen i
razvijeni programski alat za rad sa eksplicitno definisanim funkcijama. Bitan
cilj tokom rada na disertaciji je bio razvoj programskog alata, intuitivnog
i lakog za koriscenje, specijalizovanog za ispitivanje fleksibilnosti i vizuelno
predstavljanje fleksibilnih krivih i povrsi. Takodje su predstavljeni i rezultati
istrazivanja algoritama nad grafovima, problema odredjivanja k najkrac¢ih
puteva izmedju dva ¢vora u tezinskog grafu. Rad se sastoji od cetiri glave:

1. Beskonac¢no mala savijanja krivih

2. Beskona¢éno mala savijanja toroida sa ¢etvorougaonim meridijanom
3. Beskona¢éno mala savijanja toroida sa poligonalnim meridijanom

4. Algoritam za nalazenje k najkrac¢ih puteva u grafu

U prvoj glavi se razmatra beskona¢no malo savijanje krivih u £ i odredjuje
polje beskona¢no malog savijanja. Uticaj polja beskona¢no malog savijanja
je posmatran, kao i uslovi pod kojima deformisana kriva ostaje u ravni. Uz
pomo¢ alata za rad sa eksplicitno definisanim funkcijama razvijen je i u ovoj
glavi prezentovan InfBand, alat za graficko predstavljanje fleksibilnih krivih.
Uticaj polja beskonacno malog savijanja je razmatran i vizuelizovan razvi-
jenim alatom.

U drugoj glavi razmatrane su toroidne rotacione povrsi generisane ¢etvoro-
ugaonim meridijanom. Dati su potrebni i dovoljni uslovi za postojanje polja
beskonacno malog savijanja dobijene povrsi. Temena ¢etvorougaonog meridi-
jana su data u obliku koordinata u Dekatovom pravouglom koordinatnom
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sistemu 1 na osnovu njih su razmatrani uslovi za postojanje polja. Disku-
tovane su i istaknute nadjene klase fleksibilnih povrsi sa cetvorougaonim
meridijanom. Opisan je SurfBand, razvijeni programski alat za numericku
proveru uslova fleksibilnosti, simbolicku definiciju deformisanih povrsi, nu-
mericko odredjivanje tacaka na povrsi i vizuelizaciju polaznih i deformisanih
povrsi. Prikazani su primeri nadjenih fleksibilnih toroidnih povrsi sa ¢etvo-
rougaonim meridijanom.

U trecoj glavi razmatrane su toroidne rotacione povrsi generisane poligo-
nalnim meridijanom u FEs5. Dati su potrebni i dovoljni uslovi za postojanje
polja beskonacno malog savijanja ovih povrsi. Temena poligonalnog meridi-
jana su data u obliku koordinata u Dekartovom koordinatnom sistemu i
na osnovu njih su razmatrani uslovi za postojanje polja. Razmatrana su i
beskonacno mala savijanja viseg reda. Dati su primeri nadjenih fleksibilnih
toroidnih povrsi.

U cetvrtoj glavi predstavljen je novi algoritam za resavanje problema
nalazenja k najkra¢ih puteva izmedju dva ¢vora u tezinskom grafu. Zahteva
se da nadjeni putevi budu uredjeni u neopadajuc¢em redosledu duzina, da ne
poseduju cikluse, tj. nije dozvoljeno ponavljanje ¢vorova na putu, i nadjeni
putevi se razlikuju za bar jedan ¢vor. Algoritam koristi osnovnu ideju iz A*
algoritma i poziva Dijkstrin algoritam za procenu cene dostizanja odredisnog
¢vora. Algoritam poziva Dijkstrin algoritam samo jednom i koristi dobijene
vrednosti za generisanje kandidata za sledec¢i put. Takodje koristi efikasni
metod za detektovanje ciklusa u podputu za rano odsecanje neprihvatljivih
puteva sa ciklusima. Navedeni su i eksperimentalni rezultati za nekoliko
tipova grafova u cilju ilustrovanja efikasnosti i primenljivosti algoritma. U
ovoj glavi su prezentovani novi, nepublikovani rezultati.

Zelim da izrazim iskrenu zahvalnost mentoru, profesoru dr Ljubici Ve-
limirovi¢, na svesrdnoj i nesebi¢noj pomoc¢i u svim fazama izrade disertacije.
Pocev od upoznavanja sa problematikom i literaturom, sugestijama i save-
tima je doprinela izradi i uobli¢enju konacne verzije rada.

Zelim da se zahvalim kolegi Milanu Zlatanoviéu na saradnji prilikom izrade
zajednickih radova.

Veliku zahvalnost dugujem svojoj porodici na razumevanju i podrsci tokom
rada na disertaciji. Supruzi Lidiji se zahvaljujem na iteresovanju za moj rad
i pomodi koju mi je pruzila tokom izrade.

Januar 2011, Ranci¢ Svetozar



Poglavlje 1
Beskona¢no mala savijanja krivih

U ovoj glavi se razmatra beskonacno malo savijanje krivih u £ i odredjuje
polje beskonacno malog savijanja. InfBend, alat za graficko predstavljanje
fleksibilnih krivih je prezentovan. Uticaj polja beskona¢no malog savijanja je
razmatran i vizuelizovan razvijenim alatom. Ova glava je proizisla iz rezultata

objavljenih u sledeéim radovima: [7], [49], [62], [65] i [66].

1.1 Uvod

Beskona¢no mala savijanja povrsi i krivih su deo opstije teorije savijanja, koja
predstavlja jednu od glavnih delova globalne diferencijalne geometrije. Kon-
cept beskonacno malih deformacija je istrazivan prvo na beskonacno malim
deformacijama povrsi, a zatim i u teoriji krivih i mnogostrukosti.

Pri savijanju povrs je ukljucena u kontinualnu familiju izometrijskih povrsi,
tako da krive zadrzavaju duzinu luka a i uglovi su takodje nepromenjeni.
Poznata je ¢injenica da su dve povrsi trivijalno izometri¢ne ako se jedna moze
dobiti iz druge krutim pomeranjem ili ravanskom simetrijom (ili kona¢nim
brojem takvih transformacija). Povrs je jednoznacno definisana ako postoje
samo trivijalno izometricne povrsi. Svaka jednoznacno definisana povrs je
kruta u smislu izometrijskih savijanja.

Sa druge strane beskona¢no malo savijanje povrsi nije izometrijska defor-
macija, ili grubo govoredi jeste, ali sa odgovaraju¢om taénoséu. Duzina luka
je stacionarna pod beskonacno malim savijanjem.

Teorija beskonacno malih deformacija ima brojne primene u matematici i
mehanici (krutost ljuski). Prvi rezultati beskonac¢no malih savijanja nekon-
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veksnih povrsi pripadaju H. Liebmanu [30], [31]. On je dokazao da su torus
i analiticke povrsi koje sadrze konveksne trake kruti u smislu beskonaéno
malog savijanja. Kasnije je Efimov u [12] dao uslove za z(u) da bude polje
beskonacno malog savijanja regularne krive.

Racunarska grafika je oblast koja se rapidno razvija i inspiriSe brz rast
racunarske snage. Danas postoji mnogo nauc¢nih i industrijskih oblasti koje
koriste programe bazirane na racunarskoj grafici. Beskonacno mala savi-
janja krivih i povrsi ispoljavaju nedostatak u ovoj oblasti, mada se u
radovima mogu naci graficki prezentovani primeri fleksibilnih krivih i povrsi.
U tom smislu smo pristupili razvoju specijalizovanog alata za vizuelizaciju
beskona¢no malih deformacija krivih i povrsi - InfBend.

1.2 Odredjivanje polja savijanja krive

Beskona¢no mala savijanja povrsi i mnogostrukosti su proucavani u [12],
24], [25], [56], [57]. Rezultate istrazivanja beskonaéno malih savijanja krivih
u E? mozemo nadi u [12], [57], [58] i [62]. Rad u ovom pravcu je nastavak
istrazivanja ¢iji su rezultati dati u [57].

Na pocetku ¢emo dati neke polazne pojmove, definicije i teoreme prema
[12] i [57).

Definicija 1.2.1 Posmatrajmo neprekidnu reqularnu krivu
C:r=r(u), (1.1)
ukljucenu u familiju krivih
Ce.:re=r(u) +ez(u), (€>0,e—0,ceR) (1.2)

gde je u realni parametar i dobijamo C za e =0 (C = Cp).
Familija krivih C. je beskonaéno malo savijanje krive C' ako

ds? — ds* = o(e), (1.3)

gde z = z(u) je polje beskonaéno malog savijanja krive C'.

Teorema 1.2.1 [12] Potreban i dovoljan uslov da z(u) bude polje beskonacno
malog savijanja krive C' je

dr - dz = 0. O
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Sledec¢a teorema je povezana sa odredjivanjem polja beskona¢no malog
savijanja krive C'.

Teorema 1.2.2 [57] Polje beskonacno malog savijanja krive C iz (1.1) je

z(u) = /[p(u)n(u) + q(u)b(u)]du + const, (1.4)

gde su p(u),q(u) proizvoljne integrabilne funkcije, a vektori n(u), b(u)
su respektivno jedinicni vektori normale 1 binormale vektorskog polja krive

C. O

Imajuéi na umu da jedini¢ni vektori binormale i normale polja krive iz
(1.1) mogu biti napisani u obliku

= —-— pr— 1.5
Ex i B (1.5)

polje beskona¢no malog savijanja moze biti napisano u obliku

2(0) = [lptu) EDF = (EOF oy 22,

[t x ©| I x 1|

gde p(u), q(u) su proizvoljne integrabilne funkcije, ili u obliku
2(u) = /[Pl(u)f + Po(u) + Q(u)(i x )]du (1.6)

gde P;(u), i = 1,2, Q(u) su takodje proizvoljne integrabilne funkcije.

Napomena 1.2.1 Beskonacno male deformacije specijalne vrste su razma-
trane u [45].

Polje beskonacno malog savijanja krive moze se odrediti simbolicki resa-
vanjem neodredjenog integrala datog sa (1.4). Za taj pristup potrebno je
realizovati simbolicku integraciju funkcija ili koristiti neki programski paket
koji to podrzava, recimo programski paket Mathematica. Naravno, uz uslov
da je moguce nadi integral za konkretne funkcije p i ¢ u zatvorenom obliku.

Pristup koji je realizovan nije zasnovan na nalazenju neodredjenog integ-
rala kojim je definisano polje i sa adicionom konstantom ima beskonacno
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mnogo resenja. Razvijen je podsistem za rad sa eksplicitno definisanim funkci-
jama, koji polazi od simbolickog zapisa funkcije vise nezavisno promenlji-
vih, parsira ga i prevodi u interni zapis koristeci stablo izraza. Ovakav zapis
omogucava brzo izracunavanje vrednosti funkcije, a to se koristi za numericko
reSavanje integrala datog pomocu (1.4). Uz moguénost da se interaktivno
menja adiciona konstanta mogu se dobiti i vizuelizovati razlicite krive iz
familije krivih date sa (1.2).

1.3 Beskonac¢no malo savijanje krivih u ravni

U ovom poglavlju razmotricemo beskona¢no mala savijanja ravnih krivih
koje i posle savijanja ostaju u ravni (istoj ili nekoj drugoj) posle ovakve
deformacije. Odredi¢emo polje beskona¢no malih savijanja za ove slucajeve.

Posmatrajmo regularnu zatvorenu ravnu krivu datu u polarnim koordi-
natama

C:p=p(0), 0€]0,2r]. (1.7)
Pod beskonaéno malim savijanjima ova kriva je uklju¢ena u familiju krivih
C.:p-=p:(0), 0€l0,2n], (>0, e—0). (1.8)
U vektorskoj formi ove krive su date kako sledi
C:r=r(0), 6¢c]|0,2n] (1.9)
C.:r.=r(0) +¢ez(0), 6¢€]0,2n], (1.10)

gde z(0) je polje beskonaéno malog savijanja.

Napomena 1.3.1 U slucaju deo po deo glatke krive u tackama nerequ-
larnosti pretpostavijamo kontinualnost polja savijanja na krivoj, tj.

2(0 — 0) = z(6 + 0). (1.11)

Slede¢e razmatranje daje polje savijanja koje krivu zadrzava u polaznoj
ravni posle beskona¢no malog savijanja.
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Teorema 1.3.1 [57] Polje beskonacno malog savijanja koje krivu
C:p=pl(6) (1.12)
pod dejstvom beskonacno malog savijanja ukljucuje u familiju ravnih krivih
C.:p.=p:(0), (>0, e—0), (1.13)
je dato u obliku
z(0) = /p(Q)n(Q) df + c. a (1.14)
Ako je jednacina krive data u vektorskoj formi,
C :r(0) = p(0)coshi + p(0)sinbj
imamo

6 — 2 —20%)[(pcost + psinB)i+ (psin@ — pcosh)j
Z:/p(e)(pp p*—2p°)[(p psinb)i+ (p pcos B)]j]

VP F PPlpp = p? = 2p7]

p(0) cos O + p(f) sinf = (p(f) sin b)),
p(0)sinf — p(f) cos @ = —(p(0) cos b),

do.

Polazeédi od

biramo

sto vodi do
z(0) = /[(p(@) sin@)i — (p(0) cos 0)j]do = p(6) sinbi — p(#) cosbj. (1.15)

Pod beskonac¢no malim savijanjem krive neke njene geometrijske karakte-
ristike se menjaju. Neke od njih su razmatrane u [57]. U radu [66] je data
sledeca teorema:

Teorema 1.3.2 Za regularnu planarnu krivu klase C*, datu sa (1.1), varija-
cija torzije T pod beskonacno malim savijanjem (1.4), je nezavisna od funkcije
p(0), veé zavisi samo od funkcije q(6).
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Ako unesemo jedini¢ne vektore normale n(f) i binormale b(6) krive C
dobijamo:

_ pcosf + psinf  —psinf + pcosd

O T e

Sada imamo familiju krivih

0), b(6) = (0,0,1).

C.:p(u)=p(0)+ezd), (>0,e—0,ceR) (1.16)
.
Coo () = (pcos@ _g/p(@)(pcos@—i-‘psme) a8,
VP2 E
psin9+5/p(9)(_psme+pcose)d9, g/q(e) a). (117

\ 02+ P

Varijacija torzije pod beskonacno malim savijanjem je

0 1 —p(2p + 3p ®
e oL e+ P(2p +30) + pp /(0)
e P+ 2p% — pp (p* +2p° — pp)?
2 -2 . -.2 . 3
+ 6% — 4pp + 3p* — 2pp®
(0> +2p% = pp)
Vidimo da varijacija torzije zavisi samo od funkcije ¢(0). O

U cilju zadrzavanja funkcije u polaznoj ravni zahteva se 67 = 0. U ovom
slucaju, imajuéi u vidu (1.18), ako p* + 2p* — pp # 0, tj. p(0) # cos(f + ¢2),
i oznacavajuci

a(0) =1,

—5(2 35 3)

b(g) = —L20 T 3P) T pp
(p* + 247 — pp)

_ PP 460" —dpp+ 357 — 2pp®
(P +2p* — pp)

?

() ,

iz (1.18) dobijamo krace

a(8)q"(0) + b(8)q' (0) + c(8)q(6) = 0. (1.19)
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1.4 Vizuelizacija beskonaéno malih savijanja krivih

Nedostatak specijalizovanih programskih alata za rad sa beskonacno malim
deformacijama krivih i njihovom vizuelizacijom postoji i uc¢injen je pokusaj
da se da doprinos u ovoj oblasti. Takodje i da se omoguci lak i interaktivan
vizuelni prikaz krivih i uticaja polja beskona¢no malih savijanja na njih,
videti [65]i [66].

Takav alat treba da ispuni postavljene zahteve i da poveze u funkcionalnu
celinu razlicite oblasti racunarskih nauka zajedno sa teorijom beskonacno
malih savijanja. Alat namenjen grafickoj prezentaciji krivih i njihovim obli-
cima pod uticajem polja savijanja, zahteva osnovne moguénosti za numericko
i simbolicko izracunavanje. Podrazumeva se moguénost rada sa parametarski
definisanim krivama, definisanje funkcija ukljucenih u savijanje i provera ko-
rektnosti zadatih funkcija. Simbolicko diferenciranje je takodje potrebno.
Dobijene krive se crtaju za vrednosti parametara iz intervala navedenog
od strane korisnika. Alat ukljucuje moguénost za numericko izracunavanje
tacaka koje pripadaju krivoj. Crtanje polazne krive i njenih oblika dobi-
jenih beskona¢no malim savijanjima kao trodimenzionalnih (3D) objekata
zahteva upotrebu neke graficke biblioteke i u tu svrhu koristimo OpenGL
kao industrijski standard u ovoj oblasti. Ukljucivanje OpenGL-a pruza bogate
mogucnosti. Moguénost brzog iscrtavanja i moguénost interaktivnog ispiti-
vanja dobijenog 3D objekta. Alat je razvijen u programskom jeziku C+-+ na
Microsoft Windows platformi i pruza visok nivo interaktivnog ispitivanja.

Interesantno je videti uticaj polja beskonacno malog savijanja na fleksi-
bilne krive i povrsi i odgovarajuce savijene oblike. Hronoloski posmatrano
CurveBend je naziv prve verzije alata za vizuelizaciju krivih. Pre njega
bavili smo se beskonac¢no malim deformacijama povrsi i razvili alat pod
nazivom SurfBend namenjen kreiranju 3D prezentacija i vizuelizaciji primene
beskona¢no malih savijanja na fleksibilne povrsi slicne torusu. On je u ra-
noj verziji prezentovan na ESI konferenciji ”Rigidity and Flexibility”, u
Becu, 2006. [60]. Te povrsi su dobijene rotacijom meridijana oblika poligo-
na. Takodje je bilo moguée pokazati krugove formirane temenima poligona
i njihove savijene oblike, kao i vizuelno prezentovati povrsi kreirane tokom
takvih deformacija [43].

Razvoj je nastavljen i SurfBend-u su, kao podsistem, dodate funkcional-
nosti originalno implementirane u CurveBend programu. Novom alatu je
dat i opstiji naziv InfBend, Sto je akronim nastao od infinitesimal bending.
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Daljim razvojem prosirena je primena beskona¢no malih savijanja na fleksi-
bilne krive, kako u ravni, tako i na prostorne krive. Prostorne krive koje leze
na nekim opste poznatim povrsima su takodje ispitivane. Postavljeni ciljevi
su bili da se osmisli i razvije alat, lak za upotrebu, namenjen:

e definisanju krive i deformacije date pomoc¢u (1.4). Da ima fleksibilnost da
prihvati simbolicki zadatu krivu C, takodje i funkcije z, p i ¢;

e vizuelnoj prezentaciji polaznih i deformisanih krivih, koja ukljucuje brza
osnovna i 3D racunanja. Vrlo je korisno i ilustrativno interaktivno ispitati
savijene krive i povrsi koje formiraju savijanjem, i uticaj polja beskona¢no
malog savijanja na njima.

Programski alat je razvijen u objektno orijentisanom jeziku C++. Koristi
eksplicitno definisane funkcije sa n nezavisno promenljivih. Implementirana
je parsiraj jednom - evaluiraj vise puta tehnika parsiranja za matematicke
izraze date u obliku stringova. Ova komponenta, parser matematickih izraza,
parsira i kreira objektno orijentisano stablo izraza za matematicke izraze
koji mogu da sadrze promenljive, konstante i funkcije iz skupa elementarnih
funkcija. Da bi bio efikasan u ponovljenim izrac¢unavanjima, parser kreira
stablo izraza jednom, na pocetku i dalje koristi formirano stablo za svaku
kasniju evaluaciju, bez potrebe za ponovnim parsiranjem. Stablo izraza je
optimizovano izracunavanjem konstantnih delova izraza samo jednom, re-
dukcijom pripadajuceg podstabla, tako da ¢e se dalji zahtevi za evaluacijom
brze realizovati.

Svaka od elementarnih funkcija je obuhvac¢ena odgovaraju¢om klasom i
formirali smo hijerarhiju klasa u cilju podrske izgradnji strukture stabla kao
stabla izraza funkcije. Svaka klasa u hijerarhiji ima svoje verzije i imple-
mentacije apstraktnih funkcija ¢lanica:

double evaluate (double * arguments) ;

Function * derive(int argNumber);

Funkcija evaluate je namenjena izracunavanju vrednosti elementarne fun-
kcije obuhvacene konkretnom klasom i kao argument uzima niz double vred-
nosti n parametara za koje zelimo da izracunamo vrednost.

Funkcija derive je namenjena izgradnji nove strukture tipa stabla prema
pravilima za derivaciju elementarnih funkcija, prosirene pravilima za slozene
funkcije. Ima kao argument, redni broj nezavisno promenljive za koju se trazi
parcijalni izvod. Vrednost koju vraca je takodje tipa Function * , pa mozemo
da istaknemo da nam je tako omogucéeno da izgradimo strukturu stabla izraza
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za parcijalnu derivaciju proizvoljnog reda i takodje da izracunamo vrednosti
dobijene funkcije pozivajuci evaluate funkciju ¢lanicu.

Polazna tacka je eksplicitno definisana funkcija kao ulazni string, koja se
parsira i proverava konzistentnost. Koristimo formalne tehnike parsiranja,
koje ukljuc¢uju gramatiku za opis takvih funkcija. Gramatika koja se koristi se
moze naéi u [7], a kao alat za parsiranje koriséen je GOLD Parser [17]. GOLD
Parser je besplatan vise-jezicki sistem za parsiranje, pseudo otvorenog koda,
kako ga opisuje autor, Devin Kook. Moze se koristiti za razvoj programskih
jezika, skriptnih jezika i interpretera. Ovaj sistem za parsiranje je vise-jezicki
sistem, Sto nije realizovano kroz generisanje koda, kako je to uobicajeno u
Lex i Yacc alatima. Moguc¢nost upotrebe u vise jezika je postignuta kroz seri-
jalizaciju u fajl svih potrebnih podataka za parsiranje jezika opisanog nekom
gramatikom. Fajl ima ekstenziju cgt, Sto je akronim za compiled grammar
table i sadrzi sve potrebne podatke za parsiranje: tabele, opise LALR i DFA
automata, azbuku jezika i pravila gramatike za redukciju. Primena na parsira-
nje u bilo kom jeziku se svodi na ¢itanje cgt fajla, formiranje odgovarajuc¢ih
tabela i uz poznavanje LR, sleva na desno, tehnike parsiranja moze raditi
parsiranje ulaznog niza.

Posle parsiranja gradi se objektno orijentisano stablo izraza - interna struk-
tura tipa stabla - uz primenu Objektno Orijentisanog projektnog uzorka
Struktura (Composite):

MainFunction * pF;

if ( ManagerFunction: :parse( string functionInscription ))

pF = ManagerFunction::build(string functionInscription );

Takodje se koriste poznati OO uzorci Singleton, Apstraktna fabrika [14]
za kreiranje objekata iz hijerarhije funkcija, gradnju stabla i izracunavanje
funkcija.

Prema teoremama 1.2.1 i 1.2.2 razmatramo polje beskonacno malog savi-
janja z za zatvorenu krivu i vrednosti parametara u € [0, 27]. Ako izra¢unamo
odredjeni integral

2(a) - 2(0) = / [p(u)n(u) + g(w)b(w)du, (1.20)

dobijamo .
z(a) = /0 [p(u)n(u) + g(u)b(u)ldu + 2(0). (1.21)
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Aditivna konstanta const iz (1.4) je ovde z(0). Polaze¢i od toga da mozemo
da nadjemo parcijalne izvode, da izracunamo njihove vrednosti za prosledje-
ne argumente, mozemo da primenimo numericke metode, videti (1.21), za
izracunavanje vrednosti polja beskonac¢no malog savijanja u diskretizovanim
deobnim tackama iz intervala a € [0, 27|. Za numericku integraciju koris¢ena
je poznata uopstena Simpsonova formula [35], a korisniku je data moguénost
da zahteva broj deobnih tacaka, kao i broj tacaka unutar svakog od segme-
nata odredjenog susednim deobnim tackama. Dalje, izracunavamo vrednosti
u deobnim tacakama polazne krive C i poznajudi € i vrednosti polja dobijamo
koordinate tacaka savijene krive:

Ce.:r.=r1(0)+cz(d), 6¢€]0,2n] (1.22)

Vizuelizacija savijenih krivih C. je dobijena koriséenjem OpenGL [34], [16]
standarda. Stoga je portabilnost na druge platforme olaksana. Dovodjenje
nivoa kontrole na interaktivni nivo je uradjeno koris¢enjem MFC' biblioteke
[46]. U moguénosti smo da rotiramo 3D objekat i posmatramo ga iz razlicitih
uglova i tacaka pogleda. Upotrebljene su kontrole tipa slider za lako, interak-
tivno podesavanje vaznih parametara za izracunavanja kao €, broj segmenata
i broj tacaka unutar segmenata za numericku integraciju, kao i aditivne kon-
stante u svakoj od tri dimenzije. Tokom deformacije krive opisuju povrsi i
u moguénosti smo da damo vizuelni prikaz takvih povrsi u ispunjenom ili
zicanom modelu. Mozemo da interaktivno podesimo transparentnost nevid-
ljivih linija u prikazu zicanog modela.

InfBend je besplatan softver i dostupan je na adresi:
http / Jwww.pm f.ni.ac.rs/pmf/licne_prezentacije/103/software.php

Slede¢i primeri su dobijeni koriS¢éenjem naseg alata za vizuelizaciju.

1.5 Primeri

Beskona¢no mala savijanja krivih pretpostavljaju da su deformacije male i da
ne mogu biti vidljive golim okom. Da bismo ih u¢inili vidljivim u primerima
koji slede uze¢emo znatno vece vrednosti za parametar ¢.

Primer 1.5.1 Posmatrajmo krivu astroidu datu parametarskim jednacinama

C: r(u) = (cos®(u), sin*(u), 0),
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biramo polje beskonacno malih savijanja z(u) dato sa (1.21) gde
p(u) =1,  q(u) = sin(u).

Slika 1.5.1. prezentuje polaznu krivu astroidu C i deformisane krive C., za
e =0,(0.08),0.4 u ovom slucaju.

Slika 1.5.1.

Primer 1.5.2 Posmatrajmo kardioidu datu u parametarskom obliku
C: r(u) = ((1+ sin(u))cos(u), (1 + sin(u))sin(u),0).
Polje beskonacno malih savijanja z(u) je izabrano prema (1.21) gde

p(u) = /2(1 4 sin(u), q(u)=2(r —u).

Slika 1.5.2. prezentuje polaznu krivu C v deformisane krive C. za
e =0,(0.03),0.15.
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<

Slika 1.5.2.

Primer 1.5.3 Posmatrajmo krug c¢iji je parametarski oblik
C: r(u) = (cos(u), sin(u),0)
i neka je polje beskonacéno malih savijanja z(u) dato sa (1.21) gde
p(u) =0, q(u) = cos(u)+ sin(u).

Slika 1.5.3. prezentuje polaznu krivu C' i deformisane krive C., za vrednosti
e = 0,(0.08),0.4. U ovom sluc¢aju su vizuelizovane krive i formirana povrs
kao Zicant model uz semi transparentnost.

Slika 1.5.3.

Primer 1.5.4 Posmatrajmo krug c¢iji je parametarski oblik

C: r(u) = (cos(u), sin(u), 0)
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i neka je polje beskonacéno malih savijanja z(u) dato sa (1.21) gde je
p(u) =0, q(u) = cos(u)+ sin(u).

Slika 1.5./. prezentuje polazni krug C' i deformisane krive C.. U ovom slucaju
su vizuelizovani krug i deformisane krive zajedno sa ravnima u kojima leZe u
zZicanom modelu uz semi transparentnost.

<§_§

_
——

Slika 1.5.4.

Primer 1.5.5 Posmatrajmo krivu datu parametarskom jednacinom
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C: r(u) = (8cos(u) + sin(2u), 8sin(u) + cos(2u),0).
Izabrali smo polje beskonacno malih savijanja z(u) dato sa (1.21) gde su
p(u) =0, q(u) = cos(2u).

Slika 1.5.5. prezentuje obe krive, polaznu C' i krivu dobijenu posle savijanja
C., € =260 za u € [0,27] u ovom slucaju.

Slika 1.5.5.

Primer 1.5.6 Posmatrajmo zatvorenu krivu datu u parametraskom obliku
C: r(u) = ((4+ cos(4u))cos(u), (4 + cos(4u))sin(u),0).
Polje beskonacno malih savijanja z(u) dato sa (1.21) je definisano sa
p(u) =0, q(u) = cos(u)sin(u).

Slika 1.5.6. prezentuje polaznu C' i savijenu krivu C. gde su u ovom slucaju
C.,e=4.0 zau € [0,27] .
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P

Slika 1.5.6.

Primer 1.5.7 Posmatrajmo sledecu krivu datu u parametarskom obliku
C': r(u) = (4cos(u) + 0.25cos(4u), 4sin(u) + 0.25cos(4u), 0).
Polje beskonacno malih savijanja z(u) dato sa (1.21) gde su
p(u) =0, q(u) = sin(4u).

Slika 1.5.7. prikazuje polaznu C' @ deformisanu krivu C., ¢ = 2.50 za u €
0, 27] w ovom slucaju.

Slika 1.5.7.



Poglavlje 2
Beskonac¢no mala savijanja toroida sa
cetvorougaonim meridijanom

U ovoj glavi razmatra¢emo toroidne rotacione povrsi generisane cetvorou-
gaonim meridijanom. Dac¢emo potrebne i dovoljne uslove za postojanje polja
beskonacno malog savijanja dobijene povrsi. Temena ¢etvorougaonog meridi-
jana su data u obliku koordinata u Dekartovom pravouglom koordinatnom
sistemu i na osnovu njih su razmatrani uslovi za postojanje polja. Disku-
tovane su i istaknute nadjene klase fleksibilnih povrsi sa ¢etvorougaonim
meridijanom. Opisan je SurfBand, razvijeni programski alat za numericku
proveru uslova fleksibilnosti, simbolicku definiciju deformisanih povrsi, nu-
mericko odredjivanje tacaka na povrsi i vizuelizaciju polaznih i deformisanih
povrsi. Prikazani su primeri nadjenih fleksibilnih toroidnih povrsi sa ¢etvo-
rougaonim meridijanom. U ovoj glavi su rezultati objavljeni u radovima: [7],

[43], [59] i [61].

2.1 Uvod

Problem beskona¢no malog savijanja povrsi je specijalan deo teorije savijanja
povrsi. Teorija savijanja povrsi se bavi savijanjem povrsi, izometrijskim trans-
formacijama, kao i beskona¢no malim savijanjima povrsi i predstavlja jedan
od glavnih delova opste diferencijalne geometrije.

Pod savijanjem povrs je ukljucena u neprekidnu familiju izometrijskih
povrsi, tako da krive zadrzavaju duzinu luka. Uglovi su takodje neprome-
njeni.

Glavni pravac u problemima krutosti tj. fleksibilnosti povrsi je odrediti i
naé¢i povrsi koje predstavljaju klasu jedinstveno definisanih, krutih povrsi,

18
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kao i nalazenje onih koje predstavljaju savitljive, fleksibilne povrsi. Zadatak
je takodje proveriti fleksibilnost povrsi obzirom na datu klasu deformacija.

Pored uobicajene aparature klasi¢ne diferencijalne geometrije, u ovoj ob-
lasti se koriste elementi topologije, funkcionalne analize (teorija analitickih
funkcija), diferencijalne jednacine, teorija grafova... Teorija beskona¢no malih
savijanja je blisko povezana sa teorijom tankih ljuski i krutost ima odgo-
varaju¢e mehanicko znacenje.

Prvi rezultati teorije savijanja pripadaju Cauchyu, [5]. On je razmatrao
zatvorene konveksne poliedre. Kasnije, 1838. F. Minding [36] je dao hipotezu
da je sfera kruta. Liebman [29] je 1899. potvrdio ovu hipotezu. On je dokazao
da sfera ne dozvoljava netrivijalno izometrijsko savijanje, tj. dokazao je kru-
tost sfere. takodje je dokazao da su jako konveksan pojas, i zatvoren analiticki
ovaloid (ovaloid je zatvorena konveksna povrs sa svuda pozitivnom Gausovom
krivinom) kruti u klasi analitickih beskona¢no malih savijanja povrsi. Sledeéi
doprinosi teoriji savijanja pripadaju D. Hielbertu, H. Weilu, Blascheu, Cohn-
Vossenu.

Prve rezultate na temu beskona¢no malih savijanja nekonveksnih povrsi
dao je H. Liebman [30], [31]. On je dokazao da torus i analiticke povrsi
koje sadrze konveksne trake, su krute u smislu beskona¢no malih savijanja.
Kasnije T. Minagava i T. Rado prosirili su rezultate Leibmana [30], [31]. Oni
su dokazali krutost torusa [37] i povrsi dobijene rotacijom u klasi C', koja
sadrze konveksne trake klase C? [38], pod pretpostavkom da je polje savijanja
klase C*.

Rezultati H. Liebmana u vezi krutosti torusa i ovaloida, prirodno vode
do pitanja egzistencije nekrutih zatvorenih povrsi. Proucavanje fleksibilnosti
rotacionih povrsi je islo u dva pravca: 1. ispitati vaznost konveksnosti meridi-
jana; 2. oslabiti regularnost meridijana.

Prvi je na ova pitanja odgovorio Cohn-Vossen u [9], [28]. On je dokazao
da od svake ravne krive mozemo uzeti meridijan nekrute rotacione povrsi
roda 0. Ovaj rezultat Cohn-Vossena i njegov metod inicirali su dalje napore i
rad na izucavanju beskona¢no malog savijanja nekonveksnih povrsi dobijenih
rotacijom.

Povrsi dobijene rotacijom sa osobinom da su roda 0 ili 1, generisane izloml-
jenom (poligonalnom) linijom su razmatrane od strane Cohn-Vossena, Bub-
lika, K. M. Belova [4], N. G. Perlove [42].

Cohn-Vossen je posmatrao povrsi roda 0, generisane poligonalnom linijom
i izveo zakljucke o fleksibilnosti nekih od njih. K. M. Belov [4] je istakao
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klasu toroida sa meridijanom u obliku specijalnog ¢etvorougla, sa medjusobno
normalnim dijagonalama, od kojih je jedna paralelna osi rotacije. Na taj
nacin je Belov medju povrsima topoloski ekvivalentnim torusu istakao klasu
fleksibilnih toroida.

Problem krutosti toroida je razmatran u vise radova autora Velimirovi¢ i
Velimirovié sa saradnicima. U radu [55] teorema Belova je dokazana na drugi
nacin, koji je omogucio ispitivanje fleksibilnosti, odredjivanje polja i graficke
prezentacije [57]. Klasa toroida generisana ¢etvorougaonim meridijanom iz
klase paralelograma je razmatrana u radu [59]. U prethodnim radovima su
uslovi fleksibilnosti dati na algebarski na¢in. Tokom rada je koriséen i prog-
ramski paket Mathematica, a neki primeri su graficki predstavljeni upotrebom
koda isprogramiranom u ovom paketu. Paket je svakako bio koristan u sim-
bolickim izracunavanjima i proveri. Napomenimo da su rezultati iz ove glave
uopstenja rezultata Belova.

2.2 Opis problema

Posmatrajmo povrs S C R klase C*, o > 3.
Definicija 2.2.1 Pours S. je deformacija pouvrsi S ako je ukljucena wu
neprekidnu familiju povrsi

S.: 7 = (u,v,e) =r.(u,v), (u,v) € DCR? ¢€l0,1],

2.1
7. D x [0,1] — R?, 21)

t dobigamo S za € = 0.

Razmatra¢emo vrstu kontinualne familije povrsi definisanu prema Jefimovu
[12]. Neka je regularna povrs S klase C%, o > 3 data u vektorskom obliku sa
(2.1) ukljucena u familiju povrsi

Se 1 Te(u,v,e) = 7(u,v) + z(u,v), (2.2)

gde e(e — 0), (u,v) € D, D C Riry(u,v,0) = 7(u,v).

Definicija 2.2.2 Pouwrsi (2.2) su beskona¢no mala savijanja prvog reda
poursi S ako

ds? — ds* = o(¢) (2.3)
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tj. ako je razlika kvadrata linyskih segmenata ovih pouvrsi beskonacno mala
reda veceg od prvog.
Polje z(u,v), za koje
or(u,v,¢)
Oe

je polje brzine ili polje beskonacno malog savijanja.

= Z(u,v), (2.4)

Sledeca teorema je ekvivalentna Definiciji 2.2.2.

Teorema 2.2.1 [12] Potreban i dovoljan uslov da povrs S. (2.2) bude besko-
naéno malo savijanje povrsi S (2.1) je

drdz = 0, (2.5)
gde je Z(u,v) polje brzine u pocetnom trenutku deformacije. O
Jednacina (2.5) je ekvivalentna sa sledece tri parcijalne diferencijalne jedna-
cine:
FuZu =0, FuZy+T7oZy =0, FuZ, =0. (2.6)

Pod beskonacno malim savijanjem povrsi svaki linijski element dobija
nenulti sabirak, koji je beskonaéno mala veli¢ina drugog reda u odnosu na ¢,
tj.

ds. —ds = o(g) > 0. (2.7)

Teorema 2.2.2 Neka je s = s(e€) duzina luka krive C. na povrsi S.. Potreban
1 dovoljan uslov za beskonacno malo savijanje inicijalne povrsi S = Sy je

0s.
Os

tj. da je brzina promene duZine luka u pocetnom trenutku 0. O

o = 0, (2.8)

Definicija 2.2.3 Polje savijanja je trivijalno, tj. to je polje krutog kretanja
povrsi ako moze biti dato u obliku:

Z=axT7+b, (2.9)
gde su @ i b konstantni vektori.

Definicija 2.2.4 Pours je kruta ako ne dozvoljava polje savijanja razlicito
od trivijalnog.
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2.3 Beskona¢no malo savijanje prvog reda rotacione
povrsi

Specijalni koordinatni sistem sa ortonormiranom bazom e, a(v), a'(v) je
uveden. Osa rotacije ima ort € i ort a(v) L € u tacki O. U koordinatnoj
ravni generisanoj ortovima é,a(v) posmatrajmo krivu C' koja je meridijan
rotacione povrsi

C:p=plu),
u-osa je osa rotacije. Jednacina rotacione povrsi generisane krivom C' kao
meridijanom je
S 7 (u,v) = ue + p(u)a(v). (2.10)
Polje beskonacno malog savijanja zZ(u,v) moze biti predstavljeno:

Z(u,v) = a(u,v)e + Blu,v)a(v) + y(u,v)a (v). (2.11)

Sledec¢a teorema je na snazi:

Teorema 2.3.1 Potreban i dovoljan uslov da polje zZ(u,v), bude polje besko-
nacno malog savijanja rotacione povrsi S je da funkcije o(u,v), B(u,v),y(u, v)
zadovoljavaju sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina ¢iji koeficijenti ne

zavise od v
oy, + p,(u)ﬁu - 07

B+, =0, (2.12)
Oy + p,(u)(ﬁv =) + p(u)yu = 0.

Funkcije a(u, v), B(u, v),v(u,v) su periodi¢ne funkcije nezavisno promenljive
v sa periodom 27. Mogu biti razvijene u Fourierove redove:

—+00

a(u,v) = Y ()™,

k=—00

Blu,v) = Y Pr(w)e™, (2.13)

k=—0o0

+o0 '
7(“70) = Z Xk(u)elkvv

k=—o00

gde su ¢i(u), Yr(u), xx(u), k € Z, kompleksne funkcije.
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Polje Z(u,v) moze biti zapisano u obliku

“+oo

2(uv) = Y [en(u)e + dp(w)ao) + xu(w)a' (v)]e™

k=—o00

—+o00
= Z Zi(u, v)e™

k=—00

(2.14)

gde
Z(u,0) = [prp(u)e + Y (w)a(v) + xp(w)a' (v)]e™, keZ.  (2.15)

Sledeca teorema je na snazi [28]:

Teorema 2.3.2 Funkcije pr(u), Yr(u), xx(u), k € Z, date sa (2.13) zadovo-
lavaju sledeci sistem diferencijalnih jednacina

P(u) + o' (W) (u) =0,
Uy (u) + ikxg (u) =0, (2.16)
ikepy (w) + p (u) [ikiy (w) — xi (w)] + p (u) X3 (w) = 0,

i funkcije ¥y (u), xx(u), zadovoljavaju iste obicne diferencijalne jednacine dru-
gog reda

p(u) ) + (K = 1)/ (w)i(w) o)

or  plu)xy(u) + (k* = 1)p" (u) xu(u)

Prema [28] sledeca teorema je na snazi:

0
0.

Teorema 2.3.3 Svako resenje (u) jednacine date u (2.17) koje nije i-
denticki jednako 0 za svako k € {£2,43, ...}, odgovara netrivijalnom polju
Zr(u,v) datom u (2.15) beskonacno malog savijanja posmatranog dela rota-
cione porst.

Poznato je (vidi [12]), za svako k € {2,3,...} postoji polje beskona¢no
malog savijanja

ikv 72’]{1]]

Z(u,v) = Ze(u,v) = [er(u)e™ + gp(u)e
+ [wk(u)e“’“’ + &k(u)e_”“’] a(v) (2.18)
+ [Xk(u)eik” + )?k(u)e_ik”} a'(v)

~

gde je na primer, ¢ (u) konjugovana vrednost za g (u).
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Jednaéina (2.18) moze biti na drugi nac¢in napisana u obliku:
Z(u,v) = Zr(u,v) = [pr(u) cos kv + @ (u) sin kv] e
+ [wk(u) cos kv + i (u) sin kv] a(v) (2.19)
+ [xx(u) cos kv + xp(u) sin kv] @' (v).

Za razmatranje beskona¢no malog savijanja rotacione povrsi generisane

meridijanom koji je neprekidna ali nije regularna kriva, preuzeé¢emo pristup
Cohn-Vossena [28].
Poceéemo teoremom Cohn-Vossen [28]:

Teorema 2.3.4 Ako su funkcije pr(u), xx(u) neprekidne u tackama prekida
u = o meridijana p = p(u) tj. u tackama gde p'(c — 0) # p'(oc +0), onda
funkcije v (u) u tim tackama zadovoljavaju jednacine:

(W)t (u) + (&% = 1)p' (u)pn(u)] 1555=10, 1. (220)
p(o) [ (o +0) = (o = 0)]

+(k = D[p' (0 +0) = p'(0 = 0)]¢n(0) = 0.

Napomena 2.1 Kako za pozitivne i negativne vrednosti k£ dobijamo iste
jednacine (2.17), posmatracemo samo slucaj k > 2.

(2.21)

Oznav cimo sa P poligon sa n tacaka, koji rotira oko u-ose, i njegove tacke
kao A;(ui, pi) (pi > 0, Uip1 # Ui, Uny1 = wy, © = 1,...,n). Ako je p(
vrednost p na strani A; Ay, i po) na strani ApAs itd..., dobijamo jednacine
strana meridiana

Pi+1 — Pi

AiAiyr i pey = pi + ——(u —wy),
e = U1 — Uz( ) (2.22)

( 1= 17"'7”7 An—i—l = A17 Pnt1 = P1, Unt1 EU1)7

odakle dalje

(g = P TP 2.23
P Uil — Uy ( )
Ako zanemarimo index k, oznaci¢emo sa 1, (i = 1,...,n) vrednosti

funkcije ¥ na strani A;A;,4.
Ako zamenimo p; u (2.17) onda iz (2.23) dobijamo da su funkcije ¢
linearne tj.
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Posmatrajmo poligon () sa n tacaka simetrican polaznom poligonu P u
odnosu na y osu i ozna¢imo njegove tacke kao B;(u;, p;) (pi > 0, wjrq #
Uiy U1 =up, 1= 1,...,n) tako da B;(u;, p;) = Ai(—us, p;).

Mozemo sada da formuliSemo slede¢u teoremu:

Teorema 2.3.5 Toroidi dobijeni rotacijom poligona P i Q) oko u-ose su oba
fleksibilni ili kruti uw smislu beskonacno malog savijanja.

Dokaz. Dobijeni toroidi su podudarni, oni su simetricni.

S obzirom na ovaj zakljucak dalje ¢emo izostaviti iz razmatranja slucajeve
simetricnih poligona, jer oni zadovoljavaju iste uslove fleksibilnosti. O

2.4 Toroidi generisani ¢etvorougaonim meridijanom

U paragrafu su dati rezultati analize koji se naslanjaju na prethodne rezul-
tate objavljene u [55], [51], kao i klasifikacija data u [61] . Rezulati dati u
[59] su u algebarskom obliku. Ovde ¢emo dati izvodjenje i odgovarajuée for-
mule za slucaj ¢etvorougaonog meridijana. Takodje ¢emo diskutovati uslove
u algebarskom obliku i da¢emo geometrijsko tumacenje.

Iz daljeg razmatranja ¢emo iskljuciti toroide koji sadrze ravne delove gene-
risane stranom ¢etvorougla normalnom na osu rotacije. Na osnovu rezultata
Efimova iz [12], ove povrsi su uvek fleksibilne i za polje savijanja imamo:

2(M) = {ng)é’ % 2 Z (2.25)

gde je p(M) skalarna funkcija tacke iz ravnog dela w povrsi S, a € je jedinicni
vektor normale.

Ako je strana meridijana paralelna osi rotacije onda su generisani delovi
toroida cilindri. Primeri povrsi koji sadrze cilindriéne delove su proucavani u
[12].

Pre svega podsetimo se teoreme Belova date u [4]:

Teorema 2.4.1 (K. M. Belov) Neka c¢etvorougao B sa ¢vorovima

A(=1,b), B(0,b+c1), C(1,b), D(0,b— c5) (2.26)
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rotira oko u-ose u uOp ravni. Toridna rotaciona povrs generisana meridi-
janom B je nekruta ako i samo ako

Lot~ (2.27)

gde je k > 2 ceo broj.0

2.4.1 Toroidi sa konveksnim cetvorougaonim
meridijanom

Posmatrajmo konveksni cetvorougao dat na slici 2.4.1 Sledec¢a teorema je na
snazi:

Teorema 2.4.2 Neka je Q = A1 Ay A3 Ay konveksni cetvorougao sa temenima

Az(uupz) (:Oz > 0, Ujqq 7£ Uy Us = U, T = 1,2,3,4), (228)

Aj(a —pcosa,b— psina), Ay(a + scos 3,b+ ssin (),

As(a+qcosa,b+gsina), Ay(a — rcos 3,b — rsin 3) (2.29)
gde je tacka O(a,b) tacka preseka dijagonala, a p,q,r,s su duZine segmenata
dijagonala i o, B € [0, 7| su uglovi izmedju dijagonala i pozitivnog dela x-ose,

vidi (Slika 2.4.1.). Toroidna rotaciona povrs S, generisana meridijanom Q,
je nekruta ako 1 samo ako

M = (1 — 1)cosoz + (;9 — é)cosﬁ, (2.30)

b s r

gde je k > 2 ceo broj.
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| AUrp2)
/

Slika 2.4.1.

Dokaz. Za razmatranje toroidne rotacione povrsi sa proizvoljnim ¢etvorouga-
onim meridijanom koristi¢emo Kon-Fosenov metod [28] prezentovan takodje
u [50].

Pretpostavimo da ¢etvorugao A;(u;, pi) (pi > 0, w1 # wi, us = ug, 1 =
1,2,3,4) rotira oko u-ose. Ako je pn) vrednost p na strani A;As, i p2) na
strani Ay Ajz itd..., mozemo da napiSemo jednacine strana meridijana:

Pit1 — Pi

AzAz : i) — i—i——u—ui,
e = Uip1 — Uz( ) (2.31)

( 1= 17273747 A5 EAb P5 = pP1, Us Eul)?

odakle
Pit1 — Pi

=k == 2.32
P Wit — Ui ( )

Ako izostavimo indeks k, oznaci¢emo sa vy, (i = 1,2,3,4) vrednosti funkcije
1/} na strani AiAi—i-l-

Ako zamenimo pg;)(u) u (2.17) prema (2.22), zakljucujemo da su funkcije
() liearne, tj.

Yy = Miu+ Nj, (i =1,2,3,4). (2.33)

Pretpostavljajuéi da su funkcije ¢ (u) neprekidne u tackama u = o meridi-
jana p = p(u), gde p'(c — 0) # p/'(c + 0), dobijamo sistem jednacina
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Yy (ur) = Yy (ur) = Py (u),
V(2) (uz) = ¢(1)(U2) = Y(2) (ug), (2.34)
V) (uz) = V) (uz) = Vs (us),
¢(4) (U4) = zﬂ(:a) (U4> = 1/1(34) (U4)-
Prema (2.33) imamo sistem jednacina
Miuy + Niv = Myuq + Ny,
Msus + Ny = Miug + Ny,
2U2 2 1U2 1 (2.35)
Mzus + N3 = Myuz + No,
M4U4 + N4 = M3U4 + Ng,
tj. ako posmatramo ovaj sistem kao sistem po nepoznatim N;:
Ny — Ny = —Myuy + Myuy,
N — N = —Mjus + Mous,
1 2 1U2 2U2 (2.36)
Ny —Nj = —Mus + Mzus,
N3 — N4 = —M3U4 + M4U4.

U temenima poligona, prema Kon-Fosenu [28] imamo slede¢u jedna¢inu

p(o)[Ur(o +0) = Ui(o = 0)] + (k% = 1)ihw(0)[p'(o +0) — p'(0 = 0)] = 0.

Primenjujuéi ovu jedna¢inu na temena M;, ¢ = 1,2,3,4, dobijamo sistem
jednacina

(121,2,3,4, M()EM4, ]{705]{?4). .
Jednacine date u (2.36) i (2.37) predstavljaju sistem linearnih jednacina gde
figurisu nepoznate M;, N;, (i = 1,2,3,4). Posmatrajmo sistem dat u (2.36)
po nepoznatim V;.
Mozemo da primenimo elementarnu transformaciju dodavanje vrste sle-
decoj vrsti u matrici sistema. Ovi koraci transformisu sistem u sledeéi sa
nepoznatim Ny, Ny, N3, Ny:
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N1 —N4 = (M4 — Ml)ul
—NQ +N4 = (Ml — M4)U1 + (MQ — Ml)UQ

3
— N3 +N4 = (Ml — M4)U1 + Z (Ml — lel)ul

4
0= (M, — My)uy + Y (M — Mi_y)w.
1=2
Sistem je saglasan ako i samo ako je rang matrice sistema jednak rangu
prosirene matrice sistema, Sto nas vodi do

n—1

g uz+1
Ul — Uy

=1

Dalje, mozemo da izrazimo N, No, N3 u (2.36) pomocéu Ny, My, Mo, M3 i
zamenimo ih u (2.37).
Ako uvedemo notaciju w;; = w; — uj, ki = k; — kj, iz (2.37) dobijamo
sistem
[p1u2a + (K = Dkyguquig] My + [(* = 1)kyqus — pr]ugs My
+ [(K* = 1)kiawr — p1]usaMs + (K — 1)kyqu1sNy = 0,
[pauar + (K* — 1)kaqwious) My + [pours + (* — 1)kaguogug| M,
+ (k* — 1)kgyusguy M3 + (k% — 1)kojui4 Ny = 0,
(k* = 1)ksourous My + [psusy + (K% — 1)kspuagua) Mo
+ [psura + (K — 1)ksausqun | Ms + (k* — 1)ksauya Ny = 0,
[patrz + (K2 — Dugokazua) My + [paugg + (K% — 1)ugskyzug) My
+ [pausy + (k% — Dusskyzug] M3 + (k* — 1)ui4kgs Ny = 0.

(2.38)

Potrebni i dovoljni uslovi da ovaj sistem linearnih jednacina ima netrivi-
jalna resenja je da rang matrice

(2.39)
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bude manji od 4. Zadatak je da odredimo uslove pod kojima je ovo validno.

Prema (2.38) imamo

A = (K — Dkigung,
Avs = pruss + (k2 — 1)kiqugsus,
Agr = (k* — Dkaruna,
Aoz = pourg + (k% — 1)kagusguy,
As1 = (k* — 1)ksouna,
Ass = psug + (k* — 1)ksauosuy,
Ay = (E* = 1)kyguya,
Auz = paugs + (k* — 1)kaguogua,

Avs = prugs + (k* — 1)kiqugaus,
Ay = pruga + (k2 — 1)kaurpun,
Agy = (k* — 1)karugqus,

Asy = pougy + (K% — 1)korusouy,

Aso = psuig + (k* — 1)ksaugaun,
Asy = (k* — 1)kspurzuy,

Agp = pauzy + (k% — 1)kyzuzquy,
Agy = paura + (K — 1) kazuiouy.

Ocigledno je uvek k;;+1 # 0, inace meridijan ne bi bio ¢etvorougao. Prime-
njujudi u isto vreme sledeée operacije na matricu (2.39)

k k k
-2 g1, 12, 1122 gy,
F14 14 21
dobijamo
H~ [Bij}, (2.40)
gde
B B k12 B 12
Bij =A1j, Bo1 =0, DBy =piusz—, DBaz= pirusa— + pati1a,
kia' K14
k1o
Boy —,01U24k + pougs + (K* — Dusguiakra, Bs =0,
14

kos
1U32k— + p3uUq1 + (k? — 1uggkosuyy,
14

B41 = 07

kos
Bsy = 1U43k— + psurs, DBss=
14

kos
By —,01U24k— + (kQ — Duiakasuya,
14

Bas =paus; + (k2 — Dusquisksy,

ka4
2U41— + Pali2.

ka4
Bys = 2U14— + pauoz + (k? — Dusgsksquyy, By = 2
21

k21

Dalje primenjujemo korake
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Uﬁ(mu@:—i + psurg) — 111,
]Iﬁ[muw + (K = Dugqurahss] — IV
i dobijamo
1~ [Cy), (2.4
gde

Cij =Bij = Ay, Ch = Byj, s =Cs =0

k 2k
Cos —pons 22 1 ), U14Usyg n p2p3(U14)*kay b (2 = 1)usgtisghos,
k12 Uyg3 Plu43]€12
Ca :p2u41@ + p3u41% n p3(k? — Duga(uig)?kay n p2p3(u14)*kis
k12 Ug3 P1U43 p1uaskio
Cy =Cip=0
k k
Cius :'021“4/{;43 + P4U23% + PapatiiatisiFal
12 Uq3 p1uazkis (2.42)
i ,02(]{72 — 1)(U14>2k’14k534
p1kia
O, = atatias pauarksa " pa(k* — 1)(7«L14)2/€41/7<?34+
44 =
Uys3 ka1 p1ki2
P4(k2 - 1)U12U14U31k‘41 + P2PsUs U31K 41
P1U43 p1U43k12
k2 —1)? 2kak
+( ) u1;(u14) 1473 (6 — 1)usstinakss.
1
Transformacijom /17 (‘%ﬁ) — IV matrica (2.41) dobija oblik
H ~ [D,-j], (2.43)
gde
Dyj =Cyj = Byj = Ay, Doj = Cy = DBy, Dszj =0y
D41 :D4QO: 543 = 07 X (244)
Dyy=— -2 4 Oy = ——(C53C14 — Cy3C34),

033 033
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i Cj; su dati sa (2.42). Rang matrice N ¢e biti manji od 4 za Dy, = 0, tj.
(33044 — Cy3C54 = 0, Sto daje

Ak* + BK* + C =0, (2.45)
gde je

A = ko1 kgakar kaguiou4ussuisy,

B = koikarksapauiauizuas + korka kazpsuiauiguog + kaokaikagpauizuisusg

— 2ko1k3okyzkaiugzuiouisuzy + ko1ksokyzpruozuogusy,
C = karkaspapsuly — ksokaspoprud, + ksokaipapauis — kaspaursuigusy
+ ko1 ka1 p3pauiotine — korkaiuioksopaunzues — korkaikyzpauiotistog
+ ko1kar ksakaguiouauoguzs — k21k4301p3ug4 + k21k32P1p4U33
— korkzakazpruazuosuzs.

Potreban i dovoljan uslov postojanja beskona¢no male deformacije toroid-
ne rotacione povrsi S, generisane konveksnim ¢etvorougaonim meridijanom
Q sa temenima A;(u;, p;) (pi > 0, w1 # w;, us = ug, © = 1,2,3,4), koji
rotira oko Ou je dat relacijom (2.45).

Zamenom koordinata datih sa (2.29) u (2.45) dobijamo sledeéi uslov za
fleksibilnost toroida

R= k(p+q)*(r+s)*sin(a - B)*
. (bpq(s —7)cosa+ brs(p — q) cos 3 + k*rspgsin(a — 6))

S = (pcosa —rcosf)(qcosa+rcosB)(qgcosa — scos[F)(pcosa+ scosfF))
i sada je
5 =0 (2.46)
Na osnovu k,p,q,r,s >0, 0 —a & {0,7}, 1 u; #uipq (i =1,2,3,4, A5 =
Ay, ps = p1, us = uy), mozemo da redukujemo prethodni uslov u oblik:

bpq(s — 1) cosa + brs(p — q) cos B+ k*rspgsin(a — 8) =0, (2.47)
ili u oblik:

k2 sin(bOC — ) <§ _ %)cosa + (% — %)cos B, (2.48)

Mozemo da formuliSemo sledeéu teoremu:
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Teorema 2.4.3 Postoje prebrojivo mnogo vrednosti parametra s

B bpqr cos «
~ bpgcosa + brpcos 3 — brqcos 8+ k2rpgsin(a — 3)’

S

koje ispunjavaju uslove fleksibilnosti za k > 2. O

Teorema 2.4.4 Polje beskonacno malog savijanja rotacione povrsi S gene-
risane konveksnim meridijanom Q datim sa (2.29) je jedinstveno.

Dokaz. 1z (2.48), k > 2, k € Z, dobijamo

(2.49)

\/bpq(r — s)cosa + rsb(q — p) cos B
k=4 _ .
rspgsin(a — [3)

Koristeéi Kon-Fosenov metod [28] i napomenu da za pozitivno i negativno
k dobijamo iste jednacine za odredjivanje polja, zakljucujemo da je resenje
jedinstveno. O

Lako je dokazati da ugao izmedju dijagonala cetvorougla O datog pomocu
(2.29) iznosi |8 — af.

2.4.1.1 Geometrijsko tumacenje uslova fleksibilnosti konveksnog
cetvorougla

Kruzni torus je krut [37]. U prethodnom poglavlju izveli smo uslove za
fleksibilnost toroida sa ¢etvorougaonim meridijanom (2.48). U ovom poglavlju
dacemo geometrijsko znacenje ovih uslova i klasifikaciju toroidnih povrsi sa
¢etvorougaonim meridijanom kao flekibilnih ili krutih. Na osnovu prethodnih
razmatranja i objavljenih rezultata imamo:

Teorema 2.4.5 [50] Toroidna povrs, sa meridijanom oblika trougla, je ne-
kruta ako i samo ako je jedna od strana meridijana normalna na osu rotacije.

Teorema 2.4.6 [59] Toroidna povrs generisana meridijanom iz klase para-
lelograma, koja sadrzi konusne delove, je nekruta ako v samo ako je jedna od
strana meridijana normalna na osu rotacije.

K.M. Belov [4] je analizirao ¢etvorouglove sa jednom dijagonalom paralel-
nom osi rotacije, tj. gde je « =01 f = 7/2. Temena ¢etvorougla (2.29) su u
ovom slucaju
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A(a —p,b), B(a,b+s),C(a+q,b),D(a,b—r) (2.50)
ili, za slucaj da a =7w/21 3 =0
A(a,b—p),B(a+s,b),C(a,b+q),D(a —r,b). (2.51)

Zamenom ovih koordinata u (2.48) dobijamo uslov Belova (2.27) kao speci-
jalan slucaj (2.48)

A. Diskutova¢emo uslov dat sa (2.48) polazeéi od pozicija njegovih dijago-
nala.

Az(uz,pz)

Ai(us,p,
Q

=

0,
AA(U47P4)

\4

Slika 2.4.2.

A.1. Ako je jedna dijagonala (na primer A;Ajz) paralelna osi rotacije a = 0
(Slika 2.4.2.), uslov nekrutosti (2.48) postaje

R T R

Ova formula vodi do krutih i nekrutih povrsi. Diskutovaéemo (2.52)
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A.1.1. U slucaju ortogonalnosti druge dijagonale A, A4 na osu rotacije § =
7/2, dobijamo
2
_r_ 1t (2.53)
b ros

Ovaj uslov je ekvivalentan uslovu Belova (2.27).

Posledica 2.4.1 U sluc¢aju ortogonalnosti dijagonala meridijana Q sa teme-
nima datim u (2.29) toroidne povrsi S, gde je jedna dijagonala parelelna osi
rotacije, uslov nekrutosti je (2.53). Za poznate b,r u jednacini (2.53), imamo

b

b — k2

odakle sledi da postoje prebrojivo mnogo vrednosti parametra s koje vode do
nekrutog slucaja (k > 2). Za graniéni slucaj k — oo dobijamo s = 0 tj.
trougaoni meridijan (slucaj krutog meridijana [50]). Za s < r ir > b/4 povrs
je uvek kruta.

S

A3(U1,p3)

A4(u4’ p4)

Az(uz,pz)

A1(u1!p1)

\4

Slika 2.4.3.

A.1.2. Ako jedna dijagonala (A3A4) deli drugu (A;As) na jednake delove
(p=gq, r#s, B#7/2), uslov (2.52) postaje
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2
Meng=1_1 (2.54)
b r

Posledica 2.4.2 U slucaju da je jedna dijagonala, na primer AyAs paralelna
osi rotacije i ako druga dijagonala As Ay deli prou Ay Az na jednake delove
(p = q, v # s) uslov nekrutosti je dat u (2.54). Za s < r ir > b/(4sin[3)
pours je uwvek kruta.

V2

A.1.3 Ako dijagonala (A;A3) deli drugu (AsA4) na jednake delove (p #
q, T =38, B #m/2), uslov (2.52) postaje

k? 1 1

—tgh=———. (2.55)

b q p
Posledica 2.4.3 Za slucaj da je jedna od dijagonala na primer AyAs) para-
lelna osi rotacije i ako dijagonala (A1 As) deli drugu (AyAy) na jednake delove
(p # q, r = s) uslov nekrutosti je (2.55). Za p tgf < q tgB, i ¢ > b/4 tgfl
pours je uvek kruta.

A.1.4 Ako se dijagonale medjusobno polove tj. p = ¢, r = s, dobijamo klasu
paralelograma. Povr§ generisana paralelogramom je kruta (vidi [59]).

A.2. Ako je jedna dijagonala, na primer A;Ajz), normalna na osu rotacije
a = 7/2 (Slika 2.4.2.), uslov nekrutosti (2.48) postaje

, k11
bp—q)+kpg=0 ii —=-———. (2.56)
b p q
Ovaj uslov je ekvivalentan uslovu Belova (2.27).

Posledica 2.4.4 Ako je jedna dijagonala normalna na osu rotacije meridi-
jana Q sa temenima datim sa (2.29) za toroidnu povrs S, uslov nekrutosti je
(2.56). Za q < pip>b/d pouvrs je uvek kruta.

Za slucaj da je a = 7 diskusija je ista kao u slucaju A.
B. Sada ¢emo diskutovati pojedine klase cetvorouglova.

B.1. Ako je meridijan trapez uslov nekrutosti (2.48) postaje

%28111(04 —0) = (% — ]19) cosa + <piq — piq> cos [3. (2.57)
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B.1.1. Ako p = riq = s, s # r meridijan je jednakokraki trapez. Uslov
nekrutosti (2.48) redukuje na

k2 cos 28

afﬁ :%—%, a—0&{0,7}, a+ 5 &{0,2r}. (2.58)

bsin =

B.2. Ako jedna dijagonala meridijana deli drugu na dva jednaka dela imamo:

B.2.1. Za slucaj da je r = s, p # ¢, onda (2.48) postaje

Ksinfw—p3) 1 1

B.2.2. Sli¢no u sluéaju r # s, p = q uslov (2.48) postaje

M:l_%’ a—p¢ {0, (2.60)

bcos« S

B.3. Akojer = s, p = q, etvorougao je paralelogram, a uslov (2.48) redukuje
na

k’pgrssin(a — 3) =0, o — B¢ {0,7}, (2.61)

tj. toroid sa meridijanom oblika paralelograma je krut.

B.4. U slucaju cetvorougla sa medjusobno normalnim dijagonalama
la — (| = 7/2, uslov nekrutosti (2.48) redukuje na

k> ((1 1 1

1, .
A ;—5)C08ﬁ+( )Slﬂﬁ)a (2.62)

T S

b

gde za § = 0ili § = /2 dobijamo uslov Belova (2.27) kao specijalan slucayj.
U ovom slucaju posmatrani ¢etvorougao je deltoid.

Teorema 2.4.7 Toroidi generisanit meridijanom oblika deltoida sa dijago-
nalom paralelnom osi rotacije su kruti.

2.4.2 Toroidt sa nekonveksnim cetvorougaonim
meridijanom

Posmatrajmo nekonveksne cetvorouglove date na slikama 4.4. i 4.5. Sledeca
teorema je na snazi:
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Teorema 2.4.8 Neka je Q = A1 A>A3A, nekonveksni cetvorougao sa teme-
nima

Al(ulupz) ()Oz > 07 Ujt1 7& Ui, Us = U1, 1= 1727374>7 (263)

Ai(a—pceosa,b— psina), As(a+ scos3,b+ ssin 3),

2.64
As(a — gcosa, b — gsina), Ay(a —rcosB,b—rsinf), (264)

gde je tacka O(a,b) tacka preseka dijagonala, a p,q,r,s su duZine segmenata
dijagonala i o« < w/2,0 > w/2 ili a < 7/2,0 < 7/2 su uglovi izmedju
dijagonala i pozitivnog dela x-ose (Slika 2.4.4.) i (Slika 2.4.5.). Toroidna
rotaciona povrs S, generisana meridijanom Q, je nekruta ako i samo ako

M = (1 — 1)cosoc + (}9 + %)cosﬁ, (2.65)

gde je k > 2 ceo broj.

‘ Aj(U,,p,)

.

el
ol

/-

5 )
Ai(us,ps) ‘ u

Slika 2.4.4.
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\4

Slika 2.4.5.

Dokaz. Dokaz ove teoreme je slican dokazu teoreme 2.4.2 za slucaj da je
toroid generisan konveksnim ¢etvorougaonim meridijanom.

Na osnovu teoreme 2.4.8 mozemo da formuliSemo sledeée teoreme:
Teorema 2.4.9 Postoje beskonacno mnogo vrednosti parametra s

B bpqr cos «
~ bpgcosa + brpcos B+ brqcos 3 — k2rpgsin(a — )’

S

koje vode do nekrutih slucajeva (k > 2). Za slucaj k — oo dobijamo s = 0,
tj. dobijamo trougaoni meridijan koji nije fleksibilan [50]). O

Teorema 2.4.10 Polje beskonacno malog savijanja rotacione povrsi S gene-
risane konveksnim meridijanom Q dato sa (2.64) je jedinstveno. O

2.4.2.1 Geometrijsko tumacenje uslova fleksibilnosti toroida sa
meridijanom oblika nekonveksnog ¢etvorougla

U prethodnom poglavlju dobili smo uslove nekrutosti (2.65) za toroide sa
nekonveksnim cetvorougaonim meridijanom. Dalje ¢emo pokusati da damo
geometrijsko tumacenje ovih uslova i klasifikaciju toroidnih povrsi kao krute
ili fleksibilne.

K.M. Belov [4] je razmatrao nekonveksne ¢etvorouglove sa jednom dijago-
nalom paralelnom osi rotacije, tj. gde je « = 01 § = /2. Temena ¢etvorougla
(2.29) su u slucaju Belova
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A(a —p,b), B(a,b—s),C(a —q,b), D(a,b+ 1) (2.66)

ili, za slucéaj dajea =7/21 6=0
A(a,b—p),B(a—s,b),C(a,b—q),D(a+r,D). (2.67)

Zamenom ovih koordinata u (2.65) imamo uslov Belova (2.27) kao speci-
jalan slucaj (2.65)

C. Diskutova¢emo uslov (2.65) uzimajuéi u obzir poziciju dijagonala.

C.1. Ako je dijagonala A; A3 paralelna osi rotacije onda je a« = 0 (Slika 2.4.6.)
i uslov nekrutosti (2.65) postaje

K sin f = (1 — 1) — (% + }9) cos . (2.68)

b s r

Ova formula vodi do krutih i fleksibilnnih povrsi. Diskutovacemo (2.68).

C.1.1. Za slucaj ortogonalnosti druge dijagonale A3 A, na osu rotacije
8 = m/2, dobijamo

2
_r_t (2.69)

b s r

Ovaj uslov je ekvivalentan uslovu Belova (2.27).

Posledica 2.4.5 Za slucaj ortogonalnosti dijagonala meridijana Q sa teme-
nima datim sa (2.64) za toroidnu povrs S, gde je jedna dijagonala paralelna
osi rotacije, uslov nekrutosti je dat u (2.69). Za r < s i s > b/4 povrs je
kruta.
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A1(u1’p1)

Slika 2.4.6.

O
A1(u1’p1) ‘ u

\ 4

Slika 2.4.7.

C.2. Ako je dijagonala Ay A, paralelna osi rotacije = 0 (Slika 2.4.7.),
uslov nekrutosti (2.65) postaje

%Qrsina: (%—%) cosa + <$+}?) (2.70)

Ova formula vodi do krutih i fleksibilnih povrsi. Diskutova¢emo (2.70):
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C.2.1 Za slucaj ortogonalnosti druge dijagonale A; Az na osu rotacije
a = /2, dobijamo

2 =4z (2.71)

Ovaj uslov je ekvivalentan uslovu Belova (2.27).

Posledica 2.4.6 Za slucaj ortogonalnosti dijagonala meridijana Q sa teme-
nima datim sa (2.64) za toroidnu povrs S, gde je jedna dijagonala paralelna
osi rotacije, uslov nekrutosti je (2.71).

C.3. Ako je dijagonala A; Az ortogonalna na osu rotacije a = /2 (Slika
2.4.8., Slika 2.4.9.), uslov nekrutosti (2.65) postaje

2
k’_:1+1. (2.72)
b p ¢

Ovaj uslov je ekvivalentan uslovu Belova (2.27).

Posledica 2.4.7 Ako je jedna dijagonala ortogonalna na osu rotacije meridi-
jana Q sa temenima datim u (2.64) za toroidnu povrs S, uslov nekrutosti je
(2.72).

y A4(U4,Pz)

A1(U1,p1) u

\4

Slika 2.4.8.
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A
A4(U4,p2) ‘ p

\,
A(u,py) U
»

Slika 2.4.9.

C.4. Ako je dijagonala A A4 ortogonalna na osu rotacije 8 = 7/2 (Slika
2.4.8., Slika 2.4.9.), onda uslov nekrutosti (2.65) postaje

W1

(2.73)

b r
Ovaj uslov je ekvivalentan uslovu Belova (2.27).

1
5

Posledica 2.4.8 Za slucaj ortogonalnosti dijagonala meridiana Q sa teme-
nima datim sa (2.64) za toroidnu povrs S, gde je jedna dijagonala paralelna
osi rotacije, uslov nekrutosti je (2.73). Za s < r ir > b/4 povrs je uvek
kruta.

Za slucaj a = 7 diskusija je ista kao u slucaju C.

2.5 Toroidi sa meridijanom oblika paralelograma

U ovom paragrafu ¢emo dati pregled objavljenih rezultata, prema [59].

Teorema 2.5.1 Toroidna povrs generisana rotacijom meridijana oblika pa-
ralelograma, koja sadrzi konusne delove je infinitezimalno kruta.

Dokaz. Neka je P, paralelogram sa temenima A;(u;, p;), (i = 1,2,3,4) u
Dekartovom koordinatnom sistemu uOp sa osom rotacije u. Jednacine strana
su:
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Pi+1 — Pi (
Uiyl — Uy

plo = DL~k (i=1,2,3,445 = A))
Uit — Us

AiAi—l-l PG = Pi + u — ui),

(2.74)

gde su p; vrednosti p na segmentu A;A; 1.

Ispitivanje ovakve rotacione povrsi je radjeno prema Cohn-Vossenovom
metodu [28]. Ako uvedemo oznake: € je jedinicni vektor ose rotacije, a(v) je
jedini¢éni vektor p-ose, gde je v ugao izmedju ravni pocetne pozicije meridijana
i a(v) onda a@'(v)Lla(v) i @'(v)Le (vidi [28] strana 90, ili [12] strana 253).
Radijus vektor rotacione povrsi u koordinatnom sistemu sa bazom e, a,a’ je

T(u,v) = ue + p(u)a(v).

Mozemo da podjemo od osnova i postupka za nalazenje polja beskonac¢no
malog savijanja kako je ve¢ dato u poglavlju o toroidu sa ¢etvorougaonim
meridijanom, dakle definisano jedna¢inama (2.11), odnosno u obliku (2.15),
(2.24). Ako postavimo sistem linearnih jednac¢ina za temena paralelograma
(2.34), (2.35) i jednacine po osnovu neprekidnosti polja beskona¢no malog
savijanja (2.37) i dalje primenjujemo postupak iz dokaza teoreme 2.4.2, na
ovaj nacin se dobije homogen linearni sistem sa determinantom A. Tako,
slicno dokazu teoreme 2.4.2 uslov postojanja polja beskonac¢no malog savi-
janja mozemo da formulisemo u obliku:

detA = 0.

Sa oznakama kao u ovom poglavlju uslov je oblika:

[p1p2uaskss + p1psuoskia + papsuraka

+ ,01(k32 — 1)ugguyskizkas) x

[pauizusika + (K — D)ursuasurskiakss + pruaguoskss —
—(pruaztiazkaz + p3urptiakar)

X [PlPQU34k34 + p1pausakiz + papsuziky

+ p2(k* — 1)urquaskyaksg = 0,

(2.75)

gde
U; — Uj = uij

k’i - kj - ]ﬁ}”
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Na slici 2.5.1 je prikazan primer toroida dobijenog rotacijom meridijana ob-
lika paralelograma oko wu ose. Slika 2.5.1 je dobijena koris¢enjem simbolickog
programskog paketa Mathematica.

Slika 2.5.1.

Ispitac¢emo cetiri moguca slucaja paralelograma koji ne sadrze ravne de-
love generisane stranama koje su ortogonalne na osu rotacije, kao ni cilin-
dricne delove generisane stranama meridijana koje su paralelne osi rotacije.
U nastavku su razmotreni sluc¢ajevi paralelograma i uslovi krutosti na njima.
Koordinate temena su izrazene u terminima pozitivnih vrednosti a, b, ¢, d i
e > 0.

Sluéaj 1:

Na slici 2.5.2 je prikazan paralelogram sa temenima A[—a,b], Bla,b + €],
Cla—d,b+c+e] i D[—a—d,b+ c|. U ovom slucaju uslov nekrutosti dat sa
(2.75) postaje

b(2ac + ed)*k*
B 4a’d
Lako se uvidja da izraz na levoj strani ne moze biti jednak 0, kao i da je uvek
manji od 0 saglasno pretpostavci da su a, b, ¢, d i e veéi od 0. Ovo znaci da
polje beskona¢no malog savijanja za ovaj sluc¢aj ne postoji.

=0.
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0
b+cte C
D b+e B
b+c P
A b
u
-a-d -a a-d a
Slika 5.2.
Slucaj 2:
Jo
b+ct+e aC
b+C B
A —Blb
u
-a -a+d a atd
Slika 2.5.3.

Na slici 2.5.3 je prikazan paralelogram sa temenima A[—a,b|, Bla,b+ ¢,

Cla+d,b+c+e]iD[—a+d,b+e]. Uovom slucaju uslov nekrutosti dat sa
(2.75) postaje

b(—2ac+ ed)'k* 0
4a?d -
Izraz na levoj strani moze biti jednak 0 ako i samo ako
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—2ac+ed = 0.

Ovaj uslov moze biti napisan kao

1" tg(a) = tg(B).

Ako je ovo tacno paralelogram ne postoji, jer onda njegova temena leze na
istoj pravoj.

Slucaj 3:

-a-d -a a-d a
Slika 2.5.4.

Na slici 2.5.4 je prikazan paralelogram sa temenima A[—a,b + c|, Bla,b],
Cla—d,b+e]iD[—a—d,b+ c+ e]. Uovom slucaju uslov postojanja polja
beskonacéno malog savijanja dat sa (2.75) postaje

—(b+c¢)(—2ae + cd)'k*
4a2d B

0.
Izraz na levoj strani moze biti 0 ako i samo ako
—2ae + cd = 0.

Ovaj uslov moze se napisati u obliku

C €
% a" tg(0) = tg(v).
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Ako ovaj uslov vazi temena paralelograma leze na jednoj pravoj, te onda
paralelogram ne postoji.

Slucaj 4:
o
Dj— b+cte
b+e C
b+
A — C
b B
u
-a -a+d a atd
Slika 2.5.5.

Na slici 2.5.5 je prikazan paralelogram sa temenima A[—a,b + ¢|, Bla,b],
Cla+d,b+e|iD[—a+d,b+ c+ e]. Uovom slucaju uslov postojanja polja
beskona¢no malog savijanja, dat sa (2.75), glasi

(b+¢)(2ae + cd)*k*
4a’d N
Prema pretpostavci o pozitivnim vrednostima a, b, ¢, d i e lako se moze videti

da izraz na levoj strani nije nikad jednak 0, u stvari uvek je manji od 0, tako
da polje beskona¢no malog savijanja ne postoji ni u ovom slucaju. O

0.

2.6 Odredjivanje polja beskonacno malog savijanja
toroida sa ¢etvorougaonim meridijanom

Prethodno primenjeni metod omogucava odredjivanje polja beskonac¢no
male deformacije. Iz (2.42) moze se dobiti redukovani sistem

DNy + Di1oMs + Di3My + Dy My, =0

Dos M3 + DosMy + Doy M7 =0 (2.76)
D33 My 4 D3y My = 0,
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odakle
D3y
My =—=22M
2 D33 1
Dy D D
M :( 2334 24) M,
Dsy D33 Dy,
. D1y ( DogDsy Doy D13D34 Dy
N4 — |~ - - Ml)
Dyy \ Dy D33 Dy, D11 D33 Dy
1 Uz D3y (D23D34 D24)}
My =— |ui2 — +u — M,
! U4 [ 2 D33 i DyyD33 Dy, !
N _{{ Do <D23D34 D24) 4 D13D3y D141
1 =% |— _ _
D1y \ D9a D33 Dy, D11 D33 Dy
4 U1U34 (D23D34 . D24) . U3 D3y 4 U112 . Ul}Mh (2.77)
U14 D3y D33 Dy U4 D33 U14
N {{ Dy <D23D34 D24> Dy3D3y D14}
2 =9 |~ - - — Ui + U
D1y \ Daa D33 Dy D11Ds3 Dy
D3 u UL Uy o3 D, UL Doys D D
T 342+112_123 34+134<23 34 24)}]\/!17
D33 U14 U4 D33 U4 D3y D33 Dy
D Dos D D DisD D D3 u
N3:{{_ 12( 23734 24) 1334 14}—u1—|—u2—|— 34U2
Dy \ Do D33 Dy, D11 D33 Dy D33
Dsyus (D23D34 D24) — UiUi2 Dsyuqugs
_ _ _ 3 _
D33 DyyD33 Dy, U4 D33y
Doy D D
4 U1U34 ( 23734 24) }Ml-
U4 DyyD33 Dy,

Jedna¢inom (2.77) izrazili smo M;, N; (i = 1,2,3,4) u funkciji od M,
(neodredjena konstanta). Dalje, dobijamo 1)(;)(u) na osnovu (2.33) i na osnovu
(2.16) funkcije x(), ¢y, (i =1,2,3,4) su

Iy I(Myu+ N;) ,
= = ? , (1=1,2,3,4)
. —Mipi + kz(Nz — ]CQNZ + Mi(—kzu + uz))
= P 7
Na ovaj nacin dobijamo polje beskona¢no malog savijanja z(u, v) iz (2.11).
Koristili smo programski paket Mathematica za implementaciju i proveru
izracunavanja.

X ()

P) (i=1,2,3,4).
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2.7 Vizuelizacija beskona¢no malih savijanja toroida
generisanih ¢etvorougaonim meridijanom

Racunari omogucavaju vizuelizaciju povrsi i pogled na njih pod razli¢itim
uglovima uz biranje tacaka pogleda. Takodje mogu da pomognu u analizi
uslova nekrutosti i odredjivanju da li ih zadovoljava generisani toroid. Na
pocetku rada u ovoj oblasti u ispitivanju toroida i odredjivanju njihovih
osobina koristili smo programski paket Mathematica. Napisani Mathemat-
ica notebook uzima tacke meridijana kao ulazne parametre, onda odredjuje
uslove krutosti. Kao izlaz daje rezultat tipa string, koji je simbolicka definicija
rotacione povrsi, zajedno sa poljem beskonacno malog savijanja prvog reda.
Takav rezultat se onda moze da prosledi funkciji paketa za 3D reprezentaciju.

Graficka reprezentacija deformacija je razmatana u knjizi Gray [18], rado-
vima Terzopoulos [48], Hahmann [19].

U cilju dobijanja programa sa viSe moguc¢nosti i viSe opcija posvecenog
vizuelnoj prezentaciji koji ima brza osnovna i 3D izracunavanja kao jedan
od glavnih zadataka tokom izrade disertacije bio je i razvoj SurfBand pro-
grama. Smatrali smo da ¢e korisno doprineti istrazivanju rotacionih povrsi
i uticaja polja beskona¢no malih savijanja na njih. Rana verzija programa
je prezentovana na ESI Conference Rigiditi and Flexibility, Vienna, 2006.
Dobijeni analiticki izrazi su graficki prezentovani u cilju ilustracije teorijskih
razmatranja.

2.7.1 Koriséenje SurfBand programa

SurfBand je posvecen vizuelizaciji beskona¢no malih savijanja toroida i razvi-
jen je u C++ [27] i koristi OpenGL [16], [34] standard za prikazivanje grafike.
Stoga je njegova portabilnost olaksana, mada je razvijan i testiran na Mi-
crosoft Windows platformi. Osnovna izracuanvanja geometrijskog modela su
uradjena u ANSI C++, ali je podizanje nivoa kontrole na interaktivni nivo
uradjeno uz pomo¢ MFC [46]. Uzima kao ulazne parametre Dekartove ko-
ordinate tacaka poligona, onda izvrsava analizu krutosti. Ako poligon zado-
voljava uslove nekrutosti mozemo da vizuelizujemo familiju infinitezimalno
savitljivih povrsi. Takodje, mogu biti prikazani neki od nadjenih primera
fleksibilnih konveksnih i nekonveksnih poligonalnih meridijana.
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Za unos tacaka poligona i podesavanja fleksibilnog toroida namenjen je
View/Property dijalog. Odatle se mogu menjati vidljivost i boje konusa do-
bijenih rotacijom meridijana. Parametar savijanja je inicijalno postavljen na
0.0 (nema savijanja), ugao rotacije na 37” i broj deobnih tacaka na 20, a oni
mogu biti promenjeni preko odgovarajucih scroll barova, a efekti na 3D model
su vidljivi na glavnom prozoru aplikacije.

Pritisak i drzanje levog dugmeta misa, dok se mis krec¢e po podlozi ¢e
rotirati povrs. Pritisak na taster "w” daje prikaz zicanog modela, a taster ”{”
daje prikaz ispunjenog modela. Tacka pogleda se moze pozicionirati dalje ili
blize modelu. Postoji i svetlosni izvor koji se moze ukljuciti radi postizanja
realisticne slike 3D objekta. Program moze da se izvrSava u vise modova.
Jedan od interesantnih je "drag and rotate” mod, gde se zapamcene rotacije
modela mogu da ponavljaju kontinualno (primenjujudi ih dalje ili vrac¢ajuéi
na pocetak).

Temena poligona rotacijom oko u-ose formiraju krugove. Infinitezimalno
savijanje ih deformise u krive, a one opisuju povrsi tokom deformisanja.
Ovim se krivama i povrsima moze da interaktivno pristupi preko View/Cone
borders dijaloga. Njegova aktivacija prebacuje mod izvrSenja, koji sakriva
konuse, a pokazuje samo ove krive i povrsi koje opisuju. U ovom modu je na
raspolaganju interektivno podesavanje osobina kao boja i vidljivosti krivih
opisanih svakim od ¢vorova poligona, minimalnu i maksimalnu vrednost in-
tervala za parametar savijanja. Na radnoj povrsi aplikacije se mogu videti
krive ili mreza koja je pogodnija za prikaz povrsi koju formiraju tokom de-
formacije.

U programu koristimo vrstu Free-form deformacija (FFD) u modelovanju
beskonacéno malih savijanja fleksibilnih toroida. FED [15], [48] je opsti metod
za deformisanje objekata koji obezbedjuje visi i precizniji metod kontrole
deformisanja objekata od nekih drugih i koji je racunarski efikasan. To
daje mogucénost kreiranja animacije savijanja toroida. U moguénosti smo da
postavimo startni polozaj i podesimo osobine modela preko AnimationBe-
ginProperty dijaloga, zavrsnu formu modela preko AnimationEndProperty
dijaloga. Posle potvrde u Drag to animate boxu, pritisak i drzanje levog dug-
meta miSa dok ga pokre¢emo ¢e memorisati primenjene rotacije. Otpustanje
levog dugmeta misa oznacava zavrSetak kreiranja animacije i ona ¢e biti
prikazivana transformisué¢i model od polazne do zavrsne forme.

Nas cilj je bio kreiranje alata, lakog za koriS¢enje, za:
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e definisanje poligona i deformacije. Mogucénost da se numericki proveri
zadovoljenje uslova fleksibilnosti i dobijanje simbolicke definicije infinitez-
imalno savijenih povrsi. Alat moze da transformise simbolicku definiciju
povrsi u numericki efikasnu internu strukturu i upotrebi je za potrebna
izracunavanja tokom vizuelizacije povrsi;

e vizuelnu prezentaciju i moguénost brzih i osnovnih i 3D izracunavanja. Vrlo
je korisno interaktivno istraziti savijene povrsi i uticaj polja beskonaé¢no
malog savijanja na njih. Dobijeni 3D objekti mogu biti rotirani pomeran-
jem misSa, obojeni po volji i razgledavani u punom i semi transparentnom
zicanom modelu.

Programski alat za ove namene zahteva da ima simbolicke i numericke
sposobnosti. Razlog je Sto polazimo od tacaka poligona, zatim postavljamo
i reSavamo sisteme jednacina. Dalje dobijamo definicije konusnih rotacionih
povrsi u obliku stringa, sto su zapravo eksplicitne funkcije sa n nezavisno
promenljivih na skupu elementarnih funkcija. Svaka elementarna funkcija je
omotana u odgovarajucu klasu i kreirali smo hijerarhiju klasa radi podrske
izgradnji strukture tipa stabla kao objektno orijentisanog stabla izraza. Svaka
klasa u hijerarhiji ima redefinisane apstraktne funkcije ¢lanice:

double evaluate (double * arguments);

Function * derive(int argNumber) ;

Ove su nam funkcije neophodne da bismo izra¢unali tacke na rotacionoj
povrsi, kao i da bismo u tim tackama izracunali izvode i pomoc¢u njih dobili
vektore normala, t nam je neophodno za kalkulacije svetla i osvetljenosti
modela.

Funkcija evaluate je projektovana da ra¢una vrednost elementarne funkcije
omotane klasom. Kao argument dobija niz double vrednosti n parametara za
koje zelimo da racunamo vrednost funkcije.

Funkcija derive je projektovana da izgradi novu strukturu stabla prema
pravilima za derivaciju elementarnih funkcija prosirenih pravilima za slozene
funkcije. Ima kao argument redni broj nezavisno promenljive po kojoj se
trazi parcijalni izvod. Vrednost koju vraca je takodje Function * tipa, tako
da je omoguceno koris¢enje za izgradnju strukture stabla proizvoljnog reda
i za potrebni redosled promenljivih po kojima se derivacija trazi. Takodje
i izracunavanje vrednosti dobijenog parcijalnog izvoda pozivom evaluate
funkcije ¢lanice. Ovo je vredna osobina i omoguc¢ava racunanje kolicine svetla
na povrsi.
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Za parsiranje ekspicitno definisanih funkcija zadatih u obliku ulaznog
stringa upotrebljene su formalne tehnike parsiranja, koje uklju¢uju gramatiku
koja opisuje takve funkcije [7], a kao alat za parsiranje koriséen je GOLD
Parser [17]. Gramaticki pristup parsiranju prirodnog jezika i otkrivanju en-
titeta u njemu je pristup Ciji se opis i rezultati mogu nacéi u [49]. Posle
uspesnog parsiranja gradimo internu strukturu objektno orijentisanog sta-
bla funkcije, kako je opisano u objektno orijentisanom uzorku projektovanja
Struktura (Composite) [14]:

MainFunction * pF;
if ( ManagerFunction: :parse( string f) )
pF = ManagerFunction::build(string f );
Takodje su u realizaciji koris¢eni i poznati OO uzorci Singleton, Apstrak-
tna fabrika (Abstract Factory) [14] za kreiranje objekata funkcija, izgradnju
stabala i evaluiranje funkcija.

Data je moguénost upotrebe scroll barova za lako interaktivno odredjivanje
parametara za izracunavanje savijanja, € ili broja deobnih tacaka. Dobijene
infinitezimalno deformisane povrsi se prikazuju kao pun ili zicani model. Za
slucaj prikaza u obliku zicanog modela mogu se elementarne povrsi prikazati
upotrebom cetvoruglova ili trouglova, a takodje je moguce koristiti prikaz
dobijen fiksiranjem jednog parametra i menjanjem drugog, Sto daje niz po-
ligonalnih linija. Takodje je interesantan prikaz koji ne eliminise potpuno
nevidljive linije kod zicanog modela, ve¢ se interaktivno moze da podesi nivo
polupropusnosti povrsina.

2.7.2 Primeri

Sleded¢i primeri su dobijeni upotrebom razvijenog alata SurfBend.

Primer 2.7.1 Primer je dobijen zap # q, r #s, k=3, 3= a =2 b=
— — _ L E e 60
_6,a—1,p—4,q—3,7’—523—(192_—5\/§).

wly

Tako dobijamo temena
{( - 1a2(3+ \/§))7 (7+

5V3 17
)y
Za e =0.25 (Slika 2.7.1.) dage polazni i transformisani toroid.

1152 30

5 3
76_ a0 o
—192 + 5v3 192 — 5v/3

)’ (2a 2(4_ \/g))v
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Primer 2.7.2 Primer je dobijen za parametre a = 2,8 = %, p = q
4,a=1,b=6,s =3 1r =1. Tako imamo temena

{(-2v3,9), (TH12V3 1024 27V3, o g (g6 2v3) }.

11 ’ 11

Slika 2.7.2. sadrzi polazni i deformisani toroid za € = 0.015.
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b=6,a=1p=1q9=3(2+V3),k=2. Tako su dobijena
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Primer 2.7.3 Primer je za parametre r = s i uzete vrednosti v = 5,s

_ 2m
=

9,

temena meridijana

Slika 2.7.3. sadrzi polazni i deformisani toroid za e
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Poglavlje 3
Beskonac¢no mala savijanja toroida sa
poligonalnim meridijanom

U ovoj glavi razmatrac¢emo toroidne rotacione povrsi generisane poligonalnim
meridijanom u Fs3. Dac¢emo potrebne i dovoljne uslove za postojanje polja
beskonacno malog savijanja ovih povrsi. Temena poligonalnog meridijana su
data u obliku koordinata i na osnovu njih su razmatrani uslovi za postojanje
polja. Razmatrana su i beskona¢no mala savijanja viSeg reda. Izlozeni su
primeri nadjenih fleksibilnih toroidnih povrsi. Ovde su prikazani rezultati
objavljeni u radovima: [63], [64] i [60].

3.1 Uvod

Teorija savijanja povrsi razmatra savijanje povrsi, izometrijske transforma-
cije, kao i beskonacno mala savijanja povrsi. Savijanje transformise povrs
u neprekidnu familiju izometrijskih povrsi, tako da se oCuvavaju veli¢ine
uglova i duzine lukova krivih. Sa druge strane beskonac¢no mala savijanja
povrsi nisu izometrijske deformacije, ali se moze rec¢i samo uslovno, da jesu sa
odgovarajuc¢om tacnosSc¢u. Duzina luka je stacionarna pod beskona¢no malim
savijanjima.

U ovoj glavi razmatrana su beskona¢no mala savijanja toroidnih povrsi do-
bijenih rotacijom poligonalnog meridijana u E3. U prethodnom veku teorija
savijanja je razvijena zahvaljujuc¢i radu vodeé¢ih matematicara D. Hielberta,
H. Weila, Blaschkea, Cohn-Vossena, A. D. Aleksandrova, N. V. Efimova, A.
V. Pogorelova, I. N. Vekua, V. T. Fomenka, I. Kh. Sabitova, 1. I. Karato-
praklijeve, R. Conellya, R. Bishopa, H. Stachela, H. Glucka... Medju prvima
koji su se bavili, koji su postavili temelje, mozemo ista¢i H. Liebmana, [30],

57
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[31], A. D. Aleksandrova [1], T. Rada i T. Minagawu [37], [38], kao i Efimova
[12] i Cohn-Vossena [28].

3.2 Toroid sa poligonalnim meridijanom

Osnovni koncepti beskona¢no malih savijanja mogu biti definisani na vise
razli¢itih nac¢ina. Ovde je uzet pristup prema Efimovu [12] i Cohn-Vossenu
28].

Posmatrajmo povrs S C R klase C*, a > 3.

Definicija 3.2.1 Pours S. je deformacija deo po deo reqularne povrsi S ako
je ukljucena u neprekidnu famailiju povrsi

S.: 7= (u,v,¢e) =7(u,v), (u,v) € DC R ¢€l0,1],
7. D x [0,1] — %2,
pri cemu dobijamo S za € = 0.
Razmatracemo vrstu neprekidne familije povrsi, prema Efimovu [12].

Definicija 3.2.2 Neka je povrs

S:7=7(u,v), (u,v)e€D, DcCR (3.1)

Se 17 =Te(u,v,e), (¢ >0, —0), (3.2)

zavisna od parametra € i dobijamo S za € = 0. Na taj nacin

"G)
Setme=7T(u,v)+ Y Z(uv), m=>1,
j=1

()
gde su z(u,v) € C%«a > 3), j =1,...,m, data polja, a familija S. je
beskonacno mala deformacija reda m povrsi S.

Teorija koja se bavi istrazivanjem gemetrijskih objekata povezanih sa S.
do preciznosti reda m obzirom na ¢ (¢ — 0) je teorija beskona¢no malih
deformacija povrsi reda m. Dajuéi dodatne posebne uslove dobijamo razli¢ite
vrste deformacija povrsi.
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Deformacije viseg reda poliedarskih povrsi razmatrali su u V. A. Aleksan-
drov [2] 1 H. Stachel [47].

Neka je regularna povrs S klase C*, « > 3, data u vektorskoj formi sa
(3.1), ukljucena u familiju povrsi
Se i Te(u,v,¢e) = 7(u,v) + €z(u, v), (3.3)
gde e(e — 0),(u,v) € D, D C Riry(u,v,0) = r(u,v).

Definicija 3.2.3 Poursi (3.3) su beskonacno mala savijanja prvog reda povrsi
S ako

ds? — ds* = o(¢) (3.4)
t1. razlika kvadrata liniyjskih segmenata povrsi je viseg reda od prvog.

Polje z(u,v) za koje vazi

Or(u, v, ¢)

o = Z(u,v) (3.5)

je brzina ili polje beskonacno malog savijanja.

Prema [12], [28] ova definicija je ekvivalentna slede¢oj teoremi:

Teorema 3.2.1 Potreban i dovoljan uslov da povrs S. data sa (3.3) bude
polje beskonacno malog savijanja povrsi S (3.1) je

drdz =0, (3.6)
gde je zZ(u,v) polje brzine u pocetnom trenutku deformacije. O

Jednacina (3.6) je ekvivalentna sa sledece tri parcijalne diferencijalne
jednacine:
Tuzu =0, TyZy+ 72, =0, 7,2z, =0. (3.7)

Usled beskona¢no malog savijanja povrsi svaki linijski segment dobija
nenulti dodatak, koji je beskonaéno mala vrednost viseg reda u odnosu na ¢,
tj.

ds. —ds=o0(e) > 0. (3.8)
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3.3 Polje beskona¢no malog savijanja prvog reda
toroida sa poligonalnim meridijanom

Posmatac¢emo infinitezimalne deformacije toroidne rotacione povrsi ciji je
meridijan poligon. Da¢emo potrebnan i dovoljan uslov krutosti ovakvog
toroida. Takodje i postupak za odredjivanje polja beskona¢no malog savi-
janja.

Neka je P, poligon sa temenima: A;(u;, p;), (1 = 1,2, ...,n) u Dekartovom
koordinatnm sistemu uOp sa osom rotacije u. Jednac¢ine strana poligona su:

pm - pm
AmAmi1 : Py = P + — +11 u—(u — Uy ), (3.9)
m+1 — YUm
p&m) — M e ]{}m (m = 1’27 ...7n;An+1 = Al)

Um+1 — Um
gde je p(m) vrednost p na strani A,, A, ;1.

U cilju razmatranja beskona¢no malog savijanja toroidne rotacione povrsi
koristicemo Cohn-Vossenov [28]. Radijus vektor povrsi je

Fu,0) = ue + p(w)a(v),

gde je p = p(u) jednac¢ina meridijana. Ako je € jedini¢ni vektor ose rotacije,
a(v) jedini¢éni vektor p ose, v je ugao izmedju ravni pocetne pozicije meridi-
jana i a(v), onda je a(v) normalan na a(v) i a(v) je normalan na e (vidi [12]
strana 90, ili [28] strana 253).

Polje beskona¢no malog savijanja povrsi S pokusa¢emo da nadjemo u ob-
liku

Z(u,v) = Z(u,v) = [or(u)e™ 4+ @r(u)e *)e+
(i (w)e™ + dr(w)e™ ™ ja(v) + [au(w)e™ + xi(u)e ™ ]a (v).
Funkcije ¢r(u), ¥r(u), xx(u) zadovoljavaju jednacine:
i (w) + 0/ (W) (u) =0,
i (u) + ikxg(u) = 0,
ikepr(u) + o' (w) ik (u) — xi(w)] + p(u)x),(u) = 0.

Funkcije ¥y (u), xx(u) takodje zadovojavaju jednacinu

p(u)XN"(u) + (k% = 1)p" (w)A(w) =0, (3.10)
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gde je A(u) nepoznata funkcija. Izostavi¢emo indeks &, i oznaciti sa ;) vred-
nost funkcija ¢ na A; A4, (1=1,2,..,n), A, = A;.
Iz jednacina (3.9) i (3.10) sledi takodje linearnost funkcija ;(u)

Vo = Miu+N; (1=1,2,..,n). (3.11)

U tackama u = o meridijana, gde p(c — 0) = p(oc + 0), tj. u temenima
poligona, pretpostavljajué¢i neprekidnost funkcija t;)(u) dobijamo

1?(1)(“1) = w(i71)<ui)> i =2,..,n; wm(ul) = w(n)(ul)a
a dalje, prema (3.11)
Miui + Nz = Mi,lui + Ni*l (Z = 1, 2, ceey n), MO = ]\4}17 NO = Nn

Ako posmatramo ovaj sistem kao sistem sa nepoznatim N;, i = 1,2, ..., n,
imamo:

Nl — Nn = —M1u1 + Mnul
N1 — N2 = —M1U2 + M2u2
............................................... (312)
Nm—l Nm - _Mm—lum + Mmum
anl - Nn = —Mp_1u, + Mnun-

U temenima poligona vazi neprekidnost polja savijanja, te prema [2§]
imamo slede¢u jednacinu

p(o)[Un(o +0) = Ui(o — 0)] + (k* = 1)ibw(0)[p'(0 +0) — p'(0 = 0)] =0,

Primenjujuéi ovu jednacinu na temena M;, © = 1,2, ...,n, dobijamo sistem
jednacina

pi(M; — M;_1) + (k* = 1)((Myu; + N;) (ki — ki—1) = 0, (3.13)

(221,2,7717 M()EMn, ]C(]Ek’n) .

Jednacine (3.12) i (3.13) predstavljaju sistem lineranih jednacina sa nepoz-

natim M;,N;, (i = 1,2,...,n) i ozna¢imo sa A matricu sistema i sa P
prosirenu matricu sistema.
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U cilju razmatranja sistema (3.13) uradi¢emo elementarne transformacije
nad sistemom.

Sistem dat sa (3.13) je kompatibilan ako i samo ako je rangA = rangP tj.
ako i samo ako je

n—1

U —u
LM

Prema (3.13) i (3.14) dobijamo redukovani sistem za

N, - N, = (Mn—Ml)Ul
— N, + N, = (My — My)uy + (My — M )us,

“Npt+ No= (My = M+ S (M= My, 319)
=2
n—1
Noo1+ Ny = (My = Myp)yuy + Y (M = My_y)uy
=2

Uvodimo notaciju

iz (3.15) dobijamo
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n—1
u
Ny =Ny +—— {unng +) ui,mMi}
In i=2

m—1
Uy UmUn U1 Um+1
Nm = Nn + — E ui,’iJrlMi + Mm
Uin tin (3.16)
U n—1
1
+ u E uz,erle
It
U 2 UpU
n ntn—1,1
Nyp_1 =N, + + E ;i1 M, M,
U1,n—2 i1 Ul n

Sistem (3.13) sa nepoznatima My, ..., M,,_1, N,, redukuje na:

n—1

[prus,, + (k2 — Dk puqug o) My + Z Uz‘,j+1[(k‘2 — 1)k purug o) My

=1

[(k’Q — Dkoqunty g — pouy n| My + [pour , + (k2 — 1) ko uiug 3] My

n—1
+ (k’Q — 1)]{3271 |:U172Nn -+ Uy Z ui7i+1Mi:| =0 (317)
=3
m—2
(kQ - 1)km m—1Un Z ui]+1Mz
i=1
+ [(kQ - 1)km,mflunumfl,m + pmun,l]Mmfl (318)
n—2

+ (k?z - 1)km,m_1u1 Z Uz‘,j+1Mi + (k?2 - 1)km,m_1u17nNn =0
i=m+1
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n—1

[pn + (K = D)k 1) Z Wi i1 M;

i=1
+ [pnunfl,l + (k'2 - 1)kn,n71unun71,n]Mn71
+ [pmul,n + (k2 - 1)km,m—1u1um,m+l]Mm + (kz - 1)kn,n—1u17nNn = 0.

Oznac¢imo sa B matricu sistema (3.18). Potreban i dovoljan uslov da ovaj
sistem homogenih linearnih jednac¢ina ima netrivijalno resenje je

detB = 0. (3.19)

Sistem jednacina i odgovarajuc¢i oblik matrice B se moze da transformise
u trougaoni oblik, pa tako dobijamo uslov

B, ,=0. (3.20)
Na taj nacin je dokazana sledeca teorema:

Teorema 3.3.1 Potreban 1+ dovoljan uslov da toroidna rotaciona povrs sa
poligonalnim meridijanom, ¢ija su temena A;(u;, pi), (pi > 0,u; # uiyq, =
1,2,...,n), bude nekrut je dat sa (3.19) tj. (3.20), gde je B malrica sistema
(3.18) i

Pi+1 — Pi
Uiy =u; —uy,  ki; =k —kj, kfi:ﬁ> k>2
i1~ Ui

je ceo broj. O

Ovde koriséena procedura daje nam mogucénost da odredimo polje besko-
nacno malog savijanja. Iz (3.18), pod uslovom (3.19), dobijamo redukovani
sistem

bl,an + bl,QMn—l + c. + bLan =0

bQ’QMn_l + ce e + b27nM1 - 0

bp—1n—1Ms 4 b1, M; =0
i odatle (pod uslovom b,,_1,-; # 0) dobijamo M, = bnmin ppog Ms, . ..

bnfl,nfl

M, _1, N, u funkciji M; (neodredjena konstanta). Dalje dobijamo ;(u)
prema (3.11). Na taj nac¢in dobijamo polje beskonacno malog savijanja.
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3.4 Primeri

Dalje slede primeri toroidnih povrsi sa poligonalnim meridijanom koji su

dobijeni alatom SurfBand.

3.4 Primeri

.7

), B(O7 %)f 0(57 %)7 D(O

18
T

Primer 3.4.1 Fleksibilna toroidna povrs (Slika 3.4.1.) sa konveksnim cetvo-

rougaonim meridijanom ¢ija su temena A(—3

ik=3,e=0.15.

24275-31+/51937

Slika 3.4.1.
Primer 3.4.2 Slika 3.4.2 je dobijena rotacijom petougaonog meridijana sa

, B(1,2), k = 3,

0(174)? D(27 6069

),

temenima A(—1,1), B(—2,3

e =0.01.
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Slika. 3.4.2.

Primer 3.4.3 Primer fleksiblne toroidne pouvrsi (Slika 3.4.3) je povrs sa
gestougaonim meridijanom sa temenima A(—1,1), B(—2,2), C(—1,3), D(0,6),
E(1,3), F(2,2), k=2,=0.1.

Slika 3.4.3.

Primer 3.4.4 Primer fleksibilne toroidne povrsi (Slika 3.4.4) sa konveksnim
Sestougaonim meridijanom, ¢ija su temena D(0, 2750133 T F(1,3), F(2,2),
A(-1,1), B(-2,2), C(-1,3), k=2, =0.1.
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Slika 3.4.4.

3.5 Beskonac¢no mala savijanja viseg reda rotacionih
povrsi

Razmotri¢éemo beskonac¢no mala savijanja toroidne rotacione povrsi gener-
isane poligonalnim meridijanom, koji ne sadrzi segmente normalne na osu
rotacije.

Poznato je [28], [12] da su sfera i torus krute povrsi. Medju povrsima koje su
topoloski ekvivalentne torusu, Belov [4] je ukazao na klasu fleksibilnih povrsi;
generisanih cetvorouglom specijalne forme. U prethodnom odeljku su razma-
trane toroidne povrsi sa poligonalnim meridijanom, bez ravnih delova i dati
su potrebni i dovoljni uslovi za postojanje polja beskona¢no malog savijanja
prvog reda. Velimirovi¢ u radu [52] razmatra beskonacno male doformacije
drugog reda. To je vodilo dalje do prosirenja na beskonacno male deformacije
viseg reda toroidne rotacione povrsi sa poligonalnim meridijanom.

Fleksibilnosti viseg reda su takodje proucavane, videti V. A. Aleksan-
drov [2], N. G. Perlova [42] i H. Stachel [47]. Fundamentalni doprinos teoriji
beskonacno malih savijanja dao je prof. I. Kh. Sabitov u [24] i [44].

Neka je S deo po deo regularna povrs, data jednac¢inom
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S 7 =7(u,v), (3.21)
ukljuc¢ena u familiju povrsi
CNC)
Sy 7 = T(u,v) + th 2 (u,v), (3.22)
j=1

(9)
gde je t € R parametar i z (u,v) su neprekidne vektorske funkcije deinisane

u tackama na S.

Definicija 3.5.1 Poursi S;(3.22), t € R su beskonacno mala savijanja m-tog
reda povrsi S ako
ds? — ds* = o(t™). (3.23)

Ovaj uslov je prema [12], [28] ekvivalentan sistemu jednacina:

G 2w G-
drdz =0, 2drdz +> dzd 'z =0, for j=2,..,m. (3.24)

=1

I ovde ¢emo koristiti Cohn-Vossenov metod [28] za istrazivanje beskonaéno
malih savijanja povrsi. U ravni meridijana koji rotira oko u-ose uvodimo
Dekartov ortogonalni koordinatni sistem uOp, gde p = p(u) je jednacina
meridijana. Oznac¢imo sa € jedini¢ni vektor ose rotacije, sa a(v) jedini¢ni
vektor p-ose, gde je v ugao izmedju ravni pocetne pozicije meridijana i a(v),
onda je a’(v) ortogonalno na a(v) i a'(v) je ortogonalno na e (vidi [42] strana
253, ili [28] strana 90).

Jednacina rotacione povrsi u koordinatnom sistemu sa bazom é, a,a’ je
S 7 (u,v) = ue + p(u)a(v), (3.25)

gde je p = p(u) jednacina meridijana. Polje beskona¢no malog savijanja
(4)

Z (u,v), j = 1,...,m moze se predstaviti pomocu sistema medjusobno nor-
malnih jedini¢nih vektora e, a(v), a’(v) u obliku

©))

; (4) ;
7 (u, v) _ (4) _ (7)

g (3.26)

)
=
=

)
+
@
=

S]
=
+
)
=

S]
=

; () j
Koeficijenti (gk)(u,v), B (u,v), (zy)(u, v), 7 =1,2,...,m, su periodi¢ne funkcije
nezavisno promenljive v, sa periodom 27, a prema Cohn-Vossenu [28] mogu
biti predstavljene za 7 = 1 u obliku
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(1) (1) (1)

; 1 .
Oé(U, ’U) = Oék(u, ’U) = cpk(u)elk” + QO_k<U)€_ZkU,
(1) (1) (1) ) (1) '
6(“7 U) = 6k(u7 U) — ¢k(u>€1kv + _k<u)€71kv7 (327)
(1) (1) 1) g (D) s
7 (w,0) = 7 4(u,v) = X (w)e™ + X g (u)e™™,

gdesuk >2 ke Z i (glp) (1) konjugovane vrednosti (glp)k(u) i tako dalje.

(1) (1) (1)
Funkcije ¢, (u), ¥ (u), X

jednacina

w (1) zadovoljavaju sledeéi sistem diferencijalnih

'

OIS (D) PO NGY )’
¢k+p¢k—0 kX + v, =0, tko,+p' (k) —

Xr) FoXr=0, (3.28)

(1)
odakle se dobija diferencijalna jednacina drugog reda po 1,
0" (1)
py+ (K = 1)p" ) = 0. (3.29)
Prvo resavamo jednacinu (3.29) i onda odredjujemo (gla)k(u), (>1()k(u) iz (3.28).
Tako dobijamo

koD W m
= " [pwe + ¢y (waw) + Xy (w)a' (v)] (3:30)
—ikor(D) @ _ (1) _
+e ™ p(we + ¥ _y(w)alv) + X p(w)d' (v)]
. () G) () .

Zaj > 1 (prema [24], [28], [42]) funkcije Ok (u,v), Bp(u,v), ¥ i(u,v), j=
2,...,m, imaju:
1) za parno j, samo parne stepene etikv i 0
2) za neparno j, samo neparne stepene ei”“’, t].

%k(“>v) = Z[%pk(U)ei”k” + (gjp)ipk(u)e—ipku]?
(p)
(4) ik () o
Bk(u U) Z[ pk( ) "t Q’Dﬂﬂk(u>6 P ]7 (3.31>

(p)
() () ivkv ) ipku
rYk(u?U) = Z[ka( ) o + X—pk( ) r ]7
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gde
1) p=0,2,4,...,j za parno j,
2) p=1,3,5,...,j za neparno j.
Polje beskona¢no malog savijanja reda j je

D) = [ B +D_ wpe))e
) () .
+ D (W pw)e™ + 9y (w)e” )] a(v)

I @wer + Qe )] (v).

() j
Funkcije gopk( u), ¥ op(u), X)pk( ), zadovoljavaju sledeci sistem diferencijal-

nih jednacina

), , W), ©)
Ppr(w) + 0/ (w) i (u) = Ape(u),
) ©) ©))
Pk () + 4 (0) = B (), (3.32)
) : () () ) G)
ipk © pp(w) + p'(w) (ipk ) . (w) — X pr(w)) + p(u) X o (0) = Cp(u).
()
Ovaj sistem je ekvivalentan diferencijalnoj jednacini drugog reda po v,
5o L) ()
pwpk +< k™ — 1)p ¢pk = Rpk(u)7 (333)

gde

() ) @, o o) G
Ryu(u) = —p" Bpu(u) + pB'py (1) — R Ayu() — iphCly(w).  (3.34)
Desna strana sistema (3.32) moze biti napisana sa vise detalja na poznat
nacin, prema [23]
() () (s), (i—s)
Ap(u) = Aj_onn(u) = ——ZZ Prske P (j—2h;—ra)k
s=1 rs (335)

(s)  (G=s) (s), (j—s),
+ Uik v (j—2hj—rok T er X (j—2hj—7“s)’f)’
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S ORI (—s), (i-9)
+ (ZTSkwr kT Xr Wi —2h; — gk 2 (j—2hj—r)k — X (j— Zhj—rs)k]

(5) o (J s)
+ (7 X ryie + ¢r Wi(j — 2h; — )k’ X (g oh—rk T U (- 2h-—r5)k]}
(3.36)

Coul) = Coy-an )

s) j—s)
- Z Z{Zk J— 2h )(90;« k 90 (j—2hj—rs)k
) (3.37)

. (7—s) (i—s)
+ Q/J/TSk[@(J —2h; =)k Y Goan gk — X (—2h;—ro)k]

+ %?;Sk[i(j —2h; — )k X (j—2h;—ro)k T "y (Ul ) (j—2h, frs)k]}
gde
1) j=2,.
2) pj = J za parne j i p; =
3) h; = O, s Djs ] =2,.,m
4) indeks po kome se sumira 7 u (3.35, 3.36, 3.37) uzima vrednosti iz skupa,
{£(s —2hy),hs = 0,1, ..., ps} tako da brojevi j — 2h; — ry pripadaju skupu
{£0 — 5= 2hi-9) hi—s) = 0,1, .. pG-9)},
5) svakom broju j, 2 < j < m, odgovara p; + 1 sistem jednacina (3.32).

J za neparne j,

Cohn-Vossen [28] je dokazao da u tackama loma meridijana sledeca teorema
vazi (u [28] ova ¢injenica nije formulisana kao teorema, ali ¢e ovde biti data
u obliku teoreme).

Teorema 3.5.1 (Cohn-Vossen [28]) Ako su funkcije pr(u) i xx(u) neprekidne
u tackama loma v = o meridijana p = p(u), onda u tim tackama funkcije
U (u) zadovoljavaju jednacinu
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() () + (K = 1)p' (w)ir(w)] [555= 0, (3.38)

.
p(o) [0 +0) = Pi(o = 0)]+ (k* = 1)[p (0 +0) — p'(0 = 0)]¢hi(0) = 0. (3.39)

Takodje ¢emo dokazati slede¢u teoremu za beskonac¢no malo savijanje viseg
reda:

Teorema 3.5.2 Pretpostavimo da su u tackama loma uw = o meridijana p =

) . (9) . .
p(w, /(0 +0) # /(o = 0) funkciie Bl § () neprebidne (; =
1,....m,p=2,....,m, za parno m, p = 1,3,....m, za neparno m). Tada u

tim tackama funkcije @/) L(w), 7=1,...,m zadovoljavaju jednacinu

() () ()

() () + (P2 — Dl (@) D] 1250= Do), (3.40)
gde
©))
pk(g)
(0= 0) B oo — 0) — p(0) Bor (0 — 0) + iphCh(c — 0) (3.41)
— o+ 0) Byl +0) + plo) B (o +0) — ipkCh(or + 0).
O

Dokaz. Iz (3.33):

Mnozeéi levu i desnu stranu sa ipk dobijamo

) () , - ()
D) =) )+ (PR — 1) () D)
) Be) — p(u) B () + iphCyeu).

<.
~
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U tackama loma meridijana imamo

(4) (4)
SJOpk(U —0) = Sjppk(a +0), (3.42)

odakle sledi
@), e ()
plo+0)Y (0 +0)+ (p°k” — 1)p' (0 +0) 9. (0 +0)
) e ) )
=p(c = 0)Y (0 —0) + (p°k” = 1)p'(0 = 0) Y (0 — 0) + Q.

()
tj. dobili smo (3.40), gde je @, dat sa (3.41).

3.6 Beskona¢no mala savijanja viseg reda toroida
generisanih poligonalnim meridijanom

U ovom odeljku ¢emo razmotriti beskona¢no mala savijanja viseg reda toroida
generisanih poligonalnim meridijanom, koji ne sadrze segmente normalne na
osu rotacije sa ¢vorovima A;(u;, p,), l =1,...,n, A,y1 = Ay u koordinatnom
sistemu uOp. Jednacine stana poligina su

Py — Py (

AlAlJrl . p(l) = pz +
U1 — W

u—uy) = ku+ny (3.43)

I =1,2,...,n, Any1 = A1, pog1 = p1, Uni1 = ug gde je p, vrednost p na
strani AjA; 1
Py = ki, p,," =0, 1=1,2,..,n (3.44)

(1)
Potrazimo polje beskona¢no malog savijanja z j(u,v) na strani A;A;44

() () ivky () ipkonT
Zra(u,v) = [Z(Sppk,l(u)epk + 0 _ppa(ue P )}6
(»)
) ipkv ) —ipkv\| =
+ [Z(¢pk,l(u>€p + U _ppg(u)e™™ )] a(v) (3.45)
(p)
(9) P )] ipkorT —
+ [Z(kayz(u)epk + X _pra(ue P )}a/(UL
(p)
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[=1,2,...,n,
1) p=0,2,4,...,j za parno j,
2) p=1,3,5,...,j za neparno j.

Polazedi od (3.33), dobijamo (prema (3.44)):

@, (7)
Py ¥t (W) = Rprg(u) (3.46)

gde

) oy , o0 G

Ropri(u) = pB'yy (1) = Pk Appg(u) — iphClp () (3.47)
(@) ) ()
i Apra(u), Bpra(u),
(3.46) dobijamo

Q

okt (w) sudati sa (3.35-3.37) na strani A;A4;11. Resavajuéi

() pk " () )
wpkl / / p d _'_ Mpk-jlu + Npk‘,l (348)
(l)
() ()

gde su M i, i Ny, proizvoljne konstante. Iz (3.34) i (3.48) dobijamo

®) ©) ()
)J(pk,l(u) = Z |: pkl / / pkl — Mkalu — Npk,l . (349)
Na osnovu (3.34) i (3.48), (3.49) imamo

()

kl
Sopkl( ) ng - 1 / / p]:)
l

Py (1) / Rpkl(u) 1) )
2k ] o T RO T B (g50)
P, (w) @) ky P, (w) )
g Bk () + (= =) Mo
1 ()
—+ kl(l + p2_k2)Npk:l

1) p=0,2,4,...,j za parno j,
2) p=1,3,5,...,j za neparno j.
Za p =0 iz (3.34) dobijamo
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() ()

You(u) = Boy(u), (3.51)
1iz (3.34):
) (4) (4) ()
Pou(u) = / Agg(u)du — kyBoy(u) + Moy. (3.52)
Polazedi od (3.34), (3.51) i (3.52) dobijamo:
Couu) )
() / 0,1\U
Xou(u) =p, (u ———=du+ No,|. 3.53
1) = o, 0| [ (20 N (3.53)

Koeficijenti polja %)kyl(u,v) su dati sa (3.48)-(3.53). Konstante ](\]/}pkyl, y\;pk,l
¢emo naci koristeci ¢injenicu da polje beskona¢no malog savijanja mora biti
neprekidno na celoj povrsi, uklju¢ujudi i krugove, koje opisuju temena meridi-
jana. U temenu A;(u;, p,) iz

() ()
77Dpk,l(ul+1) = wpk,l—i—l(ulJrl)? [ = 1,2,..,n, J= L2,..,m (354)

iiz (3.48) dobijamo

(4) (4) (4) (4)
Ul+1Mpkz — U1 Mpr a1 + Nprg — Npr i1

[/ / pkH—l /du/ pk‘l }
P (U Py (U

U tackama meridijana A;;; jednacina (3.40) ima oblik

(3.55)

U=Ul41
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(R (@)
pk,l+1\U
(k:l—i—lul—f—l + nl-l—l) (/ —————du

(4)
+ M pp 141

p(l+1) (U) U=Ul4+1
) () €))
+ (p*k* — 1)k (/ / pk e > + M pppp1t41 + Npk,l+1:|
p(H»l) ) U=U 41
R ra (1) ©)
- p(l)<ul+1> l(/ . ( ) du + Mka
Py (U u=ui1

(o [0

(4)
= ka,z(ulﬂ)

(4) (4)
+ M pr g1 + Npry

U=Ul41

(3.56)

()
gde je Qx(u) dat sa (3.41) I = 1,2,...,n, j = 1,2,...,m. Na ovaj nacin, u
temenma meridijana imamo sistem jednacina

(4)
_ (nl +p2k‘2klul+1)Mpkl + (nl+1 +p 2k2 kl+1ul+1) pk 1+1 (3 57)
() () () '
— (P*k* = )kiNpry + (0°K* — Dk Npraga = Vopn(ui41)
gde
(4) (4) (4) (9)
Vor(uir1) = ki Bprg — p, Bpri' + Zpkcpkl — kiy1 Bkt
() ) Y (w)
J . J u
+ P, Bpk,l+1/ — ipkCprip1 — p, (/ Mdu)
p(l+1) (U) U=uj41

—(p 2k — 1)k (/ / pk l+1 >
Py (U

(4)

+ 0 ( / R(l)é@;) du) -

+ (P°K* = Dk, (/ du/%du)

U=Uj+1

U=U41
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Na osnovu gore navedenog vazi sledeca teorema:

Teorema 3.6.1 Dovoljan uslov da toroidna rotaciona povrs generisana polig-

onalnim meridijanom koji ne sadrzi segment ortogonalan na osu rotacije bude
(m)
nekrut reda m, tj. da ima polje beskonacno malog savijanja Z (u,v) reda m,

@ (2) (m—-1)
kao prosirenje polja Z (u,v), Z (u,v),..., z (u,v), je da je sistem linearnih

() ()
jednacina sa nepoznatim My, Npky (3.55) i (3.57) kompatibilan. O

3.7 Primeri

Upotrebom racunara mozemo da analiziramo uslove nekrutosti i da odred-
imo familiju toroida koji zadovoljavaju ove uslove. Klasa fleksibilnih toroida
nadjena od strane Belova [4] je proSirena novim primerima toroida koji
zadovojavaju uslove nekrutosti. Kao primeri nekrutih toroida dati su toroid
sa nekonveksnim cetvorougaonim meridijanom, toroid sa konveksnim petou-
gaonim meridijanom i primer toroida ¢iji meridijan ima 9 temena. Slededi
primeri i njihove osobine su istrazivane uz pomo¢ simbolickog program-
skog paketa Mathematica. Nas program uzima tacke meridijana kao ulazne
parametre, odredjuje uslove nekrutosti i kao izlaz daje simbolicku definiciju
rotacione povrsi zajedno sa poljem beskona¢no malog savijanja prvog reda.
Zatim se dobijeni simbolicki izlaz iz programa moze da unese kao argument
u funkciju paketa Mathematica za 3D reprezentaciju. Graficka reprezentacija
deformacija je razmatrana u [18], [19] i [48]. Tako smo u moguc¢nosti da
vidimo rotacione povrsi i uticaj polja beskona¢no malog savijanja na njima. U
svrhu vizuelne prezentacije i kreiranja animacija infinitezimalno deformisanih
povrsi razvijen je SurfBend.

3.7.1 Primenr:

Primer 3.7.1 Nekrute toroidna povrs je dobijena rotacijom nekonveksnog
cetvorougla sa cvorovima A(—1,1), B(0,2), C(1,1) i D(0, 7). Cetvorougao
rotira oko u-ose koordinatnog sistema uOp. Rotirajuéi, AB generise S,
a rotiranjem ivica BC, CD 1 DA se formiraju delovi povrsi S)S3)S(a)-
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Takodje Z;y oznacava polje beskonacno malog savijanja. Oznacimo deformisani
toroid sa S;.
Se : T(u,v,e) = 7(u,v) + ez(u, v)

3 5 -3 5 L
Sa Ty (w,v) = [=gu+ Sleos(v)i+ [=gu + Z]sin(v)] + uk,

8 8 8 )
u € [—1,0],v € [0, 27],

r 3 5 - 3 5 . - —

S) 1 Foy(u,v) = [éu + g]cos(v)z + [gu + g]SZTL(U)] + uk,
u € [0,1],v € [0, 27],

- 3 1 3 1, .-

Sy 1 T3y (u,v) = [Zu + Z]cos(v)@ -+ [Zu + Z—l]sm(v)j + uk,
€ [1,0],v € [0, 27],

3 1 - 3 1. _ _
Sy : Ty (u,v) = [_Zu + Z]cos(v)z + [_Zu + é_l]sm(v)j + uk,

u € [0,—1],v € [0, 27].
Za polje zZ(u,v) beskonacno malog savijanja prvog reda dobijamo:
5 5 -
Zy(u,v) = [2(u + §)cos(2v)cos(v) + (u+ §)sm(2v)sin(v)]i

+ [2(u + g)cos(Qv)sm(v) — (u+ g)sm@v)cos(v)]j

+ [zucos(zv)]z;,u € [=1,0],v € [0, 2],
Z(2y(u,v) = [2(—u + g)cos(Zv)cos(v) + (—u+ g)sm(%)sz’n(v)ﬁ

+ [2(—u + g)cos(Qv)sm(v) — (—u+ g)sin(%)cos(v)]j

3 _
+ [Zucos@v)]k,u € [0,1],v € [0, 27],

Z(3)(u,v) = [2(—%1& + %)cas(%)cos(v) + (—%u + %)sm(%)sm(v)ﬁ
+ [2(—%u + %)cos(%)sm(v) - (—%u + ;—O)Sin(%)cos(v)]j

+ [Zucos(%)]k,u € [1,0],v € [0, 27],
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+ [Zucos(Zv)]IQ,u € [0,—1],v € [0, 27].

Sledece slike pokazuju rotacione povrsi i uticaj beskonacno malog savijanja.
U svrhu pogleda u unutrasnjost toroida rotacioni parametar v je uzet manji

od 2.

Slika 3.7.1 pokazuje pocetnu povrs bez deformacija e = 0.0 i v € [0, %ﬂ'].
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Slika 3.7.2 pokazuje deformisanu povrs sa parametrom deformacije €
0.15 i rotacijom za ugao v € [0,

ul
119-+/2641
E(17 45 )

snog petougla sa temenima A(—1,2), B(—2,3), C(0,4), D(2,3) i

Primer 3.7.2 Primer nekrute toroidne povrsi je dobijen rotacijom konvek-
. Petougao rotira oko u-ose koordinatnog sistema uQOp.

=

==
Yy — AR
7 N\
AN = N\
N AW
WY W

.1////

Slika 3.7.3.
0, 37].

Slika 3.7.3 pokazuje polazni izgled povrsi bez deformacija ¢ = 0.0 i v €

N
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Slika 8.7.4.
Slika 3.7.4 prikazuje toroid sa deformacijama e = 0.25 i v € [0, %W]

80
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Primer 3.7.3 Toroidna povrs dobijena rotacijom konveksnog poligona sa 9
temena A(_27 2): B(_47 3)7 C(_37 4)7 D(_27 6)7 E(07 8)7 F(37 12)7 G(%:%_'_
(—173450877+836+/43583479149)1/3

3042/3

50005 : ” -
_304(3(—173450877+836\/43583479149))1/3)’ H(0,3) @ I(=1,1), koji rotira oko u-ose
koordinatnog sistema uQOp.

Slika 3.7.5.

Slika 3.7.5 pokazuje inicijalnu povrs bez deformacija e = 0.0 i v € [0, % ].

Slika 3.7.6.

Slika 3.7.6 pokazuje deformisanu pouvrs dobijenu rotiranjem ivica poligona
FG,GH i HI, a vrednosti parametara € = 0.02 i v € [0, 27].

Napomena 3.7.1 Primetimo da glavni rezultati u [4], [50], [51], [55], [52],
[58] i [54] mogu biti posmatrani kao specijalni slucajevi Teoreme 3.6.1.



Poglavlje 4
Algoritam za nalazenje k najkracéih puteva u
grafu

U ovoj glavi predstaviéemo novi algoritam za nalazenje k najkra¢ih puteva
izmedju dva ¢vora u tezinskom grafu. Nadjeni putevi su uredjeni u neopada-
ju¢em redosledu duzina, ne poseduju cikluse, tj. nije dozvoljeno ponavljanje
¢vorova na putu, i nadjeni putevi se razlikuju za bar jedan ¢vor. Algoritam je
zasnovan na A* algoritmu i koristi Dijkstrin algoritam za procenu cene dos-
tizanja odrediSnog ¢vora. Algoritam poziva Dijkstrin algoritam samo jednom
i koristi dobijene vrednosti za generisanje kandidata za sledeé¢i put. Takodje
koristi efikasni metod za detektovanje ciklusa u podputu za rano odsecanje
neprihvatljivih puteva sa ciklusima. Navedeni su i eksperimentalni rezultati
za nekoliko tipova grafova u cilju ilustrovanja efikasnosti i primenljivosti al-
goritma. U ovoj glavi su prezentovani novi nepublikovani rezultati.

4.1 Uvod

Tema koju ¢emo obradjivati u ovoj glavi je generalizacija problema naj-
kra¢eg puta, shortest path problema. U ovom slucaju ne trazi se jedan
najkraé¢i put, ve¢ prvih k najkrac¢ih puteva, k shortest paths. Rangiranje
najkra¢ih puteva je dugo proucavani mrezni optimizacioni problem. Izd-
vojeni problem nalazenja najkraceg puta, slucaj kada je & = 1, u grafu
sa tezinama dodeljenim ivicama je vazan i temeljno proucavan optimiza-
cioni problem sa brojnim primenama. Opstiji problem je takodje privukao
paznju istrazivaca i prvi rad na ovu temu se pojavio 1959. godine au-
tora Hoffman i Pavley [22], nedugo posle prvog rada o najkraéim pute-
vima Bellman-Ford-Moor. Stotinak referenci o najkra¢im putevima se mogu
naci u literaturi, vidi Cherkassky sa saradnicima [6]. Mnogo optimizacionih
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problema moze biti formulisano i reSeno u terminima izra¢unavanja na-
jkraceg puta izmedju dva ¢vora u grafu. Metodi za nalazenje k najkracih
puteva mogu biti primenjeni na nalazenje k najboljih resenja. Eppstein [13]
je istakao nekoliko razloga za primenu ovih metoda: dodatni uslovi, evalu-
acija modela, analiza osetljivosti na gresku, generisanje alternativa ili druge
primene u dinamickom programiranju. Vise od pedeset naslova je ukljuceno
u bogatu bibliografiju o problemu k najkra¢ih puteva, dostupnu na adresi:
http : //www.ics.uci.edu/ ~ eppstein/bibs/kpath.bib. Naslovi u ovoj bibli-
ografiji bave se problemima koji se pojavljuju u primenama u realnom svetu
i predlozenim resenjima koja uklju¢uju rangiranje najkrac¢ih puteva.

Za dat neorijentisani graf GG sa nenegativnim tezinama dodeljenim ivicama,
dva ¢vora s it i prirodan broj k, problem se formulise kao zadatak nalazenja
k najkra¢ih puteva od s do t u neopadaju¢em redosledu duzina. Istrazivaci
posmatraju dva podtipa problema:

e svi putevi su dozvoljeni, uklju¢ujuci puteve sa ponovljenim ¢vorovima;
e k najkrac¢ih puteva bez ponavljanja ¢vorova.

Dodatni uslov postavljen pred drugi podtip problema, ¢ini njegovo resava-
nje tezim. Uopste govoredi, sa prakticne tacke gledista, varijanta problema
bez ponavljanja ¢vorova je interesantnija. Mada se mora primetiti da kod re-
alnih problema gde putevi ne mogu da imaju ponovljene évorove (recimo kod
usmerenih acikli¢nih grafova), zadovoljavanje tog uslova predstavlja dodatnu,
suvisnu aktivnost. Ovaj tekst je fokusiran na jednu vrstu puteva, puteva bez
cikusa i ponavljanja ¢vorova, te ¢e se pominjanje puta ili puta bez ciklusa
odnositi na isti pojam, a posebno ¢e biti izdvojen i koris¢en pojam puta sa
ciklusima, ili puta sa ponavljanjem ¢vorova.

4.2 k najkrac¢ih puteva bez ponavljanja ¢vorova

Neka je (V, E) neorijentisan graf sa n ¢vorova i m ivica, gde je bilo kojoj
ivici (4,5) € E pridruzena nenegativna vrednost ¢;; € R. Put bez petlji i
ponovljenih évorova p od évora s € V do évora t € V u (V, E) je niz ¢vorova
p={(s=v1,02,...,00p) =t), gde (v;,vi41) € E, zasvakoi € {1,... [ — 1}
i bilo koji évor u p se pojavljuje samo jednom. Ovde, [(p) oznacava broj
¢vorova na putu p. Ukupna cena ili duzina puta p je definisana sa
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c(p) = Z Coj i1

(vi,viy1)EP

Neka P oznacava skup svih puteva bez petlji, P, ¢e biti koris¢eno za skup
svih puteva bez petlji za date ¢vorove startni s i ciljni . Za dato k& € N,
trazimo k najkracih puteva u neopadajuéem redosledu cene, tako da c(p;) <
c(p2) < ... <clpe) i c(pe) < clp), za svakip € P —{py, ..., pi}-

Algoritmi za ovaj problem koriste skup X da zapamte puteve kandidate
za pr, gde r = 1,... k. Skup je inicijalizovan najkra¢im putem p; i kada
su odredjeni pq,...p._1 onda je p, najkrac¢i kandidat iz skupa X. Kad se
jednom p, odredi i izbriSe iz skupa X njegovi ¢vorovi se analiziraju sa ciljem
generisanja novih kandidatskih puteva sa niskom cenom. Posto su generisani
kandidati devijacije iz p,, jer imaju zajednicki podput sa p,, posle cega se
razdvajaju u nekom ¢voru, ovi algoritmi se takodje poznati kao devijacioni
algoritmi. Varijante ovih algoritama se upravo razlikuju po tome kako se
devijacije izracunavaju. Najlaksi nac¢in da se nadje devijacija je da se obrise
ivica iz p,, koja polazi iz posmatranog ¢vora, a onda uzme najkraci put od tog
¢vora do odredisnog ¢vora t. Naravno, ova procedura moze da generiSe puteve
sa ciklusima, dakle sa ponovljenim ¢vorovima, stoga se zahteva da se proveri
uslov postojanja ciklusa i selekcija unapred nepoznatog broja kandidata dok
se trazenih k puteva ne odredi. Algoritmi zasnovani na ovoj ideji se mogu
naci u [32], [41].

Yen-ov algoritam [67] je prvi algoritam razvijen sa idejom rangiranja
puteva. Pretpostavljajuéi da k najkraéih puteva ima oblik p, = (v; =
S,... Uy =t), zar =1,...,k Yenov predlog za dobijanje novih kandidata
je particioniranje skupa puteva na sledec¢i nacin:

l(p1)

P - {Pl} = U 751(%‘);

I(pr)

75j(vd(pr)) - {pr} = U 757‘(Ui)vr > 1,

i=d(pr)

(4.1)

gde PJ(v;) oznacava skup puteva bez ponavljanja évorova, razlicitih od
P1,-..,pj, koji imaju podput sub,,(s,v;) kao polazni podput, zajednicki sa
p; za neko a < j < r. Kada je p, izabran iz X skup P7(vg(,)), gde je p,
odredjen, se razmatra, Sto znac¢i da se particionira izracunavanjem najkraceg
puta u svakom od podskupova u (4.1). Yen je primetio da je najbolja devi-
jacija iz p, u ¢voru v; oblika sub,, (s, v;)<{q;, gde je ¢; najkraci put of v; do ¢,
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pod uslovom da su évorovi vy, ..., v, 1 ivice (v, z) € {p1,...,pr} izbaceni.
Put p, se zove otac novih kandidata (poznatih kao p, sinovi ili p, devijacije)
i vq(p,) devijacija ¢vora iz p,. Ovde se analiza datog p, sastoji od modifikacije
(V, E) brisanjem nekih ivica i nekih ¢vorova i resavanja problema najkraceg
puta izmedju para ¢vorova.

Perko-v algoritam [41] predstavlja unapredjenu implementaciju Yenovog
devijacionog algoritma za rangiranje puteva bez ponavljanja ¢vorova. U nje-
govom radu se moze primetiti upotreba gornje granice za cenu kostanja gener-
isanih kandidata, a u cilju smanjenja broja zapamdéenih devijacija. Takodje i
smanjenja broja reSavanih podproblema i uvodjenja specijalne reprezentacije
liste ¢vorova koji se oznacavaju kada reSavamo niz problema najkraé¢ih puteva
koji rezultuju iz analize nekog p,, u cilju zaobilazenja inicijalizacije.

Martins i Pascoal [33] su autori algoritma koji koristi uocene sli¢nosti pot-
problema koji moraju biti resavani u Yenovom algoritmu kada se skenira neki
put p,. Predlozili su i implementirali varijantu gde se ¢vorovi analiziraju u
odredjenom redosledu. Umesto brisanja ivica i ¢vorova, tokom analize p, od
Vi(p,) = t O vg(p,) algoritam dozvoljava reoptimizaciju svakog najkraceg puta
ubacivanjem novih ivica i ¢vorova i zamenom reSavanja problema najkraceg
puta ovim reoptimizacijama.

Katoh, Ibaraki i Mine [26] su predlozili 1982. jos jedan devijacioni algo-
ritam koji koristi samo puteve bez ponavljanja ¢vorova. Ovaj algoritam je
primenljiv samo na neorijentisane grafove, i koristi njihovu uo¢enu karakteris-
tiku da generisu najvise tri devijacije za svaki generisani p,. Razlika u odnosu
na Yenov algoritam je metod particionisanja upotrebljen za generisanje novih
kandidata. Efikasnu implementaciju sa brojnim detaljima mozemo naéi u [20].

Pascoal u [39] je dala predlog devijacionog algoritma koji je nazvan hib-
ridni algoritam. Taj algoritam je takodje inspirisan Yenovim algoritmom ali
se koristi efikasniji metod za generisanje devijacija nego u algoritmu Katoh
sa koautorima [26]. Ovde je ucinjen pomak u efikasnosti, tako da je u sustini
problem najkrac¢eg puta zamenjen problemom izbora ivice, $to je brze i moze
se uraditi za konstantno vreme. Ovaj metod moze da produkuje put sa cik-
lusom, te se onda mora da koristi procedura koju je opisao Yen. U [39] je dat
koristan i vrlo ilustrativan uporedni pregled empirijske efikasnosti i memori-
jskih zahteva za svaki od pomenutih algoritama a testovi su sprovedeni na
vise tipova grafova i razlicitih veli¢ina.

Glavna aktivnost u Yenovom i Katohovom algoritmu je menjanje polaznog
grafa, brisanje ¢vorova i ivica i reSavanje potproblema, koji se sastoje od
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nalazenja najkrac¢ih puteva izmedju parova ¢vorova. Tu su i zahtevi koji
moraju da se uzmu u obzir: struktura podataka za predstavljanje grafa i
za paméenje generisanih puteva, kao i puteva kandidata. Cvorovi svakog
generisanog kandidata zavise od prethodnika, tj. oca, od uslova na grafu pod
kojima je dobijen (obrisani ¢vorovi i ivice). Kad je ovo jednom poznato os-
tatak puta se nalazi reSsavanjem najkraceg puta. Kako kod generisanih puteva
ima zajednickih potputeva, koji polaze od startnog ¢vora, pogodno je koris-
titi strukturu trie [8], $to je u stvari n-arno stablo, ali sa linkovima prema
roditelju. Vezano za ove implemantacione probleme potrebno je organizo-
vati i strukturu za pamcenje kandidatskih puteva bez ponavljanja ¢vorova.
Kod Katohovog algoritma potebno je odrzavati najvise 3k puteva, dok kod
Yenovog algoritma je potrebno odrzavati onoliko puteva koliko se generise
iz svakog ¢vora posmatranog puta p,., Sto daje znatno vise potencijalnih
kandidatskih puteva. Pretpostavljaju¢i da znamo unapred koliko puteva je
potrebno, moze se optimizovati struktura bilo koji od slede¢ih nacina da se
izabere:

e pamcenje svih izracunatih rezultata;

e cuvanje najvise k najkrac¢ih puteva u svakom koraku algoritma, pri ¢emu
se podrazumeva zamena zapamcéenog kandidata ako se pronadje kandidat
sa boljom cenom;

e koris¢enje kompromisnog pristupa, gde se izracunavaju kandidati dok se
njih £ ne pronadje, a onda se ¢uvaju samo oni ¢ija je cena niza od maksi-
malne cene medju nadjenih k.

4.3 Novi algoritam

Novi algoritam je inspirisan A* algoritmom, vidi Pearl [40]. Podsetimo se
da je A* algoritam izveden iz Dijkstrinog algoritma [10], da koristi dodatne
informacije iz grafa ili strukture problema u cilju odredjivanja redosleda u
kome ¢vorovi treba da budu obidjeni. Postoji algoritam za resavanje problema
k najkracih puteva sa ponavljanjem ¢vorova nazvan K*, autori Aljazzar i
Leue vidi [3], koji je takodje dobijen na osnovu A* algoritma. U A* se odrzava
uredjena struktura "open queue”, cesto realizovana kao heap, a sortirana
funkcijom evaluacije f, heuristicki procenjenom, koja pokazuje pozeljnost
ekspandovanja ¢vora. Ovde se pod ¢vorom ne podrazumeva obavezno ¢vor
grafa, ve¢ ima §iri smisao ¢vora u prostoru stanja problema. U A* je funkcija
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f definisana za svaki ¢vor v kao d(v)+h(v), gde je d(v) definisana Dijkstrinim
algoritmom i predstavlja najkraéi put od polaznog ¢vora s do évora v, a h(v)
je heuristicka procena rastojanja d*(v,t) Sto je procena najkraceg rastojanja
od v do odredignog ¢vora t. Izvorno, prema A*, vrednost h(v) mora biti
izracunata na osnovu nekih eksternih informacija, jer u trenutku dostizanja v,
ona je potpuno nepoznata, kao i da li uopste postoji put do odredisnog ¢vora.
Mozemo posmatrati f(v) = d(v) + h(v) kao procenu duzine najkraéeg puta
s —t, koji prolazi preko ¢vora v. Heuristicka funkcija h se zove prihvatljivom,
ako je optimisticka, tj. ako h(v) < d*(v,t). h se zove monotona ili konzistentna
ako za svaku ivicu (u,v) iz grafa vazi da h(u) > w(u,v) + h(v). Poznato
je, vidi [3], da je svaka monotona heuristika takodje i dopustiva. Upotreba
dopustive heuristike garantuje optimalnost A*, tj. da ¢e najkraci put s — ¢
biti nadjen. Cvorovi se ekspanduju A* algoritmom u neopadajué¢em redosledu
prema njihovim f vrednostima ako je heuristika monotona. Ako je h(v) = 0
za sve ¢vorove v, onda se A* ponasa kao Dijkstrin algoritam. Hershberger sa
koautorima, vidi [21], je problem nalazenja sledeceg najkrac¢eg puta definisao
i posmatrao kao "replacement path problem”.

U novom algoritmu se za procenu cene od nekog ¢vora u grafu do ciljnog
¢vora t uzima najkrac¢e rastojanje, sto se dobija pokretanjem Dijkstrinog
algoritma ali polazeé¢i unazad, od ciljnog ¢vora ¢t do ostalih ¢vorova. Ovo
je poznato u literaturi kao SSSPP - Single Source Shortest Path Problem.
Dve funkcije su posluzile za realizaciju neophodnih procena duzina najkracih
puteva od nekog ¢vora do ciljnog. Prva funkcija nazvana DijkstraStart nalazi
najkrace puteve od ciljnog ¢vora t do ¢vorova u grafu, ali prestaje sa radom
kad se nadje najkrac¢i put do startnog c¢vora s. Ovom se prilikom strukture
podataka potrebne za Dijkstrin algoritam ne brisu, ve¢ se ¢uvaju u memo-
riji radi kasnijeg koris¢enja. Druga funkcija, nazvana DijkstraContinue, nas-
tavlja izracunavanje zapoceto DijkstraStart funkcijom, kad se u aktivnosti
produzenja puta (realizovanoj u funkciji ExpandPath) dodje do ¢vora za
koji nije odredjeno najkrace rastojanje do ¢vora t. Kod resavanja problema
nalazenja sledeceg najkrac¢eg puta, vrsi se ekspanzija po nadjenom najkra¢em
putu polazedi od startnog ¢vora i ide se prema ciljnom. Ovom prilikom se kan-
didatski put ne izracunava, niti se proverava postojanje ciklusa u njemu. Tada
se u heap doda index u trie strukturi za potput koji: krec¢e od startnog ¢vora
s, stize do ¢vora v, ekspanduje se po susedima ¢vora v, pa se u heap dodaju
vrednosti jednake zbiru duzine predjenog podputa i najkrac¢eg rastojanja od
ekspandovanog ¢vora do ciljnog ¢vora t. Na ovaj nacin se formiraju sve al-
ternative, tj. svi kandidatski putevi. Ovde se javlja problem da kandidatski
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put moze imati ciklus. Efikasan nacin da se proveri postojanje ciklusa je da
se prolazeci unazad po trie strukturi prema polaznom ¢voru s formira i skup
¢vorova na polaznom potputu, a da se kod produzenja po najkracem putu do
ciljnog ¢vora t azurira kandidatski put i prateéi skup i proverava postojanje
ciklusa.

Pristup koji koriste prethodno navedeni autori, pocev od Yena nadalje
zahteva da se formira kolekcija puteva bez ciklusa, koji se bar u jednom
¢voru razlikuju od prethodnog puta ¢ija su devijacija, pa da se tek onda
nadje najkraci put. Ovaj pristup ima bar dva krupna nedostatka:

e Nije neophodno za sve kandidatske puteve proveravati da li sadrze ciklus,
jer nije sigurno da ¢e svi biti izabrani u k trazenih.

e Nije dobar pristup sa brisanjem ivica i ¢vorova, jer dezavuiSe rezultate
dobijene inicijalnim pokretanjem Dijkstrinog algoritma.

Citirani autori formiraju i odrzavaju tokom rada kolekcije puteva bez cik-
lusa, koji mogu imati po nekoliko hiljada ¢vorova, pa i slican broj kandi-
datskih puteva iz devijacija, koji moraju biti potpuno rekonstruisani da bi
se utvrdilo nepostojanje ciklusa. Nema garancije da svi oni ulaze u skup
trazenih k najkra¢ih puteva. Za sve koji ne udju u skup, koji preostanu, uza-
lud je potroseno vreme i memorijski resursi. Brisanje ¢vorova ili ivica anulira
rezultate pozivanja Dijkstrinog algoritma, jer je graf promenjen. Ovaj pristup
dezavuise rezultate dobijene pokretanjem Dijkstrinog algoritma od krajnjeg
¢vora t. Za velike grafove, kod kojih je broj ¢vorova veliki i imaju veliki di-
jametar, posledicno je veliki i odgovarajuci broj ¢vorova na najkrac¢em putu
(recimo, reda stotina ili hiljada). Potpuno je neprimenljivo startovati ponovo
Dijkstra algoritam za generisanje devijacije, kada se za odredjivanje najkraceg
puta izmedju dva ¢vora: jednog sa puta (a njih ima reda veli¢ine stotina ili
hiljada) i krajnjeg ¢vora t. Ovo vazi kako za Yenov algoritam (gde se u osnovi
svaka ivica sa najkrac¢eg puta brise), tako i za Katohov algoritam (gde ima
najvise 3k poziva Dijkstrinog algoritma). U [39] se mogu naéi podaci o vre-
menima potrebnim za nalazenje 100 puteva za primere geografskih grafova.
U tom radu su testovi sprovedeni na racunaru sa Pentium 4 procesorom na
3 GHZ, sa 2MB kes memorije, pod SUSE Linuxom, sa 1GB RAM memo-
rije, a kod je realizovan u programskom jeziku C. Od viSe implementiranih
i evaluiranih algoritama (Yen [67], Perko [41], Katoh [26], Martins i Pascoal
[33]) najkrace vreme je bilo potrebno, u tom radu predlozenom hibridnom
algoritmu od strane Pascoal [39]. Za graf UsA-road-d.BAY.gr koji predstavlja
naseljena mesta u priobalnoj oblasti San Franciska i ima 321270 ¢vorova,
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prosecno vreme potrebno za nalazenje 100 najkrac¢ih puteva bez ciklusa je
bilo oko 1,5 minuta, tj. 93 sekunde. Takodje je navedeno, za graf iz kategorije
geografskih grafova, graf koji predstavlja naseljena mesta i puteve savezne
drzave Kolorado, USA-road-d.COL.gr koji ima 435666 ¢vorova, hibridnim al-
goritmom je nadjeno 100 puteva bez ciklusa za aproksimativno 473 sekundi.
Ovo ¢ini neprimenljivim i taj, po radu [39], najbrzi algoritam za vece grafove.
Graf USA-road-d.COL.gr je najvedi, tj. sa najveéim brojem ¢vorova koji je te-
stiran u tom radu. Primetimo da je za kategoriju geografskih grafova ovaj
graf najmanji za koje je testiranje izvrsavano u kategoriji geografskih grafova
u disertaciji.

Na osnovu prethodnih objasnjenja aktivnosti i koraka u algoritmu mozemo
da navedemo i skicu algoritamskih koraka novog algoritma za nalazenje k
najkra¢ih puteva:

procedure K_ShortestPaths(startNode s, endNode ¢, int k)

pathsToFExpandCollection : initialize minHeap;

trie : initialize;

pathsResult : empty path list;

pathCounter = 0;

call DijkstraStart(t,s);

insert into trie start node s with dijkstraDistance[s];

while(pathCounter < k)
v = get minimal from pathsToExpandCollection;
call ExpandPath(v);

return pathsResult;

Algoritam k najkrac¢ih puteva.

ExpandPath funkcija obavlja vrlo vazne zadatke u ekspanziji puta sa
proverom na cikliranje, po potrebi poziva DijkstraContinue funkciju i azurira
trie i pathsToFExpandCollection strukturu.

Primetimo da je algoritam razvijen imaju¢i u vidu prvenstveno neorijen-
tisane grafove. Mogucée ga je proSiriti i na usmerene grafove, ali je potrebno
dopuniti strukturu podataka za graf backward star strukturom kako bi
bilo moguce upotrebiti Dijkstra algoritam za odredjivanje najkra¢ih duzina
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lem najkrac¢ih puteva bez ciklusa. Bilo bi vrlo interesantno uraditi modi-
fikaciju algoritma sa ukinutom kontrolom na cikliranje, te testirati perfor-
manse i uporediti efikasnost modifikacije i primenljivost sa najpoznatijim
algoritmima iz ove kategorije, vidi [13], §to ostavljamo za dalje istrazivanje.

4.4 Eksperimentalni rezultati

Testovi ponasanja novog algoritma, merenja brzine i efikasnosti nalazenja
puteva su sprovedeni na ukupno cCetiri kategorije grafova, pri ¢emu su 3 kat-
egorije test grafova generisane, a jedna je kategorija geografskih grafova iz
realnog sveta. Kod je implementiran u programskom jeziku C#. Za sve kat-
egorije grafova su uradjeni testovi nalazenja 100, 1,000 = 1k i 10,000 = 10k
najkrac¢ih puteva. Uradjeno je po 500 testova za slu¢ajno odabrane ¢vorove
iz grafa. Testiranje je radjeno na laptop racunaru HP Envy 1050 sa proce-
sorom Intel 1720 mobile, sa 4 jezgra, L2 kes memorijom od 6 MB, sa radnim
taktom 1,6 GHz, a u turbo rezimu 2,8 GHz opremljenim sa 4 GB ram mem-
orije. Treba naglasiti da je svaki test izvrsavan u jednonitnom (single thread)
rezimu, te da nisu koriS¢ene prednosti koje donosi izvrsenje u visenitnom
(multy thread) rezimu rada.

4.4.1 Sluéajni grafovi

U kategoriji Slucajnih grafova generisani su grafovi sa brojem ¢vorova i ivica
kako je navedeno u tabeli 4.4.1.

Oznaka Grafa ¢vorova| or. ivicalavg 100|avg lklavg 10k
IR_10kN_50kE 10,000{ 100,000 15 18 21
IR_50kN_250kE 50,000{ 500,000 16 19 22
IR-100kN_500kE|  100,000{ 1,000,000 17 20 23
IR_500kN_3ME 500,000{ 6,000,000 18 21 24
IR_.1IMN_SME 1,000,000{10,000,000 19 22 25
IR_-5MN_20ME | 5,000,000{40,000,000 21 23 27
IR-10MN_30ME {10,000,000{60,000,000 21 24 27
Tabela 4.4.1.  Osobine Slucajnih grafova.
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Upotrebom generatora slucajnih brojeva birani su parovi ¢vorova koji ¢e se
povezati ivicom, a takodje je slu¢ajno birana i tezina ivice iz opsega 1 do 1000.
Poznato je da ovako generisani grafovi imaju relativno mali dijametar, $to
ima za posledicu relativno male proseéne duzine nadjenih puteva. Prosecne
duzine nadjenih puteva su prikazane u tabeli 4.4.1.

U tabeli 4.4.2 su data prosecna vremena potrebna za nalazenje najkraceg,
prvih 100, zatim prvih 1,000=1k i prvih 10,000=10k puteva za svaki od test-
nih grafova. Vremena data u tabeli 4.4.2 su u milisekundama.

Oznaka Grafa |najkraci|prvih 100|{prvih 1k|prvih 10k
IR_10kN_50kE 4 8 39 318
IR_50kN_250kE 24 37 74 376
IR_100kN_500kE 52 80 112 429
IR_500kN_3ME 411 601 639 1003
IR_1MN_5ME 874 1275 1290 1588
IR_5MN_20ME 4581 6686 6680 6944
IR_-10MN_30ME 7809 11918 12010 12437

Tabela 4.4.2.

Vremena algoritma u ms za Random grafove.

Na slikama 4.4.1, 4.4.2 i 4.4.3 su graficki prikazana vremena nalazenja 100,
pa 1,000 = 1k i 10,000 = 10k najkra¢ih puteva za svaki od grafova.

Slucajni_100
14 -
12 4
10 / ——10M_30M
/ -=-5M_20M
g 8 ——1M_5M
3 . - - - - - - - - = |——500k_3M
2 6 v ——100k_500k
“/ ——50k_250k
4 +10k_50k
2
0 '["E-r::‘i e ¥ n o n b o b o
1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
k (puteva)
Slika 4.4.1.  Vreme za 100 najkrac¢ih puteva.
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Slika 4.4.2.  Vreme za 1,000 najkra¢ih puteva.
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Slika 4.4.3.  Vreme za 10,000 najkrac¢ih puteva.

4.4.2 Greed4 grafovi

Greed grafovi predstavljaju kategoriju grafova kod kojih su ¢vorovi razmes-
teni u tackama I kvadranta Dekartovog koordinatnog sistema, ¢ije su koordi-
nate prirodni brojevi, a ivice se dodaju da povezu susedne ¢vorove. Ovde su
pod susednim ¢vorovima smatrani ¢vorovi koji se nalaze dole, levo, desno
i gore, ako su u zadatom opsegu. U literaturi se mogu naéi razlicite in-
terpretacije, koje mogu biti kvadratnog ili pravougaonog oblika resetke po
kojoj su raspodeljeni ¢vorovi. Namena ovakvih grafova je, iako imaju fiksira-
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nu strukturu, da se variraju tezine ivica (ovde od 1 do 1000), a za ¢vorove
izmedju kojih se traze najkraci putevi biraju se oni na dijagonalama resetke.
Za ovu kategoriju grafova, pojedinacni testovi su startovani za grafove sa
kvadratnom resetkom.

Oznaka Grafa| ¢vorova| or. ivicalavg 100(avg lk|avg 10k
I1G_50x50 2500 9800 104| 106 106
IG_100x100 10,000 39,600 209| 211 211
I1G_200x200 40,000| 159,200 417 418 420
IG_500x500 250,000f 998,000f 1044 1047 1045
IG-1000x1000(1,000,000| 3,996,000{  2088| 2092| 2093
I1G_2000x2000(4,000,000(15,992,000{  4177| 4181 4179
Tabela 4.4.3.  Osobine Greed4 grafova.

U ovoj kategoriji grafova generisani su grafovi sa brojem ¢vorova i ivica
kako je navedeno u tabeli 4.4.3. Namena ovakvih grafova u testiranju je da
se dobiju najkraci putevi ¢ija je duzina veca ili jednaka dvostrukoj dimen-
ziji reSetke. Prosecne duzine najkrac¢ih puteva za ovu kategoriju grafova su
navedene u tabeli 4.4.4.

U tabeli 4.4.2 su data prosecna vremena potrebna za nalazenje najkraceg,
prvih 100, zatim prvih 1,000 i prvih 10,000 puteva za svaki od testnih grafova.
Vremena u tabeli su u milisekundama.

Oznaka Grafanajkraci|prvih 100{prvih 1k/prvih 10k
IG_50x50 1 7 40 396
I1G_100x100 7 20 90 744
1G_200x200 22 43 178 1486
IG_500x500 125 174 556 3859
IG_1000x1000 509 613 1402 8295
1G_-2000x2000 2182 2409 4107 17889

Tabela 4.4.4. Vremena algoritma u ms za Greed4 grafove.

Rezultati testova za nalazenje 100, 1,000 = 1k i 10,000 = 10k najkracih
puteva su graficki prikazani na slikama 4.4.4, 4.4.5 1 4.4.6 za svaki od testnih
grafova.
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Greed4_100 puteva
30 -
25
5 - -
— + + M M -
20
—— Ok Ik
" Tk k
H i /= 500x500
2 == 200x200
v == 100x100
—a—50x50
1.0
0s
00 F 3 ——
1 10 20 a0 a0 50 gD il an an 100
k (puteva)
Slika 4.4.4.  Vreme za 100 najkrac¢ih puteva.
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Slika 4.4.5.  Vreme za 1,000 najkra¢ih puteva.
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Greed4_10k

" / —— 2k x 2k
& 1kx 1k
—/r—500x500

= 2002200
= 1002100
/ /./-/.;L ——5050
[}
4 /

1 Tk 2k 3k 4k ak Bk Tk 8k Ak 10k

sekunde
© o

k (puteva)

Slika 4.4.6.  Vreme za 10,000 najkrac¢ih puteva.

4.4.3 Greedjof8 grafovi

Greed4of8 grafovi predstavljaju kategoriju grafova kod kojih su ¢vorovi raz-
mesteni u tackama I kvadranta Dekartovog koordinatnog sistema, ¢ije su
koordinate prirodni brojevi, a ivice se dodaju da povezu susedne ¢vorove.
Ovde se pod susednim ¢vorovima na sluc¢ajan nacin biraju 4 od potencijalno
8 suseda koji se nalaze dole, levo, desno i gore, kao i dole-desno, dole-levo,
gore-levo i gore-desno. Na kraju se doda i izvestan broj ivica neophodnih da
dobijeni graf bude povezan. U literaturi se mogu naci razlicite interpretacije,
koje mogu biti kvadratnog ili pravougaonog oblika resetke po kojoj su raspo-
deljeni ¢vorovi. Namena ovakvih grafova je da iako imaju fiksiranu strukturu,
da se variraju tezine ivica (ovde od 1 do 1000), a za ¢vorove izmedju kojih se
traze najkraci putevi biraju se oni na dijagonalama resetke. Za ovu kategoriju
grafova, pojedinacni testovi su startovani za grafove sa resetkom kvadratnog
oblika. U ovoj kategoriji grafova generisani su grafovi sa brojem ¢vorova i
ivica kako je navedeno u tabeli 4.4.5.
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Oznaka Grafa| ¢vorova| or. ivicalavg 100(avg lklavg 10k
IG_50x50 2500 9800 65 66 67
IG_100x100 10,000 39,600 168| 169 172
1G_200x200 40,000| 159,200 332 333 334
IG_500x500 250,000 998,000 834] 835 832
IG_1000x1000(1,000,000| 3,996,000{ 1662| 1667| 1667
I1G_2000x2000(4,000,000(15,992,000{ 3324 3326 3332

Tabela 4.4.5.  Osobine Greed4of8 grafova.

Ovakvi grafovi namenjeni su testiranju, a ocekujemo relativno veliki broj
¢vorova na najkrac¢im putevima. Duzina ovako generisanih puteva je nesto
manja u odnosu na slicne primere Greed4 grafova.

U tabeli 4.4.6 su data prosecna vremena potrebna za nalazenje najkraceg,
prvih 100, zatim prvih 1,000=1k i prvih 10,000=10k puteva za svaki od test-
nih grafova. Vremena u tabeli su u miliseskundama.

Oznaka Grafa|najkraci|prvih 100(prvih 1k|prvih 10k
I[G_50x50 1 4 34 296
IG_100x100 5 15 85 687
1G_200x200 20 43 187 1404
IG_500x500 120 172 566 3585
I[G_1000x1000 488 599 1323 7681
I1G_2000x2000 2096 2325 3865 17074

Tabela 4.4.6. Vremena algoritma u ms za Greed4of8 grafove.

Rezultati testova za nalazenje najkrac¢eg, prvih 100, pa prvih 1,000 = 1k i
10,000 = 10k najkracih puteva su graficki prikazana na slikama 4.4.7, 4.4.8
i 4.4.9 za svaki od testnih grafova.
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Slika 4.4.7.Vreme za 100 najkracih puteva.
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Slika 4.4.8.Vreme za 1,000 najkra¢ih puteva.
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Slika 4.4.9.Vreme za 10,000 najkracih puteva.

4.4.4 Geografski grafovi

Geografskim grafovima predstavljamo geografske entitete na nekoj teritoriji.
Imaju osobinu da su veliki, realni i da najkraci putevi za dva ¢vora na njima
mogu imati veliki broj medjucvorova, ¢ak vise hiljada. Ovde su u svrhe testi-
ranja uzeti primeri geografskih grafova za delove 50 kontinentalnih, saveznih
drzava u okviru USA, kao i ceo USA graf. Postoje verzije ovih grafova ¢ije
tezine ivica predstavljaju rastojanja, kao i vremena. Testiranje je uradjeno na
grafu ¢iji ¢vorovi predstavljaju naselja, a ivice duzine direktnog puta izmedju
njih. Testni grafovi iz ove kategorije su preuzeti sa [11]. Skracenice koje se
javljaju na kraju naziva grafova predstavljaju delove USA: COL - saveznu
drzavu Kolorado, FLA - Floridu, LKS - oblast Velikih jezera, E, W i CTR -
istocni, zapadni i centralni deo USA, dok USA - predstavlja sva naselja u 50
kontinentalnih drzava u okviru USA.

Dimenzije odgovarajué¢ih grafova su date u tabeli 4.4.7.
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Oznaka Grafa ¢vorova| or. ivicalavg 100|avg lklavg 10k
USA-road-d.COL| 435,666| 1,057,066 659 660 661
USA-road-d.FLA | 1,070,376| 2,712,798 1070[ 1071 1072
USA-road-d.LKS | 2,712,798| 6,885,658 2418 2419 2419
USA-road-d.E 3,598,623| 8,778,114 2113 2114| 2114
USA-road-d.W 6,262,104|15,248,146|  2579| 2579 2580
USA-road-d.CTR|14,081,816(34,292,496|  3498| 3498| 3499
USA-road-d.USA |23,947,347|58,333,344|  5276| 5277| 5277
Tabela 4.4.7.  Osobine USA-road grafova.

Ovakvi grafovi u testiranju pokazuju prosecan broj ¢vorova na najkraéim
putevima od po nekoliko hiljada ¢vorova i stoga su vrlo zahtevni.

Tabela sadrzi prosecna vremena potrebna za nalazenje najkraceg, prvih
100, zatim prvih 1,000=1k i prvih 10,000=10k puteva za svaki od testnih
grafova. Vremena u tabeli su u milisekundama.

Oznaka Grafa majkraci|prvih 100/prvih 1k|prvih 10k
USA-road-d.COL 163 182 340 1645
USA-road-d.FLA 307 341 609 2991
USA-road-d.LKS 782 854 1418 6319
USA-road-d.E 952 1013 1553 6051
USA-road-d.W 1775 1850 2591 7560
USA-road-d.CTR 4389 4492 5505 12980
USA-road-d.USA 7433 7591 8846 21961

Tabela 4.4.8.  Vremena algoritma u ms za USA-road grafove.

Rezultati testova koji pokazuju vremena potrebna za nalazenje najkraceg,
prvih 100, zatim 1,000=1k i 10,000=10k najkrac¢ih puteva su graficki prikazani
na slikama 4.4.10, 4.4.11 i 4.4.12 za svaki od testnih grafova.
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Slika 4.4.10.  Vreme za 100 najkrac¢ih puteva.
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Slika 4.4.11.  Vreme za 1,000 najkra¢ih puteva.
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Slika 4.4.12.  Vreme za 10,000 najkracih puteva.

4.5 Zakljucak

Predlozeni pristup realizovan kroz novi algoritam daje krac¢e vreme izvrsenja
u nalazenju k najkrac¢ih puteva od postojec¢ih algoritama. Pascoal je dala
u [39] uporedni pregled rezultata testiranja vise algoritama ¢iji su autori
Yen, Katoh sa koautorima, Martins i Pascoal, sa u tom radu predlozenim
algoritmom, nazvanim hibridni algoritam ( HY - Hybrid algorithm). Testovi
sa merenjem vremena su sprovedeni na racunaru sa procesorom Intel Pentium
4 na 3GHz, 2 MB procesorskog kesa, sa 1GB RAM, pod SUSE Linuxom 9.3.
Prema rezulatima Pascoal [39] najbrzi algoritam je hibridni algoritam.

Testovi u disertaciji su izvrsavani na laptop racunaru HP Envy 1050 sa
procesorom Intel 1720 mobile, sa 4 jezgra, L2 keS memorijom od 6 MB, sa
radnim taktom 1,6 GHz, a u turbo rezimu 2,8 GHz opremljenim sa 4 GB
ram memorije i naglasavam da je svaki test izvrsavan u jednonitnom (single
thread) rezimu. Iako nisu u pitanju isti racunari na kojima je vrseno testi-
ranje, da¢emo poredjenje prosecnih vremena dobijenih za najvece grafove iz
[39] i najbrzi hibridni algoritam sa novim algoritmom predlozenim u diserta-
ciji.

Za kategoriju slucajnih grafova HY algoritam za graf sa 2% = 32768
¢vorova 100 najkrac¢ih puteva nadje za oko 1.14 s, dok 1000 puteva nadje
za oko 10 s. Novi algoritam u grafu sa 50,000 ¢vorova nadje najkrac¢ih 100
puteva za 37 ms, dok mu je za 1000 potrebno 74 ms. Hybridnom algoritmu HY
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je za najvedi testirani slucajni graf sa 22! ¢vorova za nalazenje 100 najkraé¢ih
puteva potrebno 166,7 s, dok je novom algooritmu za graf sa 5 - 106 = 5M
¢vorova potrebno 6.686 s.

Za kategoriju greed4 grafova, koji se u [39] oznacavaju prefiksom Square,
HY algoritam za graf sa 2'8 ¢vorova u kvadratu dimenzija 22 x 2° nadje 100
najkrac¢ih puteva za 104.98 s, dok novi algoritam za greed4 graf sa ¢vorovima
u kvadratu dimengzija 500 x 500 nadje 100 najkrac¢ih puteva za 174 ms.

Za kategoriju geografskih grafova za u [39] najvedi testirani graf Usa-road-
d-coL hibridnom algoritmu je za nalazenje 100 najkracih puteva potrebno
472.97 s, a novom algoritmu svega 182 ms.

Testovi su pokazali da je najveée ubrzanje u odnosu na hybridni algori-
tam u kategoriji grafova sa ve¢im brojem ¢vorova na nadjenim putevima,
pa posledicno i ve¢em broju kandidatskih puteva generisanih devijacijom.
Napomenimo i da je najveéi testirani geografski graf u [39], UsaA-road-d-coL,
zapravo najmanji iz kategorije geografskih grafova obradjivanih u disertaciji.
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