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Uvod

Teoriju binarnih relacija uveo je A. De Morgan jo$ daleke 1860. godine,
neposredno nakon pojave sada ve¢ klasicne Booleove logike, na kojoj se
teorija binarnih relacija bazira. Ta teorija se potom razvijala kao jedna od
najvaznijih disciplina Booleove matematicke logike, i danas su na njoj zasno-
vane skoro sve oblasti matematickih i racunarskih nauka, a ima veoma znaca-
jne primene i u drugim naukama. Sa pojavom visevrednosnih logika krenulo
se 1 sa proucavanjem viSevrednosnih relacija. Verovatno najbolji okvir za
izu¢avanje visevrednosnih relacija pruzila je teorija fazi skupova, odnosno
fazi logika. Koncept fazi relacije uveo je L. A. Zadeh [207], u istom radu u
kome je uveo i koncept fazi skupa. U originalnoj Zadehovoj definiciji fazi
skupa i fazi relacije, istinitosne vrednosti su uzimane iz realnog jedini¢nog
intervala [0, 1], a nesto kasnije, J. A. Goguen [84] je predlozio uzucavanje fazi
skupova i relacija koje uzimaju istinitosne vrednosti u proizvoljnoj mrezi.

Veliki podstrek daljem razvoju teorije fazi relacija dalo je i izucavanje sis-
tema fazi relacijskih jednacina i nejednacina, koje je 1974. godine pokrenuo
E. Sanchez. Potreba za izu¢avanjem tih sistema proizasla je iz Sanchezovih
istrazivanja usmerenih ka primenama u medicini, ali kasnije su ti sistemi, kao
i fazi relacije uopste, pronasli i mnogo Sire polje primena, tako da se danas ko-
riste u fazi kontroli, diskretnim dinamickim sistemima, reprezentaciji znanja,
identifikaciji fazi sistema, prognoziranju fazi sistema, teoriji odlucivanja, fazi
ekstrakeiji informacija, fazi prepoznavanju oblika, kompresiji i rekonstrukciji
slika, i u drugim oblastima.

Distributivne mreze i srodne mrezno-uredene algebarske strukture, kao $to
su reziduirane mreze, mrezno-uredeni monoidi i druge, predstavljaju odli¢cnu
podlogu za izuc¢avanje visevrednosnih relacija. Naime, uredenje i neka druga
dobra svojstva ovih struktura, kao sto su idempotentnost supremuma i dis-
tributivnost infimuma ili mnoZzenja u odnosu na supremum, omogucuju da se
mnoga vazna svojstva klasi¢nih dvovrednosnih relacija prenesu i na visevred-
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nosne relacije. Na primer, moguce je definisati tranzitivnost, fazi ekvivalen-
cije i fazi kvazi-uredenja (ili fazi pred-uredenja, u nekim izvorima), efektivno
reSavati fazi relacijske jednacine i nejednacine, itd.

Centralnu temu ove doktorske disertacije, temu ka kojoj gravitiraju sve
ostale teme, predstavljaju bisimulacije. Bisimulacije su u okviru teorije
konkurencije (konkurentnih izra¢unavanja), uveli R. Milner [145] i D. Park
[150], kao relacije izmedu stanja dva sistema pomocu kojih bi se modeli-
rala ekvivalencija izmedu tih stanja, a takode i kao veoma uspesno orude
za redukciju broja stanja tih sistema. Otprilike u isto vreme, ali nezav-
isno, bisimulacije su se pojavile i u modalnoj logici (Kripkeovi sistemi) i
teoriji skupova. Danas one imaju izuzetno vazne primene u mnogim oblas-
tima racunarskih nauka, kao $to su funkcionalni jezici, objektno-orijentisani
jezici, baze podataka, analiza i verifikacija programa, itd.

Struktura na kojoj su simulacije i bisimulacije do sada najceS¢e izucavane
su oznaceni tranzicioni sistems, a delimi¢no, bisimulacije su izucavane i kod
nedeterministickih automata. U ovoj disertaciji razmatrace se bisimulacije
u okviru teorije fazi automata, gde bisimulacije do sada nikada nisu izuca-
vane, kao i u okviru teorije tezinskih (weighted) automata, gde postoji samo
nekoliko skorijih radova koji su se bavili tom problematikom. Izucavace se
dve vrste simulacija (direktne i povratne simulacije), ¢ijom kombinacijom
se dobijaju Cetiri vrste bisimulacija (direktne, povratne, povratno-direktne i
direktno-povratne bisimulacije). U brojnim radovima koji su se bavili bisim-
ulacijama uglavnom je razmatran samo jedan tip bisimulacija, one koje se
ovde nazivaju direktnim bisimulacijama. Postoji nekoliko radova u kojima
je napravljena razlika izmedu direktnih i povratnih simulacija i direktnih
i povratnih bisimulacija, ali se manje ili viSe ti koncepti razlikuju od is-
toimenih koncepata koji se ovde razmatraju. Znatno blizi ovim koncep-
tima direktne i povratne bisimulacije su istoimeni koncepti koje su nedavno
razmatrali J. Hogberg, A. Maletti i J. May [100] u okviru teorije tree au-
tomata, a konceptu povratno-direktne bisimulacije odgovara koncept koji je
pod razli¢itim imenima razmatran u okviru teorije tezinskih automata (P.
Buchholz [23] i drugi). Izu¢avanje bisimulacija bi¢e u konjunkciji sa nedavno
uvedenim konceptom uniformnih fazi relacija. Naime, rekli smo da je glavna
uloga bisimulacija da modeliraju ekvivalenciju izmedu stanja istog ili ra-
zlicitih automata. Medutim, bisimulacije obezbeduju jedino kompatibilnost
sa prelazima, inicijalnim i zavrsnim stanjima automata, ali se ne ponasaju
kao ekvivalencije. Vrsta fazi relacija koje se mogu shvatiti kao fazi ekviva-
lencije izmedu elemenata razli¢itih skupova su uniformne fazi relacije, koje
su nedavno uveli M. Ciri¢, J. Ignjatovi¢ i S. Bogdanovi¢ [41]. Rezultati do-
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bijeni i publikovani u radu [42] pokazuju da konjunkcija ova dva koncepta,
uniformnih fazi relacija i bisimulacija, obezbeduje veoma moc¢no sredstvo za
izuCavanje ekvivalencije izmedu fazi automata.

Simulacije i bisimulacije izmedu fazi automata definisu se pomocéu izves-
nih sistema fazi relacijskih jednacina i nejednacina, i njihovo izucavanje
prirodno pokreée neka opstija pitanja koja se ticu nalazenja reSenja sis-
tema fazi relacijskih jednacina i nejednacina. U homogenom slucaju, kada
se razmatraju fazi relacije na jednom skupu, takvi sistemi, nazvani slabo
linearnim sistemima, prouceni su nedavno u radu J. Ignjatovi¢, M. Cirica i
S. Bogdanovica [106]. U ovoj disertaciji bi¢e izu¢avani slabo linearni sistemi
u heterogenom slucaju, kada nepoznata fazi relacija u tim sistemima jeste
fazi relacija izmedu dva razli¢ita skupa. Dobijeni rezultati deo su rada [108].

Drugi vazan tip visevrednosnih relacija su visevrednosne relacije izmedu ko-
nacnih skupova (ili na kona¢nom skupu) sa vrednostima u polju, prstenu ili
poluprstenu. Takve visevrednosne relacije poznate su kao matrice. Dobro je
poznato da su matrice intenzivno izucavane pre svega kao mocéno sredstvo
za reSavanje sistema jednacCina i nejednacina, ali su veoma retko razma-
trane kao uopstenja klasi¢nih dvovrednosnih relacija. Postoje verovatno dva
glavna razloga za to. Prvo, za razliku od uredenih struktura koje se koriste
kao osnova teorije fazi relacija, poluprsteni ne moraju biti uredeni. Drugo,
opet za razliku od struktura koje leze u osnovi teorije fazi skupova, skup
{0, 1}, koji se sastoji od nule i jedinice poluprstena, ne mora da bude pod-
poluprsten, pa se matrice sa vrednostima u skupu {0, 1} ne mogu razmatrati
kao klasi¢ne dvovrednosne relacije. Ovi problemi se mogu prevaziéi ako se
vrednosti uzimaju u poluprstenima iz jedne prili¢no Siroke i veoma znaca-
jne klase poluprstena, klase aditivno idempotentnih poluprstena. Toj klasi
pripadaju mnogi veoma vazni tipovi poluprstena, kao sto su dobro poz-
nati tropski poluprsteni, arkticki poluprsteni, Viterbiev poluprsten, Booleov
prsten, i drugi. Treba reé¢i i da aditivno idempotentni poluprsteni imaju
znacajne primene u mnogim oblastima matematike, racunarskih nauka, i
operacionih istrazivanja, na primer, u teoriji automata i formalnih jezika,
teoriji optimizacije, idempotentnoj analizi, teoriji programskih jezika, analizi
podataka, teoriji diskretnih sistema dogadaja, algebarskom modeliranju neo-
dredenosti i neizvesnosti, algebri formalnih procesa, itd. Posebno, primene
aditivno idempotentnih poluprstena uklju¢uju resenja brojnih problema op-
timalnih puteva u grafu, proSirenja klasi¢nih algoritama za nalazenje na-
jkraéih puteva na Siroku klasu neklasi¢nih problema nalazenja puteva, resa-
vanje raznih nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina, kao Sto su
Hamilton-Jakobijeva i Biirgersova jednacina, ¢iji znacaj je veoma dobro poz-
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nat u fizici, itd.

Veoma vazan tip aditivno idempotentnih poluprsena c¢ine max-plus alge-
bre. One imaju vazne primene u diskretnoj matematici, ra¢unarskim je-
zicima, lingvistickim problemima, kona¢nim automatima, grafovskim prob-
lemima optimizacije, diskretnim sistemima dogadaja i Petrijevim mrezama,
stohastickim sistemima, i sli¢no. Posebno su interesantne iz razloga sto
mnogi nelinearni problemi u tradicionalnom smislu postaju linearni kada se
posmatraju nad max-plus algebrom. Prvi poznati radovi u kojima se pos-
matraju sistemi max-linearnih jednacina su radovi S. Kleenea [120] i R. A.
Cuninghame-Greena [46]. Kasnije, u mnogim radovima izuCavani su sis-
temi matri¢nih jednacina i nejednacina nad max-plus algebrom kod kojih se
nepoznata matrica nalazi na jednoj strani, tzv. jednostrani sistemi, a tek od
skora se paznja poklanja dvostranim sistemima kod kojih se nepoznata ma-
trica nalazi na obe strane jednakosti, odnosno nejednakosti |25, 52, 53, 195].
Dobijeni rezultati [54] pokazuju da se mnogi metodi i metodologije koriséene
u izuCavanju sistema fazi relacijskih jednacina i nejednacina mogu preneti i
na dvostrane sisteme max-linearnih jednac¢ina i nejednacina.

Kona¢ni tezinski automati, kao i njihova ponasanja (engl. behavior), definisu
se pomo¢u matrica i formalnih stepenih redova, pa se u teoriji kona¢nih tezin-
skih automata koriste mnoge metode linearne algebre nad poluprstenima.
Ukoliko tezine uzimaju vrednosti iz aditivno idempotentnog poluprstena,
onda se tezinska matrica prelaza, pocetni i zavrsni tezinski vektori mogu
tretirati kao tezinske relacije.

Ova doktorska disertacija sastoji se iz pet glava. U prvoj glavi disertacije
bi¢e uvedeni osnovni pojmovi i navedeni glavni rezultati teorije mreza, teorije
fazi skupova i teorije fazi relacija, kao i teorije poluprstena, matrica nad
poluprstenima, i formalnih stepenih redova. Potom u drugoj glavi ¢e se preci
na dublje izuCavanje svojstava raznih fazi relacija nad potpunim reziduiranim
mrezama, a glavna tema ove glave je trazenje reSenja slabo linearnih sistema
fazi relacijskih jednacina i nejednac¢ina u bipartitnom slucaju. U trecoj glavi
ti rezultati ¢e biti primenjeni na izucavanje bisimulacija izmedu fazi au-
tomata.

Metodologija razvijena u Glavama 2 i 3 ¢e u Glavama 4 i 5 biti primen-
jena na izucavanje viSevrednosnih relacija nad poluprstenima i bisimulacija
izmedu tezinskih automata. Kao Sto je ve¢ receno, glavnu ulogu u tome
igra¢e aditivno idempotentni poluprsteni, kao struktura u kojoj razmatrane
visevrednosne relacije uzimaju vrednosti.
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Glava 1

Uvodni pojmovi 1 rezultati

1.1 Relacije i preslikavanja

U ovom poglavlju bi¢e napravljen kratak osvrt na neke dobro poznate al-
gebarske pojmove, oznake i rezultate koji ée biti koriSéeni u daljem radu.
Svi nedefinisani pojmovi iz univerzalne algebre mogu se pronaé¢i u mono-
grafijama G. Gratzer [89], S. Burris, H. P. Sankappanavar [24] i G. Birkhoff,
T. Barti [18]. Terminologija i sistem oznaka su pre svega u skladu sa S.
Bogdanovi¢, M. Ciri¢ [20] i M. Ciri¢, T. Petkovié¢, S. Bogdanovié¢ [43].

Neka je H neprazan skup. Pod pojmom binarne relacije na H podra-
zumevamo svaki podskup & skupa H?2, pri ¢emu to moze biti i prazan pod-
skup. Budué¢i da ¢emo nadalje raditi i sa drugim vrstama relacija (fazi
relacije, tezinske relacije), onda éemo ove relacije nazivati obicne ili krisp
relacije. Specijalne relacije na skupu H koje su vredne paznje su prazna
relacija, sa oznakom &, relacija jednakosti Ay = {(z,x) | x € H}, koja
se takode naziva i dijagonala ili identicka relacija, i univerzalna ili puna
relacija Vg = H x H. U slucajevima kada ne postoji opasnost od zabune,
mi izostavljamo indeks H u Ay i Vg i piSemo prosto A i V. Ako je € relacija
na H i (a,b) € £, tada kazemo da su a i b u relaciji £ i obi¢no izrazom “a&b”
zamenjujemo izraz “(a,b) € £”. Proizvod relacija £, n € B(H) je relacija
& on definisana sa

con={(a,c) € Hx H|(3be H)alb,bnc} .
Za & binarnu relaciju £ na nepraznom skupu H, relacija

5_1 = {(a>b)1| (bv CL) € 5}



2 1.1. Relacije @ preslikavanja

naziva se inverzna ili obratna relacija relacije &, a relacija

¢ ={(a,b) | (a,b) & &}
naziva se suprotna relacija ili negacija relacije &, a skupovi
domé={a€e H|(Fbe H)alb} i ranf={be H | (Ja € H)alb}
nazivaju se domen i rang relacije &, tim redom.
Zaa € H pisemo af={re€ H|azx} i Ca={xe€ H|za}.

Neka su H i K neprazani skupovi i ¢ relacija na H U K. Ako je (a,b) € ¢
samo ako je a € H, b € K i za svaki a € H postoji tacno jedan b € K
takav da je (a,b) € ¢, onda kazemo da je ¢ preslikavanje (funkcija) iz H u
K, sto simbolicki oznac¢avamo sa ¢ : H — K. Element b nazivamo slikom
elementa a pri preslikavanju ¢ i koristimo oznake ¢ : a — b i a¢p = b, kao i
funkcionalni zapis ¢(a) = b.

Proizvod preslikavanja se definiSe kao specijalan slucaj proizvoda relacija.
Ako su H,K i L neprazni skupovi, i ¢ : H — K iy : K — L, onda je
funkcija ¢ oty : H — L data sa ¢ o (a) = (¢(a)), za svako a € K.

Neka su H i K neprazni skupovi i ¢ : H — K. Preslikavanje ¢ je jedan-
jedan ako za sve a,b € H, ¢(a) = ¢(b) povlati a = b. Osim ovog naziva
koristicemo i nazive injektivno preslikavanje ili injekcija. Sa druge strane,
ako je ¢(H) = K, tj. ako za svaki b € K postoji a € H takav da je ¢(a) = b,
tada kazemo da je ¢ preslikavanje na K, odnosno da slika H na K. Takode
govorimo i da je ¢ sirjektivno preslikavanje ili sirjekcija. Preslikavanje ¢
nazivamo bijektivnim preslikavanjem, bijekcijom ili obostrano jednoznacnim
preslikavanjem ako je ¢ i jedan-jedan i na.

Preslikavanje iy : H — H nepraznog skupa H definisano sa ig(z) = z, za
svaki x € H, nazivamo identickim preslikavanjem skupa H. Neka su H i K
neprazni skupovi i neka ¢ : H — K. Ako postoji ¥ : K — H tako da je
po =iy iyYoyp =ik, tada kazemo da je ¥ inverzno preslikavanje od
. Ako je v inverzno preslikavanje od ¢ prema gornjoj definiciji, tada je
¥ = o1, gde je ¢! inverzna relacija od . Preslikavanje ¢ neraznog skupa
H u neprazan skup K ima inverzno preslikavanje ako i samo ako je bijekcija.

Osim preslikavanja za nas ¢e biti narocito interesantna tri tipa relacija, i to
relacije parcijalnog uredenja, relacije kvazi-uredenja i relacije ekvivalencije.
Neka je H neprazan skup. Relacija & na skupu H je:
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— refleksivna, ako je aa, za svaki a € H, tj. ako je Ay C&;

— simetricna, ako za a,b € H, iz a&b sledi béa, tj. ako je £ C 71

— anti-stmetricna, ako za a,b € H, iz a&b i b&a sledi da je a = b, tj. ako
je&N&t = Ap;

— tranzitivna, ako za a,b,c € H, iz a&b i béc sledi aéce, tj. ako je £ C €.

Refleksivnu i tranzitivnu relaciju nazivamo kvazi-uredenjem. Refleksivnu,
antisimetri¢nu i tranzitivnu relaciju nazivmo uredenjem ili relacijom poretka.
Refleksivnu, simetri¢nu i tranzitivnu relaciju nazivamo relacijom ekvivale-
ncije ili samo ekvivalencijom. O uredenjima c¢e viSe re¢i biti u narednim
glavama, dok ¢emo se ovde pozabaviti relacijama ekvivalencije. Neka je 6
relacija ekvivalencije na skupu H. Ako su elementi a,b € H u relaciji 0,
tj. abb, tada kazemo i da su oni 8-ekvivalentni. Skup af nazivamo klasom
ekvivalencije elementa a € H u odnosu na @ ili krace 6-klasom elementa
a. Jasno je da je u tom slucaju a € af. Skup svih 6-klasa oznacavamo
sa H/0 i nazivamo ga faktor skupom skupa H, ili prosto faktorom skupa
H, u odnosu na . Preslikavanje 6% : a — af koje slika skup H na faktor
skup H /60 nazivamo prirodnim preslikavanjem skupa H odredenim relacijom
ekvivalencije §. Sa druge strane, neka su H i K neprazni skupovii ¢ : H —
K. Relaciju ker¢ = {(z,y) € H x H | ¢(z) = ¢(y)} na skupu H nazivamo
jezgrom preslikavanja ¢. Vezu izmedu relacija ekvivalencije i preslikavanja
daje nam naredna teorema

Teorema 1.1. Neka je H neprazan skup. Ako je ¢ preslikavanje skupa H u
skup K, tada je ker ¢ relacija ekvivalencije na H. Osim toga, za proizvoljnu
relaciju ekvivalencije 0 na H je ker (9”) =40.

Struktura je skup snabdeven operacijama i relacijama zadatih arnosti. Arnost
relacija i operacija se odreduje tzv. tipom. Formalno, tip je uredena tro-
jka 7 = (R, F,0) koja se sastoji iz skupa simbola relacija R, skupa simbola
operacija F', pri cemu je RN F = &, i preslikavanja 0 : RU F — Ny. Za
s € RUFsao(s) je data arnost simbola s. Struktura tipa (R, F, o) je trojka
A= (A, R F4), gde je A neprazan skup (skup nosac), R* = {r4 C A7(") |
r € R} je skup relacija 7 koje odgovaraju relacijskim simbolima r € R,
i FA = {f4: A°) 5 A | f € F} je skup operacija f* koje odgovaraju
simbolima f € F. Ako ne postoji opasnost od zabune, izostavlja¢emo indeks
A, i pisa¢emo jednostavno 7 i f umesto r4 i f4.

Algebra je struktura A tipa 7 = (R, F,0) sa R = @ (struktura bez relacija),
i u tom slucaju pisemo (F,o) i (A, F4). Ako jejosi F = {fi,..., fu}, onda
piSemo jednostavno (A, fi,..., fn)-
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Relacijski sistem je je struktura A tipa 7 = (R, F,0) sa F' = & (struktura
bez operacija), i u tom sluc¢aju pisemo (R, o) i (A, R4). Ako je jos i R =
{r1,...,rn}, onda pisemo jednostavno (A,ry,...,7,).

Neka je A = (A, F) algebra tipa (F, o). Podskup B C A je poduniverzum
od A ako je zatvoren za sve fundamentalne operacije algebre A, tj. ako za
svaki f € F, n = o(f) i proizvoljne ay,...,a, € B vaz f4(ai,...,a,) € B.
Svaki poduniverzum B # & snabdeven sa operacijama koje su restrikcije
na B operacija algebre A jeste algebra istog tipa (F, o) koju nazivamo je
podalgebrom od A.

Neka je 6 binarna relacija na algebri A = (A, F') tipa (F, o). Ako je f € F,
n = o(f), tada kazemo da je 0 saglasna (kompatibilna) sa fundamentalnom
operacijom f4 ako iz a;0b;, za sve i € [1,n], sledi

fA (al,a2, P ,CLn) QfA (bl, bg, e ,bn) .

Relaciju ekvivalencije koja je saglasna sa svim fundamentalnim operacijama
na algebri A nazivamo relacijom kongruencije na A, ili krace samo kongru-
encijom na A. Skup svih kongruencija definisanih na algebri A oznaci¢emo
sa Con(A). Za datu algebru A = (A, F) i kongruenciju § € Con(A),
koli¢nicki skup A/6 takode se moZze naciniti algebrom istog tipa ako fun-
damentalne operacije na A/6 definiSemo na sledeé¢i nacin: za svaki f € F,
n = o(f) i proizvoljne ay,...,a, € A stavljamo da je f4%(a,0,..., a,0) =
(fAay,...,a,))0. Algebru A/0 = (A/0, F4/%) sa ovako definisanim funda-

mentalnim operacijama nazivamo faktor (kolicnicka) algebra od A po 6.

Neka su A i B algebre istog tipa. Preslikavanje ¢ : A — B je homomorfizam
algebri A i B ako za svaki f € F, n = o(f) i proizvoljne ay,...,a, € A vazi

¢(fA (ala"-7an)) = fB (¢<a1)7""¢(an))‘

Vezu izmedu kongruencija i homomorfizama daje nam sledeca teorema.

Teorema 1.2 (Teorema o homomorfizmu). Ako je 0 kongruencija na
algebri A tipa 7, tada je 0° homomorfizam od A na A/0.

Obratno, ako je ¢ homomorfizam algebre A tipa T na algebru B istog tipa,
tada je ker ¢ kongruencija na A i reslikavanje ® : A/ ker ¢ — B, definisano
sa

d(aker ) = ¢(a),

za a € A, jeste izomorfizam iz A/ ker ¢ u B.
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Za kongruenciju , homomorfizam 6% se naziva prirodni homomorfizam kon-
gruencije 0, a za homomorfizam ¢, kongruencija ker ¢ se naziva jezgro ho-
momorfizma ¢.

Teorema 1.3 (Druga teorema o izomorfizmu). Neka je A algebra tipa
T i neka su 0 i p kongruencije na A takve da je 0 C p. Tada relacija p/0 na
A/0 definisana sa

p/0 = {(ab,00) € (A/0) x (A/0) | (a,b) € p}
jeste kongruencija na A/ i (A/0)/ (p/0) = A/p.

1.2 Uredeni skupovi i mreze

U ovom poglavlju bi¢e uvedeni neki pojmovi i bi¢e dati neki rezultati koji se
ticu koncepta uredenog skupa. Takode, bi¢e navedena dva standardna pri-
stupa definisanju mreza (mreza kao relacijska struktura i mreza kao algebra).
Svi pojmovi i oznake su u skladu sa G. Grétzer [90], G. Birkhoff [17] i S.
Roman [172].

Podsetimo se da refleksivnu, antisimetricnu i tranzitivnu relaciju na skupu
A nazivamo parcijalnim uredenjem na A, ili krace samo uredenjem na A.
Uredenja najcesc¢e oznacavamo simbolom <. Par (A, <) koji se sastoji od
skupa A i parcijalnog uredenja < na njemu nazivamo parcijalno uredenim
skupom, ili kra¢e samo uredenim skupom. Uredenje < na A nazivamo lin-
earnim ako za sve a,b € A vazi a < b ili b < a, i u tom slu¢aju kazemo da
je A linearno ureden skup ili lanac.

Za preslikavanje ¢ koje slika ureden skup A u ureden skup B kazemo da je
1zotono ili rastuce ili da ocuvava uredenje ako za sve a,b € A, iz a < b sledi
o(a) < ¢(b). Slicno, za preslikavanje ¢ iz A u B kazemo da je antitono ili
da je opadajuce ako za sve a,b € A, iz a < bsledi ¢(b) < ¢(a). Za ¢ kazemo
da je izomorfizam uredenih skupova A i B, ili uredajni izomorfizam iz A na
B, ako je ¢ bijekcija iz A na B i ¢ i ¢! su izotona preslikavanja. Sa druge
strane, za ¢ kazemo da je dualni izomorfizam uredenih skupova A i B, ili
dualni uredajni izomorfizam iz A na B, ako je ¢ bijekcijaiz Ana Bigig¢™!
su antitona preslikavanja.

Neka je A ureden skup. Za element a € A kazemo da je

— minimalan element skupa A, ako u A ne postoji element strogo manji
od njega, tj. ako za x € A, iz x < a sledi z = q;



6 1.2. Uredeni skupovi i mreZe

— maksimalan element skupa A, ako u A ne postoji element strogo veci
od njega, tj. ako za v € A, iz a < z sledi a = x;

— najmangi element skupa A, ako je manji od svakog drugog elementa iz
A, tj. ako je a < x, za svaki x € A,

— najveci element skupa A, ako je veéi od svakog drugog elementa iz A,
tj. ako je x < a, za svaki x € A.

Neka je H neprazan podskup uredenog skupa A. Za element a € A kazemo
da je

— gornja granica skupa H, ako je x < a, za svaki v € H;

— donja granica skupa H, ako je a < z, za svaki x € H;

— najmanga gornja granica, ili supremum, skupa H, ako je a najmanji
element skupa svih gornjih granica skupa H, tj. ako je a gornja granica
skupa H i za svaku gornju granicu b skupa H vazi a < b;

— najveca donja granica, ili infimum, skupa H, ako je a najveci element
skupa svih donjih granica skupa H, tj. ako je a donja granica skupa
H i za svaku donju granicu b skupa H vazi b < a.

Supremum skupa H, ako postoji, ozna¢avamo sa \/ H, a infimum, takode
ako postoji, sa A\ H. Ukoliko je H = {x; | i € I}, tada umesto \/ H i A H
pisemo redom \/,.; x; i A,c; i, a ako je I = {1,2,...,n}, za neki n € N,
tada umesto gornjih oznaka koristimo oznake \/!_, z; i Al_; z;.

Ureden skup ¢iji svaki dvoelementni podskup ima supremum i infimum nazi-
vamo mreZom. Lako se dokazuje da i svaki konac¢an podskup mreze ima
supremum i infimum. Za beskonac¢ne podskupove mreze to ne mora da vazi.

Ureden skup L je gornja (donja) polumreza ako svaki dvoelementni, a samim
tim 1 svaki kona¢an, podskup od L ima supremum (infimum).

Ako je L mreza, tada se na L mogu definisati dve binarne operacije A i V sa
A:(a,b)—>aNb i V:(a,b) — aVb.

Po analogiji sa odgovarajué¢im operacijama na skupovima, operacije V i A
naziva¢emo, redom, unijom i presekom. Drugim re¢ima, govori¢emo da je
\V H unija skupa H, a a Vb je unija elemenata a i b, i slicno, da je A\ H
presek skupa H, a a A\ D je presek elemenata a i b. Koriste¢i operacije unije i
preseka, mrezu mozemo definisati i kao univerzalnu algebru sa dve binarne
operacije koje zadovoljavaju nekoliko specijalnih uslova. Naime, neposredno
se dokazuje sledeca teorema.
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Teorema 1.4. Ako je L mreza, tada je (L, \,V) univerzalna algebra takva
da za sve x,y,z € L vaZe sledeci uslovi:

(L1) seNz =z, zVr =1 (idempotentnost)
(L2) xANy=yANz,zVy=yVaz (komutativnost)
(L3) (xkAy)ANz=aAN(yANz),(xVy)Vz=xV(yVz) (asocijativnost)
( (

L4) zAN(zVy) =z, zV(xAy) =x apsorpcija)

Obratno, ako je L algebra sa dve binarne operacije A iV koje zadovoljavaju
uslove (L1) — (L4), tada je L mreZa, u odnosu na parcijalno uredenje <
definisano sa

a<besanb=a (ili ekvivalentno a < b< aVb=0>).

Uslove (L1) — (L4) u prethodnoj teoremi nazivamo aksiomama mreZe. Tre-
tiranje mreze kao univerzalne algebre omogucava nam da kao i kod svake
druge univerzalne algebre govorimo o podmrezama, kongruencijama, homo-
morfizmima, izomorfizmima, direktnim proizvodima mreza itd.

Jasno, u terminima univerzalne algebre, polumreZa je algebarska struktura sa
jednom binarnom idempotentnom, komutativnom i asocijativnom operaci-
jom.

Neprazan podskup H mreze L naziva se podmreZa mreze L ako za svaka dva
elementa a,b € H vaziaNbe HiaVbe H.

Zamrezu Lia € L,podmreze [a) ={r € L|a<z}i(a]={re€L|x<a}
su poluotvoreni intervali mreze L, a za a,b € L takve da je a < b, podm-
reze (a,b) = {r € L|a<x<b}ila,b ={reLl]|a<xz<b} su otvoreni
interval i zatvoreni interval (segment) mreze L, tim redom.

Neprazan podskup J mreze L naziva se ideal mreze L ako vazi: za sve
a,x € Lyizx <aia € Jsledixz € Jizaproizvoljne a,b € J je aVb € J. Nije
tesko pokazati da je J ideal mreze L ako vazi a Vb € J ako i samo ako a €
J i b€ J Neprazan podskup F mreze L je filter ili dualni ideal mreze L ako
vazi za sve a,x € F',iz a < xia € F sledi x € F i za proizvoljne a,b € F
jeaANbeF.

Neka je element a € L. Primetimo, tada da su poluotvoreni intervali (a]
i [a), redom ideal, odnosno dualni ideal mreze L i nazivaju se glavni ideal
mreze L generisan sa a i glavni dualni ideal (glavni filter) mreze L generisan
sa a.
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Sto se ti¢e izomorfizama mreza, oni se mogu povezati sa izomorfizmima
uredenih skupova na nacin koji prikazuje sledec¢a teorema.

Teorema 1.5. Neka su L @ K mreZe © neka je ¢ preslikavanje iz L u K.
Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(1) ¢ je izomorfizam mreZe L na mrezu K;
(11) ¢ je sirjekcija iz L na K i za proizvoljne a,b € L vaZi

a<bs dla) < ob);

(1i1) ¢ je uredajni izomorfizam iz L na K.

Najmanji element mreze L, ako takav postoji, nazivamo nulom, a najveéi
element, ukoliko postoji, nazivamo jedinicom mreZe L. Nulu i jedinicu mreze
obi¢no oznacavamo sa 0 i 1, tim redom. Mrezu koja ima nulu i jedinicu
nazivamo ogranicenom mreZom. Ograni¢ena mreza se takode moze tretirati
kao univerzalna algebra (L, A,V,0,1) sa binarnim operacijama A i V koje
zadovoljavaju (L1) — (L4), i nularnim operacijama (konstantama) 0 i 1 koje
zadovoljavaju uslove

(L5) 0 Az =0 (ili ekvivalentno 0V x = x), za svaki x € L;
(L6) 1 Az =z (ili ekvivalentno 1V z = 1), za svaki x € L.

Ako je L mreza sa najmanjim elemntom 0, tada a € L\ {0} je atom u L ako
ne postoji b € L takav da je 0 < b < a.

Za neprazan podskup H mreze L kazemo da je ogranicen ako ima bar jednu
donju i bar jednu gornju granicu.

Nije tesko pokazati da su na proizvoljnoj mrezi L sledeéi uslovi ekvivalentni:
(LT) e AN (yVz)=(xAy)V(xAz),zasvex,y,z € L;

(L) a2V (zAy)=(xVy) A(xVz2),zasvex,y,z € L.

Mrezu koja zadovoljava bilo koji od tih uslova nazivamo distributivnom
mreZom. Neka je L ograni¢ena mreza sa nulom 0 i jedinicom 1. Za ele-
ment y € L kazemo da je komplement (dopuna) elementa = € L ako vazi

xNy=20 1 zVy=1
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U tom slucaju je i  komplement od y, tj. relacija "biti komplement” je
simetri¢na. Ako je pri tome mreza L jo$ i distributivna, tada se lako dokazuje
da svaki element x € L moze imati najvise jedan komplement, koji ¢emo
oznaditi sa x’.

Ogranicenu distributivnu mrezu u kojoj svaki element ima komplement nazi-
vamo Booleovom algebrom. Preslikavanje x — z’ je unarna oparacija na L,
i nazivamo je operacijom komplementacije. Bulova algebra se takode moze
tretirati kao univerzalna algebra (L, A,V, ’,0,1) sa binarnim operacijama A
iV, unarnom operacijom " i konstantama 0 i 1 koje pored uslova (L1) — (L7)
zadovoljavaju i uslove

(L&) x ANa' =0, xva' =1, zasvex € L;
(L9) (/) =, za svakix € L;
(L10) (A z) =2'Vy, (xVy) =2 Ay, zasvex,y € L.

Napomenimo da su aksiome (L10) poznate kao DeMorganovi zakoni.

Kako smo napred napomenuli, svaki kona¢an podskup mreze ima supremum
i infimum, ali to ne mora da vazi za beskona¢ne podskupove. Stoga za
mrezu u kojoj svaki neprazan podskup ima supremum i infimum nazivamo
potpunom ili kompletnom mreZom. Jasno, svaka takva mreza je ogranicena.
Podskup K potpune mreze L je potpuna podmrezZa od L ako se supremum i
infumum (u L) svakog nepraznog podskupa od K nalaze u K.

Na kraju ovog poglavlja navedimo i slede¢u teoremu.

Teorema 1.6 (Teorema o korespodenciji). Neka je 0 kongruencija na
algebri A.  Tada je mreza Con (A/0) izomorfna glavnom filtru [0) mreze
Con (A).

1.3 Kompletne reziduirane mreze

Reziduirane mreze su veoma opste algebarske strukture i generalizuju mnoge
algebre sa znacajnim primenama (videti npr. [12, 14, 93, 101]). S obzirom na
to da ¢emo koristiti kompletne reziduirane mreze kao strukture istinitosnih
vrednosti fazi podskupova, ovo poglavlje posebno posveéujemo reziduiranim
mrezama i njihovim osnovnim svojstvima. Terminologija i oznake su u

skladu sa R. Bélohlavek [12]| i R. Bélohlavek and V. Vychodil [14].
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Reziduirana mreza je algebra £ = (L, A, V,®,—,0,1) takva da

(RL1) (L,A,V,0,1) je mreza sa najmanjim elementom 0 i najveéim elemen-
tom 1,

(RL2) (L,®,1) je komutativni monoid sa jedinicom 1,

(RL3) ® i — ¢ine adjungovani par, tj., zadovoljavaju svojstvo adjunkcije:
za sve x,1,2 € L,

rQy<z & r<y— 2. (1.1)

Ako je jos (L,A,V,0,1) i kompletna mreza, tada se £ naziva kompletna
reziduirana mreZa. Naglasavajuéi njihovu monoidalnu strukturu, u nekim
izvorima reziduirane mreze se nazivaju i integralima, komutativnim rezidui-
ranim (-monoidima [101].

Operacije ® (nazvana mnoZenje ) i — (nazvana reziduum) sluze za mode-
lovanje konjunkcije i implikacije odgovarajuceg logickog rac¢una, a supremum

(V) iinfimum () za modelovanje egzistencijalnog i univerzalnog kvantifika-
tora, tim redom. Operacija <+ definisana sa

reoy=(r—=y Ay — ), (1.2)

nazvana bireziduum (ili bitmplikacija), se koristi za modelovanje ekvivalen-
cije istinitosnih vrednosti.

Najvise izucavane i primenjivane strukture istinitosnih vrednosti su one koje
su definisane na jedini¢nom intervalu [0, 1] sa

x Ay = min(z,y) i zVy =max(z,y)
ito:

—  fLuwkasiewiczeva struktura
(z®@y=max(x+y—1,0), z > y =min(l —z +y,1)),

—  Goguenova (product)  struktura
(x®@y=z-y,r—y=1ako z <y, i=y/z inale),

— Gadelova struktura
(r ®y =min(z,y), r -y =1 ako x < y, i = y inade).
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Opstije, algebra ([0, 1], A, V,®, —,0,1) je kompletna reziduirana mreza ako
i samo ako je ® levo-neprekidna t-norma i reziduum je definisan sa

x%yz\/{ué[O,lHu@xéy}.

Drugi veoma vazan skup istinitosnih vrednosti je skup {ag, a1,...,a,}, gde
jel0=ay<---<a,=1,sa

ap @ A = Umax(k+1-n,0) 1 Gk —> Q] = Umin(n—k-+in)-

Specijalni slu¢aj ovih slovnih algebri je dvoelementna Booleova algebra kla-
si¢ne logike sa skupom nosacem {0,1}. Jedini adjungovani par na dvoele-
mentnoj Booleovoj algebri se sastoji od klasi¢nih operacija konjunkcije i imp-
likacije. Ovu strukturu istinitosnih vrednosti nazivamo Booleova struktura.
Reziduirana mreza £ koja zadovoljava * ® y = x A y se naziva Heyting-
ova algebra. Heytingova algebra koja zadovoljava uslov prelinearnosti (z —
y) V (y = x) = 1 se naziva Gddelova algebra. Ako je svaka konacno gener-
isana podalgebra reziduirane mreze £ konac¢na, tada se £ naziva lokalno
konacna. Na primer, svaka Godelova algebra, a samim tim, Godelova struk-
tura, je lokalno konacna, dok product struktura nije lokalno konac¢na.

Ako je £ kompletna reziduirana mreza, onda za sve x,y,z € L i svako
{yi}ier C L vaii:

KY <& r—y=1,

el el
el 1€l

Kompletna reziduirana mreza L je mreZa u kojoj je supremum distributivan
u odnosu na infimume, ako je

eV (A\w) = N V), (1.7)

il il

za sve v € L i{yitier € L. Takode, kazemo da je £ mreza u kojoj je
multiplikacija distributivna v odnosu na infimume, ako je

@ (Aw) = Nz @), (1.8)

el il
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za sve x € Li{y;}ie; € L. Napomenimo da ako £ = ([0, 1], A, V,®, —,0, 1),
gde je [0, 1] realni jedini¢ni interval i ® je levo neprekidna t-norma na [0, 1],
onda (1.7) sledi direktno na osnovu linearnosti £, i £ zadovoljava (1.8)
ako i samo ako ® jeste neprekidna t-norma, tj., ako i samo ako L jeste
BL-algebra (videti [12, 14]). Stoga, uslovi (1.7) i (1.8) vaze za svaku BL-
algebru na realnom jedini¢nom intervalu. Posebno, Lukasiewiczeva, Goguen-
ova (product) i Gédelova struktura zadovoljavaju (1.7) i (1.8).

1.4 Poluprsteni

Poluprstene je 1934. godine uveo H. S. Vandiver [191], ali su se oni po-
javili i ranije u istrazivanjima ideala prstena i pri aksiomatizaciji prirodnih
brojeva. Danas oni imaju dobro razvijenu algebarsku teoriju kao i veoma
znacajne primene. Poluprsteni, kao i formalni stepeni redovi i matrice nad
njima, igraju veoma vaznu ulogu u teoriji formalnih jezika i automata, u
izu¢avanju kontekstno nezavisnih jezika, tezinskih automata i drugo. U liter-
aturi posvecenoj poluprstenima moze se sresti vise razli¢itih varijanti defini-
cije poluprstena, a definicija i rezultati koje ovde navodimo su u skladu sa
[83, 85, 87, 95, 125|.

Poluprsten je algebra S = (S, +,-,0, 1) takva da

(S1) (S,+,0) je komutativan monoid sa neutralnim elementom 0;
(S2) (S,-,1) je monoid sa neutralnim elementom 1;

(S3) a-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c, zasvea,b,cesS;
(S4) a-0=0-a=0,zasveacS.

Poluprsten S je komutativan ako je ab = ba, za sve a,b € S. Poluprsten &
je antiprsten ako a +b =0 povlacia = b =0, za sve a,b € S.

Neka je (S, +,0) monoid. Tada binarna relacija < na S, definisana sa
a<b & (Jeel)b=c+a, zasvea,beSs, (1.9)

je relacija kvazi-uredenja (refleksivna i tranzitivna) i naziva se prirodno
kvazi-uredenje. Monoid je prirodno ureden ako i samo ako njegovo prirodno
preuredenje jeste uredenje, ili ekvivalentno ako i samo ako je < antisimetri¢na
relacija.
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Poluprsten & = (5, +,-,0,1) takav da je (S5, +,0) prirodno ureden naziva se
dioid. Sledeca svojstva proizilaze direktno iz prethodne definicije.

(1) Element 0 je najmanji element dioida S, tj., 0 < a za sve a € S.

(i) Zasve a,b,c,d € S, a<bic<dpovlacia+c<b+diac<bd.

Napomenimo da svaki dioid jete antiprsten.

Poluprsten S je aditivno idempotentan ako je njegovo sabiranje idempo-
tentno, tj., ako je a + a = a za svako a € S. Aditivno idempotentni
poluprsteni su takode izu¢avani pod imenom putne algebre (engl. path alge-
bras). Napomenimo da svaki aditivno idempotentan poluprsten jeste dioid,
i

a<b & a+b=0b zasveabes, (1.10)

tj., S je prirodno ureden u odnosu na sabiranje.

Najpoznatiji primer poluprstena je poluprsten prirodnih brojeva (N, +, -, 0, 1)
sa obi¢nim sabiranjem i mnoZenjem. Jasno, svi prsteni (sa jedinicom), kao
i polja, jesu poluprsteni, pa celi, racionalni, realni i kompleksni brojevi
formiraju poluprstene u odnosu na sabiranje i mnozenje. Vazni primeri
poluprstena svakako ukljucuju sledeé¢e poluprstene.

— Booleov poluprsten B = ({0,1},+,-,0,1),gdeje 1 +1=1-1=1;

— Tropski poluprsten Trop = (N U {oco}, min, +, 00,0) (takode poznat
kao min-plus poluprsten), gde se min i + na prirodan naéin prosiruju
na NU {co};

— Arkticki poluprsten Arc = (NU {—o0}, max, +, —00, 0);

— Viterbiev poluprsten ([0,1], max,-,0,1) koji se koristi za mnoZenje
verovatnoca;

— Poluprsten (2%, U, -, &, {e}) formalnih jezika nad kona¢nim alfabetom
X.

— Poluprsten (2V*V, U, 0, @, A) binarnih relacija na U;

— Lukasiewiczev poluprsten ([0, 1], max, ®,0, 1), pri ¢emu je operacija ®
definisana sa r ® y = max(x +y — 1,0);
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— Idempotentan prirodno ureden komutativan poluprsten
({0,1,a,00},4,-,0,1),sa0<1<a<xia-a=aq

— Svaka ograni¢ena distributivna mreza (L, A, V,0,1) je poluprsten.

Nadalje, do kraja ovog poglavlja, neka je & poluprsten i neka su I,J i K
neprazni konac¢ni skupovi. Matrica sa vrednostima v S indeksirana sa [ i
J, ili kra¢e samo matrica, je svako preslikavanje A: I x J — S. Zat € I i
j € J, vrednost A(i,j) od A, takode ¢emo oznacavati i sa A;;, 1 nazivac¢emo
je (i, 7)-ta vrednost od A.

Skup svih matrica sa vrednostima u S indeksirane skupovima [ i J oz-
nacavacemo sa ST*7. Ako su I ili J jednoelementni skupovi, onda éemo
umesto S7*7 koristiti oznake S**/ i ST i za A éemo reéi da je vrsta ili
kolona matrica, tim redom.

Za matricu A € S™7 matricu A* € S7/*! definisanu sa
Al =4, zasvejeliiel, (1.11)
nazivamo transponovana matrica matrice A.
Za A, B € S™/_ definisemo sumu A+ B € ST/ sa
(A+ B);j = Aij+ Bij, zasveiclijel, (1.12)
i Hadamardov proizvod A ® B sa

(A © B)” = Aisz’ja za sve 1 € 1] e J (113)

Dalje, nula matrica 0 € S™7 je matrica ¢ije su sve vrednosti jednake 0.

Prema ovoj definiciji (S7*7,+,0) je komutativan monoid.

Neka su A € ™7 i B € §7*K matrice. Tada se proizvod Ao B € S*K
definiSe sa

(AoB)ix =Y AiBj, zasveiclikeK. (1.14)
Jj€J

Dalje, jedinicna matrica E € S™*! je matrica &ji su svi elementi na dijagonali
jednaki 1, a svi elementi van dijagonale su jednaki 0, tj., By = 11 E;; =0
ako je i # 7.
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Jednostavno se proverava da je matriéno mnozenje asocijativna operacija, da
vazi distributivni zakon za mnozene u odnosu na sabiranje matrica, dalje,
da je E multiplikativna jedinica, a da je 0 multiplikativna nula. Dakle,
(ST 4.0, E) je poluprsten.

Ako je S ureden poluprsten, onda se uredenje na ST*7 definige na slededi
nadcin:
A<B & A;<B;, zasveiclijel (1.15)

1.5 Fazi relacije

Koncept fazi skupova koji ¢e biti razmatran u ovoj disertaciji baziran je na
kompletnim reziduiranim mrezama i znatno je opstiji od originalnog Zade-
hovog koncepta [207], gde se koristi realni zatvoreni jedini¢ni interval [0, 1].
Fazi ekvivalencije su uvedene u radu Zadeha [208], kao uopstenje koncepta
obi¢ne relacije ekvivalencije, i opsezno su izucavane u nizu radova, gde zavi-
sno od autora i konteksta u kom su razmatrane dobijaju razli¢ita imena. U
ovom poglavlju, dati pojmovi i rezultati su u skladu sa radom M. Ciri¢, J.
Ignjatovi¢, S. Bogdanovié¢ [40], kao i sa monografijama D. Dubois, H. Prade
[71, 72] i G. J. Klir, B. Yuan [121].

Dalje u tekstu £ ¢ée biti kompletna reziduirana mreza.

Fazi podskup skupa A nad L , ili jednostavno fazi podskup od A, je svaka
funkcija iz A u L. Obi¢ni krisp podskupovi od A se smatraju fazi pod-
skupovima od A koji uzimaju vrednosti samo u skupu {0,1} C L. Neka su
f 1 g dva fazi podskupa od A. Jednakost od f i g se definise kao uobic¢ajena
jednakost funkcija, tj. f = g ako i samo ako je f(z) = g(z), za svako = € A.
Inkluzija f < g se takode definiSe pokoordinatno: f < g ako i samo ako je
f(z) < g(x), za svako z € A. Snabdeven ovim parcijalnim uredenjem, skup
F(A) svih fazi podskupova od A ¢ni kompletnu reziduiranu mrezu, u kojoj
presek A, ; fi i unija \/,.; fi proizvoljne familije { f;}ic; fazi podskupova od
A jesu funkcije iz A u L definisane sa

(/\ fi) () = /\fi(@, (\/ fz-) (x) = Vfi(x),

a proizvod f ® g je fazi podskup definisan sa f ® g(z) = f(x) ® g(x), za
svako = € A.
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Krisp deo fazi podskupa f od A je krisp podskup f¢ = {a € A| f(a) = 1}
od A. Takode, f¢ ¢emo posmatrati i kao funkciju f¢: A — L definisanu sa

féla) =1, ako je f(a) = 1,1 f(a) =0, ako je f(a) < 1

Neka su A i B neprazni skupovi. Fazi relacija izmedu skupova Ai B (ili fazi
relacija iz A u B) je svaka funkcija iz A x B u L, odnosno, svaki fazi podskup
od A x B, i jednakost, inkluzija (uredenje), unija i presek fazi relacija se
definisu kao za fazi podskupove. Posebno, fazi relacija na skupu A je svaka
funkcija iz A x A u L, tj. svaki fazi podskup od A x A. Skup svih fazi
relacija iz A u B bic¢e oznacen sa R(A, B), a skup svih fazi relacija na skupu
A bice oznacen sa R(A). Inverzna fazi relacija (u nekim izvorima nazvana
i obratna ili transponovana) date fazi relacje R € R(A, B) je fazi relacija
R~ € R(B, A) definisana sa R7'(b,a) = R(a,b), zasvea € Aib € B. Krisp
relacija je fazi relacija koja uzima vrednosti jedino u skupu {0, 1}, i ako je
R krisp relacija iz A u B, tada izrazi “R(a,b) = 17 1 “(a,b) € R” imaju isto
znacenje.

Za neprazne skupove A, B i C, i fazi relacije R € R(A,B) 1S € R(B,C),

njihova kompozicija R o S je fazi relacija iz R(A, C) definisana sa

(RoS)(a,c)=\/ R(a,b) @ S(b,c), (1.16)

beB

zasve a € Aic e C. Ako su R i S krisp relacije, tada je R oS obi¢na
kompozicija relacija, tj.,

RoS={(a,c)e AxC|(3be B)(a,b) € R& (b,c) € S},

a ako su R i S funkcije, tada R o S jeste obi¢na kompozicija preslikavanja,

tj. (Ro S)(a) = S(R(a)), za svako a € A.

Dalje, neka je f € F(A), R € R(A,B) i g € F(B), onda su kompozicije
foR1iRog fazi podskupovi od B i A, tim redom, definisani sa

\/f ) ® R(a,b), (Rog)(a \/Rab ®g(b), (1.17)

acA beB
zasvakia € Aibc B.

Posebno, za f,g € F(A) pisemo

fog=\/ fa)®gla). (1.18)

a€A
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Vrednost f o g se moSe sagledati kao "stepen preklapanja” f i g. Posebno,
ako su f i g krisp skupovi i R je krisp relacija, onda je

foR={beB|(Ja€ f)(a,b) € R}, Rog={a€c A|(3be€yg)(a,b) € R}.
Neka su A, B, C'i D neprazni skupovi. Tada za sve R; € R(A, B), Ry €
R(B,C) i R; € R(C, D) vazi

(Rl O Rg) e} Rg = Rl 9 (R2 O Rg), (119)

pa se zagrade u (1.19) mogu izostaviti. Takode, za Ry € R(A, B), Ry, Ry €
R(B,C)iRs € R(C, D) vaizi

Ry < Ry povlaéi Ry'< R;', RyoR;i < RyoRy, i RioRs< RyoRs.
(1.20)

Dalje, zasve Ry € R(A, B), Ry € R(B,C), f € F(A),g€ F(B)ih e F(C)

jednostavno se proverava da vazi

(foRi)oRy = fo(RioRy), (foRi)og = fo(Riog), (RioRz)oh = Rio(Rzoh)
(1.21)
pa se stoga zagrade u (1.21) mogu izostaviti, kao i zagrade u (1.19).

Konacno, za sve R, R; € R(A,B) (i €1)i1 5,5, € R(B,C) (i € I) vazi

(RoS)'=8"1oR™, (1.22)
Ro(\/5)=\(RoS), (\/R)oS=\/(RioS), (1.23)
i€l i€l i€l i€l
(VRr) " =\ R (1.24)
i€l i€l
Napomenimo da ako su A, B i C' kona¢ni skupovi kardinalnosti |A| = k,

|Bl = m1i|C|=mn,tadase R € R(A,B) 1S € R(B,C) mogu posmatrati
kao k x m i m x n fazi matrice nad £, a R o S kao matri¢ni proizvod.
Analogno, za f € F(A)ig € F(B) se f o R moze tretirati kao proizvod
1 X k matrice f i k x m matrice R, a R o g kao proizvod k X m matrice R i
m X 1 matrice g* (transponovane matrice od g).

Fazi relacija E na skupu A je

(R) refleksivna ako E(a,a) = 1, za svako a € A;
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(S) simetriéna ako E(a,b) = E(b,a), za sve a,b € A;
(T) tranzitivna ako E(a,b) ® E(b,c) < E(a,c), za sve a,b,c € A.

Ako je E refleksivna i tranzitivna, onda je F o E = E. Fazi relacija na A
koja je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna naziva se fazi ekvivalencija ili
fazi relacija ekvivalencije.

U odnosu na uredenje fazi relacija, skup £(A) svih fazi ekvivalencija na A
je kompletna mreza, u kojoj se presek poklapa sa presekom fazi relacija, ali
u opstem slucaju, unija u £(A) se ne poklapa sa unijom fazi relacija.

Za fazi ekvivalencije E na A ia € A, definiSemo fazi podskup F, od A sa:

E.(z) = E(a,z), zasvako z € A.

Fazi podskup FE, nazivamo klasom ekvivalencije od E odredene sa a. Skup
AJE = {E,|a € A} se naziva faktor skup od A u odnosu na FE (videti
[12, 40]). Kardinalnost faktor skupa A/FE, u oznaci ind(FE), naziva se in-
deks od E. Isti naCin oznacavanja koristicemo za krisp ekvivalencije, tj.
za relaciju ekvivalencije m na A, odgovarajuci faktor skup se oznacava sa
A/m, klasa ekvivalencije elementa a € A se oznacava sa m,, a indeks od 7 se
oznacava sa ind(m).

Sledec¢a svojstva fazi ekvivalencija dokazana u [40] ¢e se koristiti u daljem
radu.

Lema 1.1. Neka je E fazi ekvivalencija na skupu A i neka je E° njen krisp
deo. Tada je E° krisp ekvivalencija na A, i za sve a,b € A sledeci uslovi su
ekvivalentnai:

(i) E(a,b) =1
(ii) Eo = E;
(i) ES = Ef;
(iv) E(a,x) = E(b,x), za svako xz € A.

Otuda, ind(E) = ind(E°).

Napomenimo da E¢ oznacava klasu krisp ekvivalencije od E¢ odredenu ele-
mentom a.
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Fazi ekvivalencija E na skupu A se naziva fazi jednakost ako za sve x,y € A,
E(z,y) = 1 povla¢i x = y. Drugim re¢ima, E je fazi jednakost ako i samo
ako njen krisp deo E° jeste identicka relacija. Za fazi ekvivalenciju E na
skupu A, fazi relacija F definisana na faktor skupu A/F sa

E(Es, Ey) = E(x,y),

za sve x,y € A, jeste dobro definisana, i jeste fazi jednakost na A/FE.

1.6 Uniformne fazi relacije

U ovom poglavlju bi¢e dati pojmovi, oznake i rezultati koji se ti¢u uniformnih
fazi relacija i srodnih koncepata. Uniformne fazi relacije uvedene su u [41]
kao takve fazi relacije koje bi se mogle shvatiti kao fazi ekvivalencije izmedu
elemenata dva razli¢ita skupa. U tom radu dati su osnovni pojmovi, oznake i
rezultati koji se ticu uniformnih fazi relacija i srodnih koncepata. Drugacija
karakterizacija koncepta uniformne fazi relacije, preko operacije kompozicije
fazi relacija data je u [42].

Neka su A i B neprazni skupovi i neka su F i F' fazi ekvivalencije na A i B,
tim redom. Ako fazi relacija R € R(A, B) zadovoljava

(EX1) R(a1,b) ® E(ay1,a2) < R(ag,b), za sve aj,a2 € Aibe€ B,
nazivamo je ekstenzionalnom u odnosu na F, a ako zadovoljava
(EXZ) R(CL, bl) ® F(bl,bg) < R(a,bg), zasvea € Ai bl, b2 S B,

nazivamo je ekstenzionalnom u odnosu na F. Ako je R ekstenzionalna u
odnosu na F i F', i ako zadovoljava uslov

(PFF) R(a,b;) ® R(a,by) < F(by,by), zasve a € Aiby, by € B,

onda je R parcijalna fazi funkcija u odnosu na E i F'.

Parcijalne fazi funkcije uveo je Klawonn [119], takode ih je prou¢avao Demirci
[60, 61]. S obzirom na svojstvo adjunkcije i simetriju, uslovi (EX1) i (EX2)
mogu se prestaviti i na slede¢i nacin
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(EX1") E(a,as2) < R(a1,b) <» R(ag,b), za sve aj,ay € Aib € B;
(EX2) F(by,by) < R(a,by) <> R(a,bs), zasvea € Aiby,by € B.

Za proizvoljnu fazi relaciju R € R(A, B) moZzemo definisati fazi ekvivalenciju
Ef na A sa
Ef(al, CLQ) = /\ R(al, b) — R(CLQ, b), (125)
beB

za sve ay,as € A, i fazi ekvivalenciju EZ na B sa

Ef(bi,by) = /\ R(a,by) <> R(a,by), (1.26)

a€A

za sve by, by € B. Nazivace se fazi ekvivalencije na A i B indukovane sa R,
i posebno, E¥ ¢e se nazivati the jezgro od R, i EX kojezgro od R. Prema
(EX1) i (EX2), EE i EE su najvece fazi ekvivalencije na A i B, redom,
takve da je R ekstenzionalnau odnosu na njih.

Fazi relacija R € R(A, B) je parcijalna fazi funkcija ako je parcijalna fazi
funkcija u odnosu na E% i FE. Karakterizacija parcijalnih fazi funkcija moze
se dati na slede¢i nacin.

Teorema 1.7. Neka su A i B neprazni skpovi i neka je R € R(A, B) fazi
relacija. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) R je parcijalna fazi funkcija;

)

(i) R

(iii) R < EE;
)
)

]e parczyalna fazi funkcija;

(iv) Ro R < E%;
(v) RoR"'oR<R.

Fazi relacija R € R(A, B) je L-funkcija ako za svako a € A postoji b € B
tako da je R(a,b) = 1[62], takode za R kazemo da je sirjektivna ako za svako
b € B postoji a € A tako da je R(a,b) = 1, tj., ako R™! jeste L-funkcija.
Za sirjektivnu fazi relaciju R € R(A, B) takode kazemo da je fazi relacija iz
A na B. Ako R jeste L-funkcija i ako je sirjektivna, tj., akoi R i R~! jesu
L-funkcije, tada za R kazemo da je sirjektivna L-funkcija.

Napomenimo da fazi relacija R € R(A, B) jeste L-funkcija ako i samo ako
postoji funkcija ¢ : A — B takva da R(a,¥(a)) =1, zasve a € A (videti [61,
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62]). Funkcija ¢ sa ovim svojstvom se naaziva krisp opis fazi relacije R, i
sa CR(R) se oznacava skup svih takvih funkcija.

Svaka L-fnkcija koja je parcijalna fazi u odnosu na F i F' naziva se perfekina
fazi funkcija u odnosu na E i F. Perfektne fazi funkcije je uveo i izuc¢avao
Demirci [60, 61]. Fazi relacija R € R(A, B) koja je perfektna fazi funkcija u
odnosu na E% i EE naziva se perfektna fazi funkcija.

Neka su A i B neprazni skupovi i neka je E fazi ekvivalencija na B. Obi¢na
funkcija ¢ : A — B je FE-sirjektivna ako za svako b € B postoji a € A tako
daje E(¢(a),b) = 1. Drugim re¢ima, ¢ je E-sirjektivna ako i samo ako 1o E*
funkcija iz A na B/E, gde je E* : B — B/E fnkcija data sa E*(b) = E,
za svaki b € B. Jasno, ¥ je E-sirjektivna funkcija ako i samo ako Im ¢ ima
neprazan presek sa svakom klasom relacije ekvivalencije ker(F).

Neka su A i B neprazni skupovi i neka je R € R(A, B) parcijalna fazi
funkcja. Ako je R jos i sirjektivna L-funkcija, onda se R naziva uniformna
fazi relacija [41]. Drugim re¢ima, uniformna fazi relacija je prefektna fazi
funkcija koja ima dodatno svojstvo da je sirjektivna. Uniformna fazi relacija
koja je krisp relacija naziva se uniformna relacija.

Teorema 1.8. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je R € R(A, B) fazi

relacija. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) R je uniformna fazi relacija;
(ii) R~ je uniformna fazi relacija;

(iii) R je sirjektivna L-funkcija i
RoR'oR=R; (1.27)

(iv) R je sirjektivna L-funkcija i
Ef=RoR™; (1.28)

(v) R je sirjektivna L-funkcija i
Ef=R"'oR; (1.29)
(vi) R je L-funkcija, i za sve » € CR(R), a € A i b € B funkcija 1 je

EE-sirjektivna i
R(a,b) = EE(b(a), b); (1.30)
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(vii) R je L-funkcija, i za sve ¢p € CR(R) i a1,as € A funkcija ¢ je EE-
sirjektivna 1

R(a1,¢(a2)) = Eﬁ(al,ag). (131)

Dokaz. Uslovi (i), (ii), (vi) i (vii) su isti kao u Teoremi 3.3 [41], a uslovi
(iv) i (v) predstavljaju samo drugaciju formulaciju uslova (v) i (vi) Teoreme
3.3 [41]. Implikacija (iii)=-(i) direktno sledi iz Teoreme 1.7. Stoga, ostaje
da pokazemo (i)=-(iii).

Ako je R uniformna fazi relacija, onda je ona i sirjektivna L-funkcija, i
prema Teoremi 1.7 vazi Ro R~' o R < R, pa ostaje da pokaZzemo obratnu
nejednakost. Neka su v € CR(R), a € Aib € B proizvoljni. Tada

R(a,¢(a)) = R'(Y(a),a) =1, i
R(a,b) = R(a,v¥(a)) ® R (¢(a),a) ® R(a,b)
<V R@V)@R'(V.a)®R(d,b)=(RoR™"oR)(a,b).
W' €AY EB
Dakle, R < Ro R~' o R, ¢ime smo pokazali da je RoR"'o R = R. O

Posledica 1.1. [41] Neka su A i B neprazni skupovi, i neka je p € R(A, B)
uniformna fazi relacija. Tada za sve v € CR(p) i ay,as € A vaZi

Ej(a1,a2) = ER(¥(ar), ¢(az)). (1.32)

Napomena 1.1. Neka su A i B neprazni skupovi. Tada prema Teoremi
1.8, fazi relacija R € R(A, B) je uniformna fazi relacija ako i samo ako
njena inverzna relacija R~! jeste uniformna fazi relacija. Stavise, prema (iv)
i (v) Teoreme 1.8, imamo da jezgro od R~ jeste kojezgro od R, i obratno,
kojezgro od R™! jeste jezgro od R, tj.

EE'=EE i EY =EL

Lema 1.2. Neka su A i B neprazni skupovi, R € R(A, B) uniformna fazi
relacija, E = E} i F = E%, i neka je funkcija R: AJE — B/F definisana
sa

R(E,) = Fy@), zasveac Aive CR(R). (1.33)

Tada je R dobro definisana funkcija ( ne zavisi od izbora v € CR(R) i
a € A), to je bijekcija od A/E na B/F, i (R)™' = R~

Dokaz. Neka su ay,ay € A takvi da E,, = FE,, i neka je v € CR(R).
Prema Posledici 1.1 je F(y(a1),¥(az)) = E(a1,a2) = 1, pa Fya,) = Fyas)-
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Sa druge strane, neka su a € A i,9s € CR(R). Tada na osnovu Teoreme

1.8 imamo da je F'(¢1(a),v2(a)) = R(a,¢1(a)) ® R(a,2(a)) = 1, i ponovo
dobijamo da je Fya,) = Fy,). Dakle, R je dobro definisano, tj., ne zavisi
od izbora 1) € CR(R) i prestavnika klase fazi ekvivalencije F.

Dalje, za proizvoljne ¢ € CR(R), £ € CR(R™'),a € Aib € B, na osnovu
(vi) i (vii) Teoreme 1.8 vazi

E(a,£(¥(a))) =R*<w<a>,a> = R(a,¥(a )) =

F(b,y(&(b))) = R(E(D),b) = R™(b,€(D)) =
pa je By = Eeya) 1 Fy = Eye(a))- Odave sledi da je (R) 1 — g1, ]

Lema 1.3. Neka su A i B neprazni skupovi, i neka su Ry, Ry € R(A, B)
uniformne fazi relacije. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

R
R

CR(R,) C CR(Ry) i B <
CR(R\) CCR(R,) i Ef* < Ep.

Dokaz. Ekvivalencija (i)<(ii) je ocigledna.

(i)=-(iii). Neka je R; < Rs. Ako je ¢p € CR(R;), onda za svaki a € A
vazi 1 = Ri(a,¥(a)) < Ra(a,v(a)), Sto povladi Ry(a,v(a)) = 1, odnosno
Y € CR(Ry).

Dalje, neka su ay,ay € A. Prema (vii) Teoreme 1.8, za svaki ) € CR(R;) C
CR(R,) vazi

Efl(ala%) = Ri(a1,¥(az)) < Ra(ar,¢¥(az)) = EfQ(al,%),
i stoga je B < EX2.

(iv)=(). Nekasua € A, b€ Bivy € CR(R;) C CR(Ry) proizvoljni.
Prema (vi) Teoreme 1.8 vazi

R1<a7 b) = Egl (1/}(@)’ b) < Egz (1/}(@)7 b) = RQ(aa b)?
pa je Ry < Rs.
Imajué¢i u vidu Napomenu 1.1, isti argumenti koji se koriste pri dokazu

(i)=-(iii) mogu se koristiti za dokazivanje implikacije (ii)=(iv), dok se argu-
menti kori§c¢eni za dokaz (iv)=-(i) mogu iskoristiti za dokaz (iii)=-(ii). O
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Direktna posledica prethodne leme je i sledeé¢i rezultat koji kaze da je uni-
formna fazi relacija na jedinstven nac¢in odredena njenom krisp reprezentaci-
jom i jezgrom, odnosno krisp reprezentacijom i ko-jezgrom.

Posledica 1.2. Neka su A i B neprazni skupovi i neka su Ry, Ry € R(A, B)
uniformne fazi relacije. Tada su sledecéi uslovi ekvivalentni:

Poznato je da kompozicija dve uniformne relacije ne mora biti uniformna
fazi relacija (Primer 6.1 [41]). Slede¢om lemom se tvrdi da ako je kojezgro
prve komponente u kompoziciji sadrzano u jezgru druge komponente, onda
je kompozicija takode uniformna fazi relacija.

Lema 1.4. Neka su A, B i C neprazni skupovi i neka su Ry € R(A, B) i
Ry € F(B x ().

(a) Ako su Ry i Ry sirjektine L-funkcije, onda je Ry o Ry takode sirjektivna
L-funkcija.

(b) Ako su Ry i Ry uniformne fazi relacije takve da ER* < ER?, onda je
Ry o Ry uniformna fazi relacija.

Dokaz. (a) Ovo je posledica ¢injenice da za proizvoljne ¥y, € CR(R;) i
s € CR(Ry) vazi 11 0 s € CR(Ry 0 Ry).

(b) Na osnovu pretpostavke Ef' < ER? i Teoreme 1.8 imamo
RyoRy'oR'oR, = ER? o EF* = EF = Ry o Ry,

paza R = Ry o Ry vazi

RoR 'oR=RioRyoR;'oR"oRj0Ry = RioRyoR;'0oRy = RioRy = R.

Zajedno sa (a) ovo povladi da je R = Ry o Ry uniformna fazi relacija. O

Kao $to smo ve¢ rekli, Booleove (krisp) relacije se mogu shvatiti kao fazi
relacije koje uzimaju vrednosti samo u skupu {0, 1}, pa se prethodno uvedeni
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pojmovi i dati rezultati odnose i na Booleove relacije. Zbog potreba u daljem
radu, ovde ¢emo ih eksplicitno navesti.

Neka su A i B neprazni skupovi. Za Booleovu relaciju ¢ izmedu A i B kazemo
da je kompletna ako za svaki a € A postoji b € B tako da je p(a,b) = 1,
i kazemo da je sirjektivna ako za svako b € B postoji a € A tako da je
¢(a,b) = 1. Napomenimo da je ¢ kompletna relacija ako i samo ako postoji
funkcija ¢ : A — B tako da je p(a,¥(a)) = 1, za svako a € A. Funkciju
Y nazivamo funkcionalnim opisom relacije ¢, i sa C'R(y) oznacavamo skup
svih takvih funkcija. Za ekvivalenciju F' na B, funkcija ¢ : A — B je
F-sirjektivna ako i samo ako 1) o F? : A — B/F jeste sirjektivna funkcija.

Proizvoljnoj Booleovoj relaciji ¢ izmedu A i B, pridruzujemo ekvivalenciju
E% na A, koju nazivamo jezgro od ¢, i ekvivalenciju E'f na B, koju nazivamo
kojezgro od ¢, na sledeéi nacin: za sve aj,as € Aiby,by € B je

& (Vb e B)p(ay,b)
Ef(bi,b) =1 < (Va€ A)p(a,b)

¢(az,b), (1.34)
o(a,by). (1.35)

Neka su A i B neprazni skupovi. Parcijalna uniformna relacija izmedu A i
B je relacija izmedu A i B koja zadovoljava uslov p o p'op < . S obzirom
da obratna inkluzija uvek vazi, ¢ je parcijalna uniformna relacija ako i samo
ako je p o ¢! o ¢ = . Parcijalna uniformna relacija koja je kompletna i
sirjektivna je uniformna relacija.

Sledece teoreme mogu se izvesti iz opstijih teorema dokazanih za fazi relacije
(Teoreme 1.71 1.8 i Lema 1.2) imajuci u vidu da se na Booleove relacije moze
gledati kao na fazi relacije koje uzimaju vrednosti u skupu {0, 1}.

Teorema 1.9. Neka su A © B neprazni skpovi i neka je ¢ relacija izmedu
A i B. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

Teorema 1.10. Neka su A © B neprazni skupovi © neka je o relacija izmedu
skupova A 1 B. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:
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(i)
(i)
(iii)
)
)

je uniformna relacija;

2

o' je uniformna relacija;

@ je sirjektivna i EY = o ¢';
¥

(iv) ¢ je sirjektivna i Ef = o' o p;
(v) ¢ je kompletna i za sve v € CR(p), a € A ib € B funkcija i je
E¥-sirjektivna i o(a,b) = E5(1(a),b);

(vi) ¢ je kompletna i za sve i € CR(p) i aj,as € A funkcija ¢ je E}-
sirjektivna i (a1, (az)) = E% (a1, as).

Lema 1.5. Neka su A i B neprazni skupovi, neka je E ekvivalencija na A i
F ekvivalencija na B. Tada postoji uniformna relacija @ izmedu skupova A
i B takva da je E = E% i F = E3 ako i samo ako postoji bijektivna funkcija
¢:A/E — B/F.

Ova bijektivna funkcija se moZe predstaviti kao ¢ = @, gde je ¢ : AJE —
B/F data sa

0(E,) = Fy@), 2asveac Aiy e CR(R). (1.36)

Takode, vazi ()t = ¢t.

1.7 Tezinski 1 fazi automati

Tezinski i fazi automati su veoma sli¢ni. I jedni i drugi su klasi¢ni nedeter-
ministi¢ki automati kod kojih prelazi, poc¢etna i zavr$na stanja uzimaju vred-
nosti iz izvesnih struktura. Kod tezinskih automata ove vrednosti se nazivaju
teZine i najCeSCe se uzimaju iz poluprstena, dok se kod fazi automata nazi-
vaju stinitosne vrednosti i uzimaju se iz izvesnih uredenih struktura, vrlo
¢esto iz mrezno-uredenih struktura.

M. P. Schutzenberger [186] je 1961. godine dao osnovne karakterizacije kon-
acnih automata sa tezinama. Ovi rezultati su inspirisali veliki broj raznih
uopstenja i daljih istrazivanja (videti monografije [16, 68, 73, 125, 173, 175,
176, 196]).

[zucavanje fazi automata i jezika zapoceli su 1960-tih godina Santos [182,
183, 184], Wee [197], Wee i Fu [198], i Lee i Zadeh [129]. Do skora su
uglavnom razmatrani fazi automati i jezici koji uzimaju vrednosti u Gode-
lovoj strukturi (videti na primer [71, 92, 148]). W. Wechler [196] je inicirao
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razmatranje fazi automata koji uzimaju vrednosti nad nekim opstijim struk-
turama, i poslednjih godina paznju velikog broja istrazivaca privlace fazi
automati koji uzimaju vrednosti iz kompletne reziduirane mreze, mrezno-
uredenog monoida i drugih tipova mreza. Najpre je D. W. Qiu [163, 164]
dao onovna svojstva fazi automata koju uzimaju vrednosti u kompletnoj
reziduiranoj mrezi, a kasnije su D. W. Qiu i njegovi saradnici sproveli opsezno
istrazivanje ovih fazi automata (videti [165, 167, 200, 201, 202, 203, 204]).
Sa drugacije tacke gledista, fazi automate koji uzimaju vrednosti u komplet-
noj reziduiranoj mrezi izuc¢avali su J. Ignjatovi¢, M. Ciri¢ i njihovi saradnici
u [44, 45, 103, 104, 105, 107, 189]. Fazi automate koji uzimaju vrednosti u
mrezno-uredenom monoidu istrazivao je Y. M. Li i drugi [130, 131, 133, 135],
fazi automati nad nekim drugim tipovima mreza bili su predmet izuc¢avanja
u radovima |70, 132, 134, 123, 127, 152, 153, 154, 156/, dok su automati koji
uopstavaju fazi automate nad proizvoljnim mrezama, kao i tezinske auto-
mate nad poluprstenima, u skorije vreme izuc¢avani u [38, 69, 115]. Takode,
fazi automati su koris¢eni za modeliranje diskretnih sistema dogadaja (videti
[136, 166, 169]).

U ovom poglavlju, najpre éemo razmatrati fazi automate nad kompletnom
reziduiranom mrezom.

Neka je £ kompletna reziduirana mreza i neka je X (konacan) alfabet. Fazi
automat nad £ 1 X | ili krace fazi automat, je uredena cetvorka A =
(A, 04,04, 74), gde je A neprazan skup koji nazivamo skup stanja, 64 :
Ax X x A— L je fazi podskup od A x X x A koji nazivamo fazi funkcija
prelaza, i 04 : A — Li7t4: A — L su fazi podskupovi od A koje nazi-
vamo fazi skup pocetnih stanja i fazi skup zavrsnih stanja, redom. Vred-
nost 6*(a, z,b) mozemo shvatiti kao na stepen od koga ulazno slovo z € X
uzrokuje prelaz iz stanja a € A u stanje b € A, dok se 0”(a) i 7%(a) mogu
shvatiti kao stepeni od kojih a jeste pocetno i zavrsno stanje, tim redom. Iz
metodoloskih razloga ponekad ¢emo dozvoliti da skup stanja A bude beskon-
acan. Fazi automat ¢iji je skup stanja konacan nazivamo konacan fazi au-
tomat.

Neka je sa X* oznacen slobodan monoid nad alfabetom X, i neka je e € X*
prazna re¢. Funkcija 64 se moze progiriti do funkcije 64 : A x X* x A — L
na sledeéi nacin: Ako su a,b € A, onda

1

0, inace,

, akoje a=0",

6Ma,e,b) = { (1.37)
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aakosua,be A, ue X*ixe X, onda je

6 a, uz,b) = \/ 6Ma,u,c) @ 64(c, x,b). (1.38)

ceA

Prema (1.5) i Teoremi 3.1 [133] (videti takode [163, 164, 167|), vazi

02 (a,uv,b) = \/ 62(a,u,¢) ® 62 (c, v,b), (1.39)
ceA
za sve a,b € Aiu,v € X* tj.,akojew=x1---1,, zax,...,2, € X, onda
je
62 (a, w, b) = \/ 54 (a, 21, 01) @04 (c1, 22, 02) @+ - @ (€1, T, ).

(c1yeesCn—1)€EA™1

(1.40)
Intuitivno, proizvod d4(a, z1,¢;) ® 64(c1, 2, ¢3) ® -+ - @ §4(cp_1, Tp, b) pred-
stavlja stepen sa kojim ulazna re¢ w uzrokuje prelaz iz stanja a u stanje
b preko niza stanja ci,...,c, 1 € A, dok 67(a,w,b) predstavlja supremum
svih stepena po svim mogucéim putevima iz a u b pod dejstvom reci w.
Takode, konacan fazi automat A se moze predstaviti kao oznacen usmeren
graf ¢iji su ¢vorovi stanja automata A, a grana koja izlazi iz ¢vora a i ulazi
u &vor b je oznagena parom oblika x/64(a, z,b), za svaki x € X.

Ako je 64 krisp podskup od Ax X x A, tj., akoje §4 : AxXxA — {0,1},i0%
i 74 su krisp podskupovi od A, onda A je obi¢an nedeterministicki automat.
Drugim rec¢ima, nedeterministicki automati su fazi automati nad Booleovom
strukturom. Ako je 64 funkcjija iz A x X u A, 04 jednoelementni obic¢an
podskup od A, tj., 0 = {ag}, za neko ag € A, i 74 je fazi podskup od A,
onda se A naziva deterministicki fazi automat, u oznaci A = (A, 64, ag, 7).
U [38, 69] koriséen je naziv krisp-deterministicki automat. Vise informacija
o deterministickim fazi automatima moze se na¢i u [13, 103, 104, 107, 133].
Jasno, ako je 84 krisp podskup od A x X x A, ili funkcija iz A x X u A,
onda je 62 takode krisp podskup od A x X* x A, ili finkcija iz A x X* u
A, redom. Deterministicki fazi automat A = (4,54, ag, 7*) kod koga je 74
krisp podskup od A, je obi¢an deterministicki automat.

Ako za u € X* definigemo fazi relaciju 67 na A sa
54(a,6) = % (a, u, b), (1.41)

za sve a,b € A, koju nazivamo fazi relacija prelaza odredena sa u, onda se
(1.39) moze zapisati kao
62 =04 064, (1.42)
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za sve u,v € X*.

Reverzni fazi automat fazi automata A = (A, 64,04, 74) se definiSe kao
fazi automat A = (A, 64,54, 74) ¢iji su fazi funkcija prelaza i fazi skupovi
pocetnih i zavrénih stanja definisani sa 6% (ay, r,as) = (a2, x,a;) za sve
aj,a0 € Aix € X, 64 =741 74 = ¢4 Drugim re¢ima, 67 = (64)7}, za
svaki x € X.

Fazi jezik u X* nad L, ili krace fazi jezik, je svaki fazi podskup od X*, tj.,

svaka funkcija iz X* u L. Fazi jezik raspoznat automatom A = (A, 64,04, 74),
u oznaci L(A), je fazi jezik u F(X*) definisan sa
LAY =\ o%(0) @8 (a,u,b) @ 7). (1.43)
a,beA
ili ekvivalentno,
L(A)(e) = % o 74,
T L
L(A)(u) =0" 06, 00, 0---00, oT",
za sve U = T(Ty...T, € X1, gde x1,29,...,7, € X. Drugim recima,

jednakost (1.43) govori da je da stepen pripadnosi re¢i u fazi jeziku L(.A)
jednak stepenu sa kojim A raspoznaje ili prihvata re¢ u. Koristeé¢i oznaku
iz (1.17) i drugu jednakost iz (1.19), mozemo (1.43) predstaviti kao

L(A)(u) = 0% 06 o 7. (1.45)
Fazi automati A i B su jezicki ekvivalentni ako je L(A) = L(B).

Neka su A = (4,04, 04, 74) i B = (B,§P,08,78) fazi automati. Funkcija
v : A = B je izomorfizam izmedu A i B ako je bijekcija i za sve a,a1,a9 € A
ixe X, vazi

07 (a1, a2) = 67 (p(ar), ¢(az)), (1.46)
o (a) = 0" (p(a)), (1.47)
TA(a) = 78(p(a)). (1.48)

Ako postoji izomorfizam izmedu A i B, onda kazemo da su A i B izomorfni
fazi automati. Jasno, inverz izomorfizma fazi automata je takode izomor-
fizam, kao i kompozicija dva izomorfizma.

Kardinalnost fazi automata A = (A, 54,04, 74), u oznaci | A|, se definige kao
kardinalnost njegovog skupa stanja A. Fazi automat A je minimalani fazi
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automat jezika f € F ako raspoznaje f 1 |A| < |A'], za svaki fazi automat A’
koji raspoznaje f. Minimalani fazi automat koji raspoznaje dati fazi jezik f
ne mora biti jedinstven do na izomorfizam (videti Primer 3.4). Ovo takode
vazi i za nedeterministicke automate.

Neka je S = (S, +,-,0, 1) poluprsten i neka je X (konacan) alfabet. TeZinski
automat nad S i X, ili krace teZinski automat, je Getvorka A = (A, 04, 04, 74),
pri ¢emu je A neprazan konacan skup stanja, 64 : A x X x A — S je teZin-
ska funkcija (matrica) prelaza, o : A — S je pocetni teZinski vektor,
i74 : A = S je zavrsni teZinski vektor. S obzirom da se tezinski au-
tomati uvode na isti nacin kao i fazi automati, svi pojmovi i oznake koji su
prethodno uvedeni za fazi automate se na isti nacin definisu i za tezinske au-
tomate (re¢ fazi zamenjuje se recju tezinski, a operacije V i ® se zamenjuju
operacijama + i -, tim redom). Zapravo, svaki fazi automat nad kompletnom
reziduiranom mrezom £ = (L, A\,V,®, —, 0, 1) moZe se tretirati kao tezinski
automat nad poluprstenom £* = (L,V,®,0,1). Medutim, ne mogu se sva
svojstva fazi automata preneti na tezinske automate jer se mnoga od njih
dokazuju uz pomoé¢ uredenja i operacija A, — i <> kojima raspolaze kom-
pletna reziduirana mreza L, a kojima ne raspolaze poluprsten L£*. Stoga,
tezinski automati predstavljaju opstiji koncept od koncepta fazi automata.
Fazi automati imaju bogatiju teoriju, dok sa druge strane, tezinski automati
imaju Siri spektar primena.

Sada ¢emo dati definiciju faktor fazi automata u odnosu na datu fazi ek-
vivalenciju, a potom u analogiji sa tim uveS¢emo pojam faktor tezinskog
automata u odnosu na (krisp) ekvivalenciju.

Neka je A = (A,04,04,74) fazi automat i neka je E fazi ekvivalencija na
A. Bez ikakvih ogranicenja na F, mozemo definisati fazi funkciju prelaza

SYE (AJE) x X x (A/E) — L sa

0By, 2, By) = \/ E(a,d) @ (d,2,V') @ E(V,b) (1.49)
a' beA

ili ekvivalentno,
SAE(E, x, Ey) = (E o640 E)(a,b) = E, 062 0 Fy, (1.50)

zasvea,be Aix e X.

Takode, mozemo definisati fazi skup o/ € F(A/E) inicijalnih stanja i fazi
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skup 74/F € F(A/E) zavrsnih stanja sa

oE(E,) = \/ oad)® E(d,a) = (6% 0o E)(a) = 0% 0 E,, (1.51)

a’€A

T (E,) = \/ E(a,d)®74d) = (Eo7")(a) = Ego 1", (1.52)

a’€eA
za svako a € A.

Jasno, 64/F gA/F i 14/ su dobro definisane, A/E = (A/E,§4/F, gA/E 7A/E)
je fazi automat koji nazivamo faktor fazi automat od A u odnosu na E.

Napomenimo da je jezik L(A/FE) raspoznat faktor fazi automatom .4/ E dat
sa

L(A/E)(e) =0 o E o714, (1.53)
L(A/E)(u) zaAoEoéf1 oEoémA2 oEo---0FEo0df oEor"  (1.54)

dok je jezik L(.A) raspoznat fazi automatom .4 dat sa

L(A)(e) = 0% o 74, (1.55)
L(A)(u) = 0% 08 062 0062 or?, (1.56)
za svako u = x1%y ... 1, € X1, gde x1, 29, ...,7, € X. Dakle, fazi automati

A i A/FE raspoznaju isti jezik ako i samo ako je fazi ekvivalencija E reSenje
sistema fazi relacijskih jednacina

aAorAzaAoEoTA, (1.57)
JAoéflo---o5anTA :0A0E05;41oEo...oEoéﬁnoEoTA, '
zasven € Nizy, xo,...,x, € X. Za (1.57) kazemo da je opsti sistem.

Analogno se definige tezinski faktor automat. Neka je A = (A, 64,04, 74)
tezinski automat i F ekvivalencija na A. Tada, menjajuci \/ sa ), sa (1.49)
je definisana tezinska matrica prelaza, a sa (1.51) i (1.52) redom su definisani
pocetni i zavrs$ni tezinski vektori odgovarajuceg tezinskog faktor automata
A/E, i tezinski automati A i A/FE raspoznaju isti jezik ako i samo ako je
ekvivalencija E reSenje opsteg sistema (1.57).






Glava 2

Slabo linearni sistemi fazi
relacijskih nejednacina:
Heterogeni slucaj

[zucavanje sistema fazi relacijskih jednacina i nejednacina pokrenuo je E.
Sanchez u okviru medicinskih istrazivanja (videti [177, 178, 179, 180]). Kas-
nije ovi sistemi nalailaze na Sirok spektar primena i u danasnje vreme se ko-
riste u fazi kontroli, diskretnim dinamickim sistemima, reprezentaciji znanja,
identifikaciji fazi sistema, prognoziranju fazi sistema, teoriji odlucivanja, fazi
ekstrakciji informacija, fazi prepoznavanju oblika, kompresiji i rekonstrukciji
slika, kao i u mnogim drugim oblastima (na primer videti [63, 65, 71, 72,
121, 151, 154]).

Najvise su izucavani oni sistemi jednacina i nejednacina koji sa jedne strane
sadrze nepoznatu fazi relaciju i datu fazi relaciju ili fazi skup, dok sa druge
strane sadrze samo neku drugu datu fazi relaciju ili fazi skup. Takvi sistemi
se nazivaju [linearni sistemi. ReSavanje linearnih sistema fazi relacijskih
jednacina i nejednacina, kao i metode za nalazenje njihovih najveéih resenja
prvi put se razmatraju u napred pomenutim radovima Sancheza, koji je
posmatrao linearne sisteme nad Godelovom strukturom. Kasnije, u nizu
radova izu€avani su sistemi nad op$tijim strukturama, ukljuc¢ujuéi i sisteme
nad kompletnim reziduiranim mrezama (videti [41, 63, 119, 155, 157, 158,
159]).

SloZeniji sistemi fazi relacijskih nejednacina i jednac¢ina, nazvani slabo linear-
ni sistemi, nedavno su uvedeni i izuCavani u radu [106]. Oni se sastoje od
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nejednacina i jednacina oblika Vo U Uo V; 1 U < W, gdesu V; (i € I)
i W date fazi relacije na skupu A, U je nepoznata fazi relacija na A, o oz-
nacava kompoziciju fazi relacija, i < je jedan od simbola <, > i =. Pored
toga, ovi sistemi mogu ukljuciti i dodatne nejednakosti i jednakosti oblika
VioU ' U toV;iU™t < W. Slabo linearni sistemi, koji ukljucuju
samo fazi relacije na jednom skupu, nazivaju se homogeni sistemi. Svaki
homogeni slabo linearni sistem, sa kompletnom reziduiranom mrezom kao
strukturom istinitosnih vrednosti, ima najvece resenje, i u [106] dat je al-
goritam za izracunavanje tog najveceg resenja. Ovaj algoritam je zasnovan
na izrac¢unavanju najvece post-fiksne tacke izvesne izotone funkcije na mrezi
fazi relacija, koja je sadrzana u datoj fazi relaciji. Algoritam se zavrZava u
kona¢nom broju koraka kada je kompletna reziduirana mreza lokalno kon-
acna, kao na primer, kada radimo sa Booleovom i Gédelovom strukturom.
Pomenuti algoritam je iterativan, i svaki njegov pojedinac¢ni korak se moze
sagledati kao resavanje izvesnog partikularnog linearnog sistema, pa su iz
tog razloga ovi sistemi nazvani slabo linearni sistemi.

U ovoj glavi bic¢e izucavani heterogeni slabo linearni sistemi fazi relacijskih
nejednacina i jednacina, koji se sastoje iz fazi relacija izmedu dva razlicita
skupa, a nepoznata fazi relacija je izmedu ta dva skupa [108|. Naime, ako su
Vi1 W; (i € I) date fazi relacije na nepraznim skupovima A i B, tim redom,
a Z je data fazi relacija izmedu A i B, pod heterogenim slabo linearnim
sistemom podrazumevamo dva sistema koja se sastoje iz nejednacina oblika
UloV, <WoUNLUKZ, iVioU K UoW,;, U< Z, kao i od &etiri

sistema dobijena kombinacijom ova dva (za U i U™').

U ovoj glavi bi¢e prikazani sledeci rezultatai. Bi¢e pokazano da svaki hetero-
geni slabo linearni sistem ima najvece resenje (Teorema 2.1). Zatim ¢e biti
definisane izotone i image-lokalizovane funkcije ¢ (i = 1,...,6) na mreZi
fazi relacija izmedu A i B takve da svaki od Sest heterogenih slabo linearnih
sistema moze biti predstavljen na ekvivalentan nacin u obliku U < ¢(i)(U ),
U < Z (Teorema 2.2). Takva reprezentacija ¢e omoguciti da se problem
izrac¢unavanja najveceg resenja heterogenog slabo linearnog sistema prevede
na problem izra¢unavanja najveée post-fiksne tacke funkcije ¢, sadrzane u
fazi relaciji Z. U tu svrhu, iterativni metod razvijen u [106] bi¢e modifiko-
van tako da se mode primeniti na heterogeni slucaj. Takode ¢e biti pokazano
kako se dati metod mozde modifikovati tako da se koristi za izracunavanje
najvecih krisp reSenja ovih sistema. Nakon toga bi¢e uveden koncept faktor
fazi relacijskog sistema u odnosu na fazi ekvivalenciju, i bi¢e dokazane se teo-
reme analogne poznatim teoremama univerzalne algebre: teorema o homo-
morfizmu, izomorfizmu i teorema o korespodenciji (videti Teoreme 2.7-2.11).
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Koris¢enjem ovog koncepta uspostavice se prirodna veza izmedu reSenja het-
erogenih i homogenih slabo linearnih sistema (Teoreme 2.12-2.14).

Glava ima sledec¢u strukturu. U Poglavlju 2.1 daju se definicije homogenih
slabo linearnih sistema, potom i definicije heterogenih, i dokazuju se nji-
hova osnovna svojstva. U Poglavlju 2.2 se predstavlja metod za izracuna-
vanje najveceg reSenja heterogenog slabo linearnog sistema. U Poglavlju 2.3
su razmatrani faktor fazi relacijski sistemi i njihova osnovna svojstva, a u
Poglavlju 2.4 opisana je veza izmedu heterogenih i homogenih slabo linearnih
sistema.

2.1 Slabo linearni sistemi

U ovom poglavlju bi¢e uvedeni slabo linearni sistemi fazi relacijskih nejed-
nacina i jednac¢ina (homogeni i heterogeni), i bi¢e predstavljeni neki rezultati
kojima se opisuju njihova osnovna svojstva.

Neka je A neprazan skup (ne nuzno konacan), neka je {V;},c; data familija
fazi relacija na A (pri ¢emu I takode ne mora biti konacan skup), i neka je
W data fazi relacija na A.

Slededi sistemi fazi relacijskih nejednacina i jednacina su razmatrani u [106]:

UoV;<VioU (1el), U< W, (wl1-1)
VioU<UoV, (i€l U<W; (wl1-2)
UoVi=VioU (i€, U<W; (wi1-3)

UoVi<ViolU, U loVi<VioU™, (iel), UKW, U'<W;
(

wll-4)
VioUSUoV;,, VioU'<U oV, (iel), UKW, U'<W;
(wl1-5)
UoVi=ViolU, U'loVi=V,oU?' (iel), ULSW, U'<W;
(wl1-6)

gde je U nepoznata fazi relacija na A. Jasno, fazi relacija R € R(A) je
reSenje sistema (wl1-4) (odnosno sistema (wl1-5), (wl1-6)) ako i samo ako
sui R i R! refenja sistema (wl1-1) (odnosno (wll-2), (wll1-3)), i stavise,
simetri¢na fazi relacija je reenje sistema (wl1-4) (odnosno (wl1-5), (wi1-6))
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ako 1 samo ako je resenje sistema (wl1-1) (odnosno (wl(1-2), (wi1-3)). Jasno,
ako je W(ay,ay) = 1, za sve aj,as € A, tada nejednakost U < W postaje
trivijalna i moze se izostaviti.

Sistemi (wl1-1)—(wl1-6) su u radu [106] nazvani slabo linearni sistemi. Pre-
ciznije, ovde ¢emo ih nazivati homogeni slabo linearni sistemi. Za svaki t €
{1,...,6}, odgovarajudi sistem (wl1-t) bice oznacen sa WL (A, I, V;, W).
Ako je W(ay,as) =1, za sve ay,az € A, onda ce sistem (wl1-t) jednostavno
biti oznaten sa W LY (A, I,V;).

U radu [106] je dokazano da svaki od ovih sistema ima najvece reenje, i
ako data fazi relacija W jeste fazi kvazi-uredenje, onda su najveca resenja
sistema (wl1-1), (wl1-2) i (wl1-3) takode fazi kvazi-uredenja, a ako je W fazi
ekvivalencija, onda najveca resenja sistema (wll-4), (wl1-5) i (wl1-6) jesu
fazi ekvivalencije. U istom radu razvijen je i metod za izracunavanje najvecéih
reSenja, zasnovan na izra¢unavanju najvece post-fiksne tacke, sadrzane u
datoj fazi relaciji, izotone funkcije na mrezi fazi relacija.

Ovde ¢e biti uvedeni heterogeni slabo linearni sistemi, bi¢e pokazano da i
svaki od ovih sistema ima najvece resenje (koje moze biti i prazno), kao i da
se metod iz [106] moze modifikovati tako da se moze iskoristiti za izrac¢una-
vanje najvecih resenja heterogenih slabo linearnih sistema.

Neka su A i B neprazni skupovi (ne nuzno konacni), neka je {V;},c; data
familija fazi relacija na A i {W,};e; data familija fazi relacija na B (I takode
ne mora biti konacan skup), i neka je Z data fazi relacija izmedu A i B.

Posmatracemo sledecée sisteme

UltoV,<W;oU? (iel), ULZ; (wi2-1)
VioU < UoW,; (tel), ULZ; (wl2-2)
i sisteme dobijene kombinacijom sistema (wl2-1) i (wi2-2) (za U 1 U™!)
UloV;<W;oU? UoW;<VioU (iel), U<LZ;
(wi2-3)
VioU<LUoW,; W,oU'<U oV, (iel), U<KZ;
(wl2-4)
VioU=UoW, (iel), U<Z;
(wi2-5)
UloVi=W;oU™? (iel), U<KZ;

(wl2-6)
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gde je U nepoznata fazi relacija izmedu A i B. Sistemi (wl2-1)—(wl2-6) ¢e
biti nazvani heterogeni slabo linearni sistemi. Za svakit € {1,...,6}, sistem
(wl2-t) bice oznacen sa WL (A, B, I1,V;,W;, Z). Ako je Z(a,b) = 1, za sve
a € Aibe B, onda ¢e sistem (wl2-t) biti oznacen sa WL*'(A, B, I, V;, W;).

Sasvim jednostavno mogu se pokazati sledece dve propozicije.

Propozicija 2.1. Neka je A neprazan skup, neka je {V;}ie; familija fazi
relacija na A, i neka je W fazi relacija na A. Za proizvoljnu fazi reelaciju

R € R(A) vazi:

(a) R je resenje sistema W LY7Y(A, I, V;, W) ako i samo ako je R™' reenje
sistema WLY“2(A I, VL W1,

(b) R je resenje sistema W L'*™(A,I,V;, W) ako i samo ako je R reSenje
sistema WL (A I, V.1 W),

Propozicija 2.2. Neka su A i B neprazni skupovi, neka je {V;}ier familija
fazi relacija na A i@ {W;}ier familija fazi relacija na B, i neka je Z fazi
relacija izmedu A i B. Za proizvoljnu fazi relaciju R € R(A, B) vaZzi:

(a) R je resenje sistema WL?* Y (A, B,I1,V;,W;,Z) ako i samo ako je i
resenje sistema WL*2(A, B, I,V;,"', W', Z);

(b) R je resenje sistema WL?*73(A, B,I,V;,W;,Z) ako i samo ako je i
resenje sistema WL* (A, B, I,V;,"', W, 1, Z);

(c) R je resenje sistema WL*>(A,B,I,V;,W;,Z) ako i samo ako je i
resenje sistema WL* (A, B, I,V;,"', W, ', Z);

(d) R je resenje sistema W L*73(A, B, 1,V;,W;, Z) ako i samo ako je R™*
resenje sistema WL>~4(B, A, I, W;,V;, Z).

Tvrdenje (a) u Propoziciji 2.1 kaze da su sistemi (wl1-1) i (wl1-2) du-
alni, u smislu da za svako tvrdenje koje univerzalno vazi za sistem (wll-
1) postoji odgovarajuce tvrdenje koje univerzalno vazi za sistem (wl1-2), i
obratno. Sli¢no, dualni su sistemi (wl1-4) i (wi1-5), (wl2-1) i (wi2-2), (wl2-
3) i (wl2-4), i (wl2-5) i (wl2-6). 1z tog razloga, dalje u tekstu uglavnom ce
biti razmatrani sistemi (wl1-1), (wil-4), (wi2-1), (wl2-3) i (w(2-5).

Takode jednostavno se pokazuje i sledeca propozicija.

Propozicija 2.3. Neka su R i S fazi relacije takve da je R resenje sistema
WL?™3(A, B, I,V;, W;, Z) i S je resenje sistema W L*=3(B,C,I,W;, X;,Y).
Tada je Ro S resenje sistema WL*3(A,C,I1,V;, X;,ZoY).
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Teorema 2.1. Suvi heterogeni slabo linearni sistemi imaju najvece reSenje
(koje moZe biti prazno).

Ako je Z parcijalna fazi funkcija, onda najveca resenja sistema (wl2-3) i
(wl2-4) takode jesu parcijalne fazi funkcije.

Dokaz. Zasvakit € {1,...,6}, neposredno se proverava da je unija proizvo-
ljne familije fazi relacija koje su resenja sistema (wl2-t) takode resenje sis-
tema (wl2-t), i stoga unija svih reSenja sistema (wl2-t) jeste najvece resenje
tog sistema.

Dalje, neka je Z parcijalna fazi funkcija i neka je R najvece resenje sistema
(wi2-t), gde jet =3 1ilit =4. Tadaje RoR'oR< ZoZ 'oZ < Z, i
prema Propoziciji 2.3 imamo da je Ro R™!o R resenje sistema (wi2-t). Kako
je R najvece reSenje sitema, sledi da je Ro R~' o R < R, $to znadi da je R
parcijalna fazi funkcija. m

Dalje, neka su A i B neprazni skupovi i neka je V€ R(A), W € R(B)
1 Z € R(A, B). Desni rezidual od Z sa V je fazi relacija Z/V € R(A, B)
definisana sa
(Z/V)(a.b) = N (V(d,a) = Z(d',])), (2.1)
a’'€A
zasvea € A, b € B, alevi rezidual od Z sa W je fazi relacija Z\W € R(A, B)

definisana sa

(Z2\W)(a,b) = N\ (W(D,V) = Z(a,1)), (2.2)

b'eB

zasve a € Aib e B. U slucaju da je A = B, ova dva koncepta se svode

na dobro poznate koncepte desnog i levog reziduala fazi relacije na skupu
(videti [106]).

Prema poznatim rezultatima E. Sancheza (videti [178, 179, 180]), desni rezid-
ual Z/V je najvece resenje fazi relacijske nejednacine Vo U < Z, gde je U
nepoznata fazi relacija izmedu A i B. Stavise, skup svih reSenja nejednacine
VoU < Z je glavni ideal od R(A, B) generisan sa Z/V. Analogno, levi
rezidual Z\W je najvece resenje fazi relacijske nejednacine U o W < Z, gde
je U nepoznata fazi relacija izmedu A i B, i skup svih reSenja nejednacine
UoW < Z je glavni ideal od R(A, B) generisan sa Z\W.

Odavde, za date familije fazi relacija {V;}ier € R(A), {Witier € R(B), i
{Zi}icr € R(A, B), i nepoznatu fazi relaciju U iz R(A, B), najvece resenje
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sistema V;oU < Z; (1 € 1) je
N\ Zi/ Vi,
el

tj., presek najvecih reSenja pojedinac¢nih nejednacina V; o U < Z;, 1 € I, a
najvece reSenje sistema Uo W, < Z; (1 € I) je

iel
tj., presek najvecéih resenja pojedinac¢nih nejednacina U o W; < Z;, 1 € I.

Neka su ¢ : R(A, B) — R(A,B), za 1 < t < 6, funkcije definisane na
sledeéi nacin:

oV (R) = /\[(VVi o REH\Vi]™! (2.3)
¢?(R) = /\(R o Wy)/Vi (2.4)
¢ (R) = /\[(Vm o RTN\VIIT A [(Vio R\W,] = ¢ (R) A [oD (R
i€l (25)
o(R) = /\[(R o Wi) [V A (R o Vi) /Wi 7t = oD (R) A [p® (R
i€l 26)
¢ (R) = /\[(R o W) /VII A (Vi o R\W;] = 6@ (R) A [V (RH]TH (2.7)

0O(R) = /\[(VVi o RTN\VIIT' AR o Vi) /Wil ™ = ¢ (R) A [¢ (R

(2.8)

za sve R € R(A, B). Napomenimo da je u izrazu “¢®(R™1)" (t € {1,2}) sa
¢ oznacena funkcija iz R(B, A) u R(B, A).

Najpre ¢e biti pokazano da se sistemi (wl2-1)—(wl2-6) mogi predstaviti u
ekvivalentnom obliku, pomocu funkcija ¢®, 1 < ¢t < 6, na sledeéi nadin.

Teorema 2.2. Za svakit € {1,...,6}, sistem (w2-t) je ekvivalentan sistemu

U<oU), U<LZ (2.9)
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Dokaz. Ovde ¢e biti dokazan jedino sluc¢aj t = 1. Slucaj ¢t = 2 je dualan
prvom, a sva ostala tvrdenja slede na osnovu prva dva, prema (2.5)—(2.8).

Za proizvoljnu fazi relaciju U € R(A, B) je U o V; < W; o U1 ako i samo
ako je

U~ (b,0) @ Vila,a') < (Wi o U)(b,d),
za sve a,a’ € A, b € Bii € I. Na osnovu svojstva adjunkcije, ovo je
ekvivalentno sa

U™ (b,a) < N Vila,a') = (Wio U (b,d))] = (W; 0 U )\V3)(b, a)
a’'€A

zasvea € A, be Bit €I, sto je dalje ekvivalentno sa

U(a,b) < N\[(W; 0 U N\Vi] "} (a,b) = (¢ (U))(a, )
el
za sve a € A and b € B. Stoga, U je reSenje sistema (wl2-1) ako i samo ako
je resenje sistema (2.9). O

2.2 Izracunavanje najvecih reSenja

U ovom poglavlju éemo problem izracunavanja najveceg reSenja heterogenog
slabo linearnog sistema prevesti na problem izracunavanja najvece post-
fiksne tacke funkcije ¢, sadrzane u datoj fazi relaciji.

Neka su A i B neprazni skupovi i neka je ¢ : R(A, B) — R(A, B) izotona
funkcija, tj. R < S povladi ¢(R) < ¢(5), zasve R, S € R(A, B). Fazi relacija
R € R(A, B) se naziva post-fiksna tacka od ¢ ako je R < ¢(R). Dobro poz-
nata Teorema Knaster-Tarskog o fiksnoj tacki (formulisana i dokazana u
opstijem kontekstu, za kompletne mreze) tvrdi da skup svih post-fiksnih
tacaka od ¢ ¢ni kompletnu mrezu (videti [172]). StaviSe, za proizvoljnu
fazi relaciju Z € R(A, B) imamo da skup svih post-fiksnih tacaka od ¢
sadrzanih u Z jeste neprazan, jer uvek sadrzi najmanji element od R(A, B)
(praznu relaciju), i ovaj skup takode ¢ini kompletnu mrezu. Prema Teoremi
2.2, glavni zadatak ovde ¢e biti da se nade efektivni postupak za izracuna-
vanje najveée post-fiksne tacke funkcije ¢ koja je sadrzana u datoj fazi
relaciji Z, za svakit € {1,...,6}.

Neka je ¢ : R(A, B) - R(A, B) izotona funkcija i Z € R(A, B). Definisimo
niz { Ry }ren fazi relacija iz R(A, B) na sledeci nacin:

Ry =7, Rit1 = R AN ¢(Ry,), for each k € N. (2.10)
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Niz {Ry}ren je ocigledno opadajuci. Ako je sa R oznadena najveca post-
fiksna tacka od ¢ sadrzana u Z, onda se jednostavno proverava da je

R< N\ R (2.11)

Sada se namecu dva veoma vazna pitanja. Prvo, pod kojim uslovima u
(2.11) vazi jednakost? A mozda i vaZnije pitanje je: pod kojim uslovima je
niz { Ry }ren konacan? U sluc¢aju da je ovaj niz konacan, nije teSko pokazati
da postoji k € N takav da je Ry = R,,, za svaki m > k, tj., postoji k € N
takav da se niz stabilizuje na Rj. Jasno, niz se stabilizuje kada pronademo
najmanji k£ € N takav da je Ry = Ri.1. U tom slucaju je R = Ry, i time se
dobija algoritam za izra¢unavanje fazi relacije R u konaénom broju koraka.

Neki uslovi pod kojima jednakost vazi u (2.11), ili je niz konacan, su dati u
[106], ali u slu¢aju kada se razmatraju fazi relacije na jednom skupu. Ovde
¢e biti dati analogni rezultati za fazi relacije izmedu dva (moguce razli¢ita)
skupa.

Zaniz { Ry }ren fazi relacija iz R(A, B) kazemo da je je image-konacan ako je
skup (J,ey Im(Ry) konacan. Moze se pokazati da je ovaj niz image-konacan
ako 1 samo ako je konacan. Dalje, funkcija ¢ : R(A, B) — R(A, B) je
1mage-lokalizovana ako postoji konacan podskup K C L takav da za svaku
fazi relaciju R € R(A, B) vaizi

Im(¢(R)) C (K UTm(R)), (2.12)

gde je (K UIm(R)) podalgebra od £ generisana skupom K U Im(R). Takav
K se naziva lokalizacijski skup funkcije ¢.

Sledeca teorema moze se dokazati kao i Teorema 5.2 u [106].

Teorema 2.3. Neka je funkcija ¢ image-lokalizovana, neka je K njen loka-
lizacijski skup, neka je Z € R(A, B), i neka je { Ry }ren niz fazi relacija iz
R(A, B) definisan sa (2.10). Tada

|J Im(Ry) € (K UIm(Z)). (2.13)

Ako je (K UIm(Z)) konacna podalgebra od L, tada je niz { Ry }ken konacan.

Nadalje, razmatrace se funkcije ¢*), za t € {1,..., 6}, definisane u (2.3)-
(2.8).
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Teorema 2.4. Sve funkcije ¢\, za t € {1,...,6}, su izotone, i ako su A,
B i I konacni skupovi, onda su sve ove funkcije image-lokalizovane.

Dokaz. Bi¢e dokazano tvrdenje za funkciju ¢(). Odgovarajuce tvrdenje za
funkciju ¢ vazi zbog dualnosti sa prvim, a sva ostala tvrdenja slede iz prva
dva, prema (2.5)-(2.8).

Neka su Ry, Ry € R(A, B) takve da R; < Rs, Posmatrajmo sledeéi sistem
fazi relacijskih nejednacina:

Wio Ry, i€l (2.14)

UloV, <
oV < WioRyY, i€l (2.15)

U

gde je U nepoznata fazi relacija izmedu A i B. Kao §to je pomenuto ranije,
fazi relacije

oW(Ry) = N(Wio RPNV 1 ¢M(Ry) = A[(Wio Ry

iel il

redom, su najveca reSenja sistema (2.14) i (2.15), a iz R; < R sledi da je
Wio Ry' < Wio Ry, za svaki i € I, pa svako resenje sistema (2.14) jeste i
refenje sistema (2.15). Otuda, ¢(V)(R,) jeste resenje sistema (2.15), §to znadi
da ¢W(Ry) < ¢W(Ry). Stoga, ¢V je izotona funkcija.

Ako su A, B i I konacni skupovi, onda je skup K = (J,.,(Im(V;) U Im(W;))
takode konacan, i za sve R € R(A, B) je Im(¢"(R)) C (K |JIm(R)). To

znadi da je funkcija ¢(V) image-lokalizovana. O

Sada ¢e biti formulisana i dokazana jedna od glavnh teorema.

Teorema 2.5. Neka su A, B i I konacni skupovi, neka je ¢ = ¢®, za neki
t € {1,...,6}, i neka je {Ry}ren niz fazi relacija iz R(A, B) definisan sa
(2.10).

Ako je (Im(Z) U, e, (Im(V;) UIm(W;) )) konacna podalgebra od L, tada vazi
sledece:

(a) niz {Rg}ren je konacan i opadajuci, i postoji najmangi prirodan broj k
takav da Ry = Rjy1;

(b) Ry je najvece resenje sistema (wl2-t).
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Dokaz. Neka je (Im(Z) U o, (Im(V;) U Im(W;) )) konacéna podalgebra od
L.

(a) Prema Teoremi 2.4 i 2.3, niz {Ry}ren je konacan i opadajuéi, pa pos-
toje k,m € N takvi da je Ry = Rgim, pa je

Ry < R = Ry < Riq.

Dakle, postoji k € N takav da R, = Ryy1, pa postoji i najmanji prirodan
broj sa takvim svojstvom.

(b) Neka je k najmanji prirodan broj takav da je Ry = Rj11. Jasno da je
tada R, < Z. Stavide, vazi Ry = Rypy1 < ¢ (Ry), pa prema Teoremi 2.2
sledi da je Ry resenje sistema (wl2-t).

Neka je R proizvoljno reSenje sistema (wi2-t). Tada je R < Z = R;. Dalje,
uzmimo da je R < R,,, za neki m € N. Tada je R < ¢®(R) < ¢V(R,,),
paje R < Ry A ¢W(R,,) = Ryp1. Stoga, principom matematicke indukcije
zakljuc¢ujemo da je R < R,,, za svaki m € N, i otuda, R < Rj. Dakle,
pokazano je da je Ry najvee reSenje sistema (wl2-t). [

Pod ovim uslovima imamo sledece.

Teorema 2.6. Neka je ¢ = ¢, za nekit € {1,...,6}, neka je { Ry, }ren niz
fazi relacija iz R(A, B) definisan sa (2.10), i neka je L kompletna reziduirana
mreza u kojoj su supremum i multiplikacija distributioni u odnosu na infi-
mum.

Tada fazi relacija

R= )\ R,

keN

jeste nagvece reSenje sistema (wl2-t).
Dokaz. Ovde ¢e jedino biti dokazan slucaj t = 1. Ostali sluc¢ajevi se dokazuju
na sli¢an nacin.

Ako vazi (1.7), onda, kako je pokazano u [45], za proizvoljne opadajuce
nizove {xk}keNa {yk}kEN Q L vaizi

/\(ﬁk Vo) = (/\ ) V (/\ U)- (2.16)

keN keN keN
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Sada, za proizvoljne 1 € I, a € Aib € B imamo

</\(WiOR;1)> (b,a) = \ (WioR;")(b,a)

/\(\/W (b,b) ® RN (Y, ))
- ,,,\E/B<ke/§wi(b7 V) ® RV, a)) (by (2.16))
_\/< o (/\R )) (by (18)
— bl\e/B<Wi(b, V)yo RV, a))

= (Wio R)(b,a),

Sto znaci da je
A Wio Rt =W;o R,
keN

za svaki i € I. Upotreba uslova (2.16) je opravdana ¢injenicom da je B
konacan skup, i da {R; (b, a)}ren jeste opadajuéi niz, pa je

{Wib,b) © R (', a) bren
takode opadajuci niz.
Dalje, zasvei € I'i k € N je
R < Rysr < oW(Ry) = [(Wio RyH\V

Sto je ekvivalentno sa
R oV, <Wo0R;
Kako poslednja nejednakost vazi za svaki k € N, to je
R'oV,< A\ WioR' =W;0 R,
keEN

za svaki i € I. Stoga, R je reSenje sistema (wi2-1).

Neka je S € R(A, B) proizvoljna fazi relacija koja jeste reSenje sistema
(wl2-1). Prema Teoremi 2.2 je S < ¢(V(S) 1 S < Z = R;. Indukcijom se
jednostavno pokazuje da je S < Ry za svaki k € N, pa je S < R. To znaci
da je R najvece reSenje sistema (wl2-1). O
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U nekim situacijama nisu nam potrebna reSenja sistema fazi relacijskih jed-
nacina i nejednacina koja su fazi relacije, ve¢ su nam potrebna resenja koja
su obi¢ne krisp relacije. Stavise, u slucajevima kada se nasi algoritmi za
izrac¢unavanje najvecih reSenja slabo linearnih sistema ne zaustavljaju u kon-
acnom broju koraka, treba potraziti najveca krisp resenja ovih sistema. Njih
mozemo shvatiti kao neku vrstu “aproksimacije” najveéih fazi resenja. U
[106] je pokazano da se algoritmi za izracunavanje najvecih fazi reenja ho-
mogenih slabo linearnih sistema mogu prilagoditi tako da se izracunavaju
najveca krisp reSenja ovih sistema. Na isti nacin se moze prilagoditi i metod
za izracunavanje najvecih resenja heterogenih slabo linearnih sistema [108],
Sto ¢e ovde i biti prikazano.

Neka su A i B neprazni skupovi, i neka je R¢(A, B) skup svih krisp relacija
iz R(A, B). Jednostavno se proverava da je R¢(A, B) kompletna podmreza
mreze R(A, B), tj., presek i unija u R(A, B) proizvoljne familije krisp relacija
iz R°(A, B) su takode krisp relacije (u sustini one su upravo obi¢ni presek
i unija krisp relacija). StaviSe, za svaku fazi relaciju R € R(A, B) vazi
R € R¢(A, B), gde R oznacava krisp deo fazi relacije R (u nekim izvorima
naziva se i jezgro od R), tj., funkcija R° : A x B — {0, 1} definisana sa
R(a,b) =1, za R(a,b) = 1,1 R(a,b) = 0, ako je R(a,b) < 1, zasve a € A
i b € B. Ekvivalentno, R® se moze posmatrati kao obi¢na krisp relacija
izmedu A i1 B data sa R° = {(a,b) € A x B | R(a,b) = 1}.

Za ¢ : R(A, B) — R(A, B) definisimo funkciju ¢¢ : R°(A, B) — R°(A, B) na

slede¢i nacin:
¢°(R) = (¢p(R))¢, zasve Re€ R (A,B).
Ako je ¢ izotona, onda je i ¢° izotona funkcija.

Propozicija 2.4. Neka su A i B neprazni skupovi, neka je funkcija ¢ :
R(A,B) — R(A, B) izotona i neka je W € R(A, B) data fazi relacija.
Tada je krisp relacija o € R¢(A, B) je najvece resenje u R(A, B) sistema

U< o), U<Ww, (2.17)
ako i samo ako je najvece reSenje u R¢(A, B) sistema

£ < 0°(8), E< W, (2.18)
gde je U nepoznata fazi relacija i & je nepoznata krisp relacija.
Stavise, niz {0k }ren € R(A, B) definisan sa

o =W o1 =0k NP°(0k), 2a svako k€N, (2.19)
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je konacan opadajuci niz krisp relacija, © najmangi element ovog niza je na-
Juece resenje sistema (2.18) in R¢(A, B).

Uzimajuéi da je ¢ neka od funkcija ¢, for t € {1,...,6}, Propozicija 2.4
daje algoritam za izracunavanje najveceg krisp resenja heterogenih slabo
linearnih sistema. Kao sto smo videli u Propoziciji 2.4, ovi algoritmi se
zavrSavaju u konacnom broju koraka, nezavisno od svojstava strukture is-
tinitosnih vrednosti, i mogu se koristiti u slu¢ajevima kada se algoritmi za
izrac¢unavanje najvecih fazi reSenja ne zavrsavaju u konacnom broju koraka.
Ipak, postoje primeri kada heterogeni slabo linearni sistemi imaju neprazna
fazi reSenja, ali nemaju neprazna krisp resenja.

Primer 2.1. Neka je £ Godel-ova struktura, neka su A i B skupovi kardinal-
nosti |A| = 31|B| = 2, i neka su fazi relacije V1, Vo € R(A), Wi, W,y € R(B),
i1 Z € R(A, B) predstavljene slede¢im fazi matricama:

1 03 04 0.5 0.6 0.2
Vi=1[05 1 03|, Va=1{06 03 04,
04 06 0.7 0.7 07 1
11
1 06 0.6 0.6
Wl_[O.G 0.7}’ WQ_[O.? 1}7 4= } }

Koristeéi algoritam zasnovan na Teoremi 2.5 dobijamo da su najveca reSenja
sistema (wl2-1)—(wl2-6) redom data fazi matricama

1 0.7] 1 0.7] 1 0.6]
RY =11 07, RP=|1 07|, R®=]1 06],
06 1 | 0.7 1| 06 1|
1 0.7] (1 0.6] 1 0.7]
R =11 07|, R® =11 06|, RY9=|1 07
0.7 1| 0.7 1| 06 1 |

Sa druge strane, koriS¢enjem algoritma za racunanje najveceg krisp reSenja
vidimo da ne postoji neprazno krisp resenje sistema (wl2-1)—(wl2-6).
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Funkcije ()¢, za sve t € {1,...,6}, mogu se predstaviti na slede¢i nacin:
(a,b) € (6)(0) & (Vi€ I)(Vd' € A)Vi(a,a) < (W0 0)(b,d),
(a,b) € (6P)(0) & (Vi )(Vd € A)Vi(d',a) < (00 Wy)(d',b),
(@D)(0) = (6)(e) Al(¢) (e )]

(6)(0) = (6®)(2) A l(6®) (e )]
(6)(0) = (6®)(2) A (6™ (e )]
(6D)(0) = (6")(2) A l(6®) ()]

zasve p € RY(A,B),a€ Aibe B.

2.3 Faktor fazi relacijski sistemi

Potsetimo se da se relacijski sistem definiSe kao par (A4, R) koji se sastoji
iz nepraznog skupa A i neprazne familije R kona¢nih relacija na A koje
mogu imati razli¢itu arnost. Za dva relacijska sistema (A, Rq) i (B, R2) se
smatra da su istog tipa ako postoji bijektivna funkcija izmedu R, i Ry koja
oc¢uvava arnost. Kada radimo samo sa binarnim relcijama, dva relacijska
sistema (A, R1) 1 (B, Rs) jesu istog tipa ako se Ry i Ry mogu predstaviti
kao R1 = {Vi}ier 1 Ra = {W, }ier, za neki neprazan indeksni skup 7. U tom
sluc¢aju, napred pomenuta bijektivna funkcija je funkcija koja slika V; u W;,
za svaki € [.

Ovde ¢emo posmatrati relacijske sisteme u fazi kontekstu, i radi¢emo samo
sa binarnim fazi relacijama. DefiniSemo fazi relacijski sistem kao par A =
(A,{V:}ier), gde je A neprazan skup i {V;};c; je neprazna familija fazi relacija
na A, a pod fazi relacijskim sistemima istog tipa podrazumevac¢emo sisteme
oblika A = (A, {V;}icr) i B = (B, {W;}icr). Radi jednostavnijeg oznacavanja
fazi relacijskog sistema A = (A,{V;}icr), ponekad ¢emo koristiti oznaku
A = (A, 1,V;). Svi fazi relacijski sistemi koji se nadalje razmatraju bice
istog tipa.

Neka su A = (A, I,V;) i B = (B, 1,W;) dva fazi relacijska sistema. Funkcija
¢ : A — B je izomorfizam ako je bijekcija i ako za sve ay,a0 € Ait € [ vazi

Vi(a1, az) = Wi(é(ar), ¢(az)).
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Neka je A = (A, I,V;) fazi relacijski sistem i neka je E fazi ekvivalencija na
A. Za svaki i € I, definiSimo fazi relaciju V;A/ ¥ na faktor skupu A/FE na
sledeéi nacin:

VAE(E,,, Ea,) = (E o V; 0 E)(ay, as), (2.20)
za sve aj,as € A. Desna strana jednakosti (2.20) moze se ekvivalentno za-
pisati kao

(EOV;OEXC“?CL?) = \/ E(aha,l)@‘/;(a/l?a,2)®E(a,27a2) - Ea1 OV:L'OE@?

/ /
a},a5€A

i za sve ay,ay,ay,ay € A takve da je E,, = E, i E,, = E,, imamo da je
(EoV;oE)(a1,a2) = (EoV;o E)(a},d,). Stoga, fazi relacija V;A/E je dobro
definisana, i A/E = (A/I, 1, ViA/ ) jeste fazi relacijski sistem istog tipa kao
i A. Ovaj sistem naziva se faktor fazi relacijski sistem od A, u odnosu na
fazi ekvivalenciju F.

Napomenimo da ovakav koncept faktor fazi relacijskog sistema nastaje u
teoriji automata, naime, ovaj koncept proistice iz koncepta faktor fazi au-
tomata. Faktor fazi automati su uvedeni u [44, 45|, gde su koris¢eni za
redukciju broja stanja fazi automata. Faktor fazi relacijski sistemi mogu
se takode koristiti za redukciju broja ¢vorova (fazi) mreza (engl. network)
zadrzavajuéi pri tom osnovnu strukturu te mreze. Takode, napomenimo da
su u skorije vreme krisp faktor relacijski sistemi definisani na isti nacin u

32].

Sledeca teorema se moze shvatiti kao analogon poznate teoreme univerzalne
algebre koja uspostavlja korespodenciju izmedu funkcija i relacija ekvivalen-
cije, kao i korespodenciju izmedu homomorfizama i kongruencija (videti [24,

§2.6]).

Teorema 2.7. Neka je A = (A, 1,V;) fazi relacijski sistem, E fazi ekviva-
lencijana A, i A= (A/E, 1, V;A/E) faktor fazi relacijski sitem od A u odnosu
na E.

Tada fazi relacija E* € R(A, A/E) definisana sa
E¥(ay, E,,) = E(ay, a3), za sve ay,ag € A, (2.21)
jeste uniformna F'-funkcija ¢ije jezgro je E.

Stavige, fazi relacija E* je resenje i sistema WLQ'](A,A/E,I,VZ»,ViA/E) i
sistema WL*2(A, AJE, I,V;, V;/"'F).
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Dokaz. Prema Teoremi 7.1 [41], E* je uniformna F-funkcija iz A na A/E i
njeno jezgro je F.

Dalje, neka je (radi jednostavnijeg oznacavanja) E° = R. Tada za sve i € [
iap,ay € Aimamo

(R OV a17a2 \/ R (l17a3 ®v(a37a2)

as€A

= \/ E(ar,a3) ® Vi(as, az) = (E o Vi)(ar, az)

as€A
< (EoVioE)(ar,az) = (EoV;o EoE)(ai,as)
= \/ (EoV;oE)(a1,a4) ® E(ay,az)

as€A

= \/ ViA/E<Ea1v Eu) ® R_l(Ea4a as)

as€A

= (V" o RY(E,,, a2),

(2

(2.22)

pa R = E" jeste resenje sistema W L*' (A, A/E,1,V;, ViA/E), Takode,

(‘/Z 9] R)(Cll, \/ V al,ag) ® R(a?nEaz)

as€A

= \/ Vi(a1,a3) ® E(as, az) = (Vi 0 E) (a1, az)

as€EA

<(EOVOE)(al,CLQ):(EOEOV;OE)(CH,CLQ) (223)
= \/ E(ay,a4) ® (FoV;o FE)(a4,as)

as€A
- \/ R(a17 Ea4) ® V;A/E(EM? Ea2) = (R ° V;'A/E)(ala Ea2)7
as€EA

Sto znaci da R = E" jeste reSenje sistema WL*2(A, A/E, I,V Vz‘A/E) O

Teorema 2.8. Neka je A = (A, 1,V;) fazi relacijski sistem, E fazi ekvi-
valencija na A, 1 A = (A/E, I, V;A/E) faktor fazi relacijski sistem od A wu
odnosu na E. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) E je resenje sistema W LI4(A, 1, V;);
(ii) E* je resenje sistema W L*3(A, AJE, I, V;, V@,A/E)}.
(iii) E* je resenje sistema WL*°(A, AJE,I,V;, V;A/E)'
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Dokaz. (i)<(ii). Na osnovu Teoreme 2.7, fazi relacija R = E' je refenje
sistema WL*3(A, A/E, 1,V,, V") ako i samo ako Ro V/P < V,o R, a
prema (2.23), ovo vazi ako i samo ako FoV; o0 E < V; o E. Sa druge
strane, kako je FoV;, < FoV,oEiFoFE =F toje FoVioE < V,oF
ekvivalentno sa FoV; < V;o E. Kako je E simetri¢na, to je E reSenje sistema
WL (A, I,V;). Prem tome, (i) (ii) vazi.

Sli¢no se moze pokazati da je (1)< (iii). O

Sledeca teorema moze se shvatiti kao analogon Druge teoreme o izomorfizmu
iz univerzalne algebre (videti [24, §2.6]).

Teorema 2.9. Neka je A = (A, 1,V;) fazi relacijski sistem, neka su E i F
fazi ekvivalencije na A takve da je E < F, i neka je AJE = (A/E, 1, V;A/E)
faktor fazi relacigski sistem od A u odnosu na E. Tada fazi relacija F//E na
A/E definisana sa

F/E(E,,,E,,) = Fl(ai,as), za sveay,as € A, (2.24)

jeste fazi ekvivalencija na A/ E, i faktor fazi relacijski sistems

(A/E)/(F/E) i A/F su izomorfni.

Dokaz. Pokazimo najpre da je F'/E dobro definisana fazi relacija. Za-
ista, ako su ay,d),as,a, € A takvi da je E,, = Ey 1 B, = Ey, onda
je E(ay,a}) = 1 = E(as,ad}), pa je F(ay,ay) = 1 = F(ag,d}), i stoga je
F/E(E,,, Ey) = F/E(E,,, Ey). Jednostavno se proverava da je F/E fazi
ekvivalencija.

Radi jednostavnijeg zapisa stavimo da je @ = F/E, i definigimo funkciju
¢ AJG — (A/E)/Q sa ¢(F,) = Qg,, za svaki a € A. Za proizvoljne
ai,as € Aje
F,,=F, < F(a,a)=1 & F/E(E,,E,)=1
<~ Q(EalaEag) =1 & QEal = QEa27

pa je ¢ dobro definisana injektivna funkcija. Jasno je da je ¢ sirjektivna
funkcija.

Dalje, iz E < F sledi FoE = Eo F = F, pa za proizvoljne ay,a, € A i
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© € I imamo da je

VAEIR(G(F,y), 0(Fuy)) = VA 2(Qp,, . Q)
= (Qo VM 0 Q)(Bu, Eay)
=\ QEu Ew) © VY (Bay. Ba,) © Q(Eay, )

as,a4€A

_ \/ F(ay,a3) ® (EoV;o E)(as,as) @ Flay, as)

as,a4€A

=(FoFEoV,oFEoF)(a,az) = (FoV;oF)(a,as)
= Vz‘A/G(FauFaz)-

Ovim je pokazano da je ¢ izomorfizam fazi relacijskih sistema (A/FE)/(F/FE)
i A/F. O

Dokazacemo takode analogon Teoreme o korespodenciji iz univerzalne alge-
bre (videti [24, §2.6]).

Teorema 2.10. Neka je A= (A, 1,V}) fazi relacijski sistem i neka je E fazi
ekvivalencija na A.

Funkcija © : Eg(A) — E(A/E), gde je Eg = {F € E(A) | E C F}, defin-
1sana sa

O(F)=F/E, zasve F €&g(A), (2.25)
je uredagno potapanje od Eg(A) u E(A/E), tj.,

FL<G & OF)<PG), zasve F,GeEg(A). (2.26)

Dokaz. Za proizvoljne F,G € Eg(A) je

F<G & (zasveaj,ay € A) F(ay,as) < G(ay,as)
& (zasve aj,as € A) O(F)(Ea,, Eay) < P(G)(Eay, Eay)
& O(F) < 9(G),

2

pa @ jeste uredajno potapanje iz Eg(A) u E(A/E). O

Treba napomenuti da je u slu¢aju Booleovih (krisp) relacijskih sistema funkcija
® takode sirjektivna, sto znaci da je uredajni izomorfizam, ili ekvivalentno,
mrezni izomorfizam iz Eg(A) u E(A/E).
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Teorema 2.11. Neka je A = (A, 1,V}) fazi relacijski sistem, neka su E i F
fazi ekvivalencije na A takve da je E < F, i neka je A/JE = (A/E, I, ViA/E)
faktor fazi relacijski sistem od A u odnosu na E.

Fazi relacija Fp € R(A, A/E) definisana sa
Fg(ay, E,,) = F(ay,a3), za sve ay,ag € A, (2.27)

jeste uniformna fazi relacija sa jezgrom F' i kojezgrom F/E.

Ako je, osim toga, E resenje sistema WL™4(A, I, Vi, W), za neko W €
R(A), onda vazi sledece:

(a) F je resenje sistema W L'4(A, I, V;, W) ako i samo ako je F/E resenje
sistema WL™(A/E, I, VP W/E).

(b) F je najvece resenje sistema W LI4(A, I, V;, W) ako i samo ako je F/E
najvece resenje sistema WL'(A/E, 1,V/Y? W/E).

(c) F je resenje sistema WL (A,I,V;,W) iako i samo ako je F resenje
sistema W L*3(A, AJE, 1,V ViA/E, Wg).

Dokaz. Radi pojednostavljenja oznaka neka je Fp = G.

Za proizvoljne aq,as € A jednostavno se proverava da vazi

(GoG toG)ay, Ey) = (FoF toF)(ay,ay) = F(ay,ay) = G(ay, E,,),
(G oG Y (ar,a) = (FoF 1Y) (ay,as) = Flay,ay),
(G 0 G)(Bay, Eay) = (F~' 0 F)(ay, a2) = F(a1, a2) = F/E(Eq,, Ea,),

Stoznatida GoGloG =G, GoG'=FiG oG =F/E. Dakle, G je
uniformna fazi relacija sa jezgrom F' i kojezgrom F'/FE.

Dalje, neka je E resenje sistema W L™ (A, I, V).

(a) Na osnovu Teoreme 2.10, F' < W ako i samo ako je F/E < W/E.
Stavise, kako je ' < F ekvivalentno sa K o ' = F o E = F, za proizvoljne
ai,as € Aii € I imamo da je
(F/E) © ‘/iA/E<Ea17 Eaz) = (F oEoV;o E)(a17a2) = (F oV;o E)(a17a2)7
V" o (F/E)(Eay, Bw) = (E 0 Vio Eo F)(ar,a3) = (B o Vi 0 F) (a1, a),
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Kako je F'/E simetri¢na, F/E je resenje sistema W LY(A/FE, I, ViA/E, W/E)
ako i samo ako je

FoVioE<FEoV,oF, F<KW (2.28)

zasvakii € I. Ostaje da dokazemo da je F reSenje sistema W LY(A, I, V;, W)
ako i samo ako vazi (2.28). Imamo da je E reSenje sistema W L (A, I, V;, W),
ako je F' takode resenje ovog sistema, onda je F' < W i

FoVioE<VioFoE=V,oF,
EoVioF<VioEoF =V,oF,
pa (2.28) vazi.
Obratno, neka vazi (2.28). Tada je
FoV.<FoVicE<EoViocF<VioEoF =V,oF,
za svaki i € I, §to znaci da je F reSenje sistema W LY (A, I, V;, W).

(b) Neka je F najvece reSenje sistema W LY (A, I,V;, ). Pretpostavimo
da je Q najvece reSenje sistema WL (A/E, I, V¥ W/E). Definisimo fazi
relaciju G na A na sledeé¢i nacin:

G(ay,a2) = Q(E,,, Eay), zasve aj,as € A.

Jednostavno se proverava da je G fazi ekvivalencija na A. Prema tvrdenju
(a) ove teoreme, E/E je redenje sistema WL"*(A/E, I, V/YY W/E), pa je
E/E < Q. Sada, za proizvoljne a;,ay € A imamo da je

E(a17a2) = E/E(Ealv Eaz) < Q(ECH?ECLQ) = G(a17a2)7

Sto znadi da je E' < G, i prema tome, () = G/FE. Dalje, prema tvrdenju (a)
ove teoreme dobijamo da G jeste reSenje sistema W L™ (A, I,V;, W), a kako
je F najvece reSenje ovog sistema, to je G < F'. Na osnovu Teoreme 2.10 je
Q = G/E < F/E, akako je F/E reenje sistena WL"4(A/E, I, VYF W/E)
i @ je najvece reSenje ovog sistema, dobijamo da je Q = F/E, tj., F/E je
najvece refenje sistema WL™Y(A/E, 1, VV'? W/E).

Obratno, neka je F//E najvece resenje sistema W L™ (A/E, I, V;A/E, W/E).
Prema tvrdenju (a), F je reSenje sistema WL (A, I,V;,W). Neka je G
najvece reenje sistema WL (A, I,V;,;W). Na osnovu Teoreme 4.5 [106],
G je fazi ekvivalencija, i vazi F < F < G. Dalje, prema (a) dobijamo da
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G/E jeste reSenje sistema WL (A/E, I, V;A/E,W/E), pa je G/E < F/FE.
Medutim, na osnovu Teoreme 2.10 sledi da je G < F, tj., G = F, pa smo
pokazali da je F najvece reSenje sistema W LY (A, I,V;, W).

(c) Za proizvoljne aj,as € Aiielje
(Fg~ o Vi)(Ea,, a2) = (F o Vi)(ax, az),
v A/EoF Y(Eu02) = (B0 Vi o E o F)(ar,a3) = (E o Vi o F)(ar, a3),
(Fgo V") (a1, Eay) = (F o Eo Vo E)(ay,ay) = (F o V;o E)(ay, ay),
(V © FE)(alv Eaz) - (V; © F)(ah aQ)v
pa je Fg resenje sistema WIL*3(A, A/E, 1,V ViA/E, Wg) ako i samo ako je
FoVi< EoVioFiFoVioE < Vi,oF,zasveie€ I, iFF <W. Lako
se dokazuje da je FFoV;o E < V; o F ekvivalentno sa F'oV; < Vo F cak i
ako F nije reSenje sistema W L'™4(A, I, V;, W) (koristeéi jedino refleksivnost
od E i jednakost F' o E = F). Sa druge strane, pod pretpostavkom da je E
reSenje sistema WL'™4(A,I,V;,W) dobijamo da FoV; < EoV;oF jeste
ekvivalentno sa F'o V; < V; o F'. Dakle, pokazali smo da (c) vazi. [

2.4 Veza izmedu heterogenih i homogenih
slabo linearnih sistema

U ovom poglavlju bi¢e odredena veza izmedu reSenja heterogenih i ho-
mogenih slabo linearnih sistema. Posebno, bi¢e pokazano da jezgro i ko-
jezgro uniformnog resenja heterogenog slabo linearnog sistema jesu reSenja
odgovaraju¢ih homogenih slabo linearnih sistema, i bi¢e uspostavljena veza
izmedu najveéih reSenja heterogenih slabo linearnih sistema i odgovarajuc¢ih
homogenih slabo linearnih sistema.

Propozicija 2.5. Neka je fazi relacija R € R(A, B) reSenje sistema
WL*¥(A, B,1,V;,W;, Z). Tada

(a) RoR™' je resenje sistema WLI™4(A, I,V;, Z o Z71);
(b) R7'o R je resenje sistema WL (B, I,W;, Z7' o Z).

Dokaz. Zasvakii € I, iz R 1oV, <W;oR'i RoW,; <V;oR dobija se
da je
RoR "oV, < RoW,oR'<V,oRoR™,
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R'oRoW;, < R'oVioR<W;oR '0oR,

aiz R< Z dobijasedaje RoR'< ZoZ 'iR'oR< Z 'oZ Kako
su RoR7'i R7! o R simetri¢ne fazi relacije, to je R o R™! reSenje sistema
WLYYA I,V;,Zo Z7Y) i R7' o R je reSenje WLYY(B, I, W;, Z 1o Z). [

U prethodnoj propoziciji razmatrano je reSenje sistema (wl2-3) koje je proiz-
voljna fazi relacija. Sada ¢emo navesti neke rezultate koji se ticu uniformnih
fazi relacija, odnosno koristeéi koncept uniformne fazi relacije uspostavi¢emo
vezu izmedu resenja heterogenih i homogenih slabo linearnih sistema.

Teorema 2.12. Neka je R € R(A, B) uniformna fazi relacija i neka je
Z € R(A, B) fazi relacija takva da je R < Z.

Tada je R resenje sistema W L*3(A, B,1,V;,W;,Z) ako i samo ako vaZi
sledece:

(i) E% je resenje sistema WL™(A,I,V;, Z o Z71);
(ii) EE je resenje sistema WL (B,I,W;, Z1 o Z);

(i) R je izomorfizam faktorh fazi relacijskih sistema AJER i B)ER;

gde je A= (A,1,V)) i B=(B,1,W,).

Dokaz. Uvedimo sledece oznake B = E, ER = F i R = ¢. Iz uniformnosti
fazi relacije R imamo daje E=RoR 'i F =R 'oR.

Neka je R refenje sistema W IL?3(A, B,1,V;,W;, Z). Prema Propoziciji 2.5,
vaze uslovi (i) i (ii). Na osnovu Teoreme 1.2, ¢ je bijekcija iz A/E na B/F.
StaviSe, za proizvoljan ¢ € [ je

EoViocE=RoR 'oVioRoR'<RoW,oR'oRoR™*
=RoW;oR'=RoW,oR'=RoR 'oRoW;oR!
<RoR 'oVioRoR '=FEoV,0FE,

pavazi EoV;oE=RoW;o R!.
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Dalje, za proizvoljne ay,as € A, i € I 119 € CR(R) vazi

VY (Euy, Bay) = (Eo V0 E)(ar,a5) = (Ro Wi 0 R™)(a1,05)
- \/ R(ay,by) @ W;(by,bo) @ R (b1, a2)

b1,b2€B

— \/ F((a1),b1) @ Wi(by, be) @ F(by,9(as))

b1,bo€B
= (FoW; o F)(¥(ar), ¥(a2)) = W (Fyar), Fota)
= WiB/F<¢(Ea1 )7 ¢(Ea2)>‘

Dakle, ¢ je izomorfizam izmedu fazi relacijskih sistema A/E i B/F.

Obratno, neka vazi (i), (ii) i (iii). Neka je ¢ € CR(R), v € CR(R™),
ai,as € A, by,by € Bii€l. Tada je

(EoVioB)ar,a2) = VP (B, E,,) = W ((Ba,), 6(Ea,))

7

= WP (Foar)s Fotan) = (F o Wi 0 F)(p(a1), p(as)),

i sli¢no,

(FoW;o F)(bi,b2) = (EoVio E)(¢(b1),¢(b2)).

Sada, za proizvoljne a € A, b€ B,i € I, o € CR(R)iv¢ € CR(R™") vazi

(R—l oV;)(b,a) = (R—l o EoV;)(b,a) < (R_l o Vi o E)(b, a)
= \/ R7(bar) ®Vi(ar,05) ® E(az, a)

a1,a3€A

=\ E@(®),a)® Vi(a1,02) ® E(az, a)

a1,a2€A

= (EoV;o E)(¥(b),a) = (F o Wi o F)(p(1(b)), p(a))
=\ Fle@(b),b1) @ Wilby, by) ® F(by, o(a)),

a kako F(p(¥(b)),b) = R(1(b),b) = R~1(b, ¥(b)) = 1 povlaci

F(p((b)), b1) = Fowe) (b1) = Fy(b1) = F(b,b1),
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to dobijamo da je

\/ F(o(@(0)),b1) ® Wi(b1,b2) ® F (b2, ¢(a))

b1,b2€B

= \/ F(b,b) @ Wi(by, bs) ® F(by, p(a))

bi1,b2€B

= (FoW;o F)(b,¢(a)) < (Wi o F)(b,¢(a))
= \/ Wi(b,by) @ F(bs, p(a))

= \/ Wilb,by) ® R (bs,a) = (Wi 0 R™Y)(b,a).

bseB

Dakle, R~'oV; < W;0 R7!, i sli¢no se pokazuje da je RoW; < V;o R. Ovim
je dokaz teoreme zavrsen. O]

Prirodno pitanje koje se ovde namece je veza izmedu najveceg resenja hete-
rogenog slabo linearnog sistema i najveéeg resenja odgovarajuc¢ih homogenih
slabo linearnih sistema. Sledeca teorema daje odgovor na to pitanje.

Teorema 2.13. Neka je Z € R(A, B) uniformna fazi relacija i pretposta-
vimo da sistem WL*3(A, B, 1,V;,W;, Z) ima bar jedno uniformno resenje.
Tada najveée resenje R sistema W L*3(A, B,I,V;,W;, Z) jeste uniformna
fazi relacija &ije jezgro EX je najveée resenje sistema W L14(A, I,V;, ZoZ 1)
i njeno kojezgro E je najveée resenje sistema W LI4(B,I,W;, Z7 0 7).

Dokaz. Prema Teoremi 2.1, najveée reSenje R heterogenog slabo linearnog
sistema W L*3(A, B,I,V;,W;, Z) je parcijalna fazi funkcija. Kako ovaj sis-
tem ima uniformno reSenje, to je ovo uniformno resenje sadrzano u R, pa je
R takode uniformna fazi relacija.

Neka je Ef = E, EE = F i R = ¢. Na osnovu Teoreme 2.12 sledi da je F
reSenje homogenog slabo linearnog sistema W LY (A, I,V;, Z o Z71), dok je
F regenje homogenog slabo linearnog sistema WLY(B, I,W;, Z 1o Z) a ¢ je
izomorfizam faktorh fazi relacijskih sistema A/FE i B/F, gde je A = (A, 1, V})
iB=(A1,W,).

Dalje, pretpostavimo da je G najvece resenje sistema W LY (A, I,V;, ZoZ™1)
i da je H najvece regenje sistema W LY (B,I,W;, Z 1o Z). Neka je S = Gg i
T =Hp,gdesu Gg € R(A,A/E) i Hp € R(B, B/F) fazi relacije definisane
kao u (2.27). Prema Teoremi 2.11, imamo da su S i 7" uniformne fazi relacije
takve da je E5 = G, Ei/E = G/E, EL =H i E]g/F = H/F. Na osnovu
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iste teoreme imamo da je S reSenje sistema W L*3(A, A/E,I,V;, V;-A/E, Pg)
ada je T resenje sistema W L**(B, B/F, I, W;, WP'F Qp), pri éemu jos vazi
iP=Z0Z'iQ=7"1o0Z. Stavise, ako posmatramo izomorfizam ¢ kao
fazi relaciju izmedu A/F i B/F, onda se jednostavno moze proveriti da je ¢
regenje sistema WL*3(A/E, B/F,1,V*E WP/F ¢).

Neka je fazi relacija M € R(A, B) definisana sa M = S o ¢oT~!. Sada, na
osnovu Propozicije 2.2 (d) i Propozicije 2.3, imamo da je M reSenje sistema
WL*3(A, B,1,V;,W;, Pgo¢oQp"). Dokaza¢emo da je Ppo¢oQy' = Z.

Posmatrajmo proizvoljne a € Ai b € B. Najpre imamo da je

(PE opo Q}_«“l)(a? b) - \/ PE(av Ea1) ® (¢ © Q;«“l)(Eanb)'

a1 €A

Dalje, za proizvoljne a; € A iy € CR(R) vazi

(¢ o Qf?l)(Eaub) = \/ ¢(Ea1> Fbl) ® Q;«“I(Fbm b) = Q;«“I(Fw(M% b)

b1eB

= QF(bv F’l/)(al)) = Q(b7 w(a1>>>

a kako je Z uniformna fazi relacijai Q = Z7' o Z = E%, to iz Teoreme 1.8
imamo da je Q(b,v(ay)) = E4((ay),b) = Z(a1,b). Dakle,

(PEOQbOQ;“l)(a? b) = \/ PE(aanl) ®Z<a1>b)

a1€EA

= \/ (ZoZ H(a,ay) ® Z(a1,b)

a1€A

= (20270 Z)(a,b) = Z(a,b),

odnosno pokazali smo da je Pgo ¢ o Q;l = Z. Dakle, M je reSenje sistema
WL*3(A, B, I1,V;,W;, Z), a kako je R najvece reSenje ovog sistema, mozemo
zakljuciti da je M < R.

Dalje, neka su a € A i € CR(R) proizvoljni. Tada je

M(a,¢(a)) = (SopoT = \/ S0, E.,) ® (¢ o T7")(Ea,, t0(a))

a1€A

= \/ S((l, Ea1> ® <\/(¢(Ea17 Fb) ® T_I(Fb’¢<a>>>

al€A beB
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= \/ S(a,Es,) @ T (Fyay), ¥(a))

a1 €A

= \/ Gla,a1) ® H((a), ¥(ar))

> G(a,a) @ H((a),¢(a) =1,

1 prema tome,

(MoM~")(a,a) = \/ M(a,b)@M " (b,a) > M(a,)(a))@M " (¢(a),a) = 1.

beB
Dakle, M o M~ je refleksivna fazi relacija. Kako je G = E5 = SoS71, to je
GoM=S0S58"108S0¢poT '=8o0¢poT ' =M,
pa na osnovu refleksivnosti od M o M~! dobijamo da je
G<GoMoM'=MoM '<RoR'=E.

Kako sui G i E refenja sistema W LY (A, I,V;, Zo Z71), a G je najvece, to
je E =G, tj., E = E% je najvece regenje sistema WL (A, I,V;, Z o Z71).

Na slican nacin se pokazuje da je F' = H, tj., F = EE je najvece resenje
sistema W LY(B, I,W;, Z7' o Z). Ovim je dokaz teoreme zavrsen. ]
Napomenimo da se fazi relacija M definisana u dokazu prethodne teoreme
moze predstaviti i kao M = G o o H, za proizvoljan i) € CR(R).
Rezultat analogon Teoremi 2.12 moze se dokazati za sistem (w(2-5).

Teorema 2.14. Neka je R € R(A, B) uniformna fazi relacija i neka je
Z € R(A, B) fazi relacija takva da je R < Z.

Tada je R resenje sistema W L*°(A, B,1,V;,W;,Z) ako i samo ako vaZi

sledece:

(i) E% je resenje sistema WL(A,I,V;, Z o Z71);
(ii) EZ je resenje sistema W L¥>(B,I,W;, Z7 0 Z);
(ii) R je izomorfizam faktorh fazi relacijskih sistema AJER i B/EE;

gde je A= (A, 1,V;) i B=(B,I,W;).
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Dokaz. Neka je Ef = E, EE = F i R= ¢. Na osnovu uniformnosti fazi
relacije R vazi E = RoR™'i F = R"'oR.

Neka je R refenje sistema W L*?(A, B, I,V;,W;, Z). Zbog refleksivnosti fazi
relacija £ i F, za svaki ¢ € [ vazi

EoVi<EoViocE=RoR 'oV;oRoR'=RoR 'oRoW,0oR™!
—RoW,oR'=VioRoR '=V,0E,

WioF<FoW,oF=R'oRoW,oR'oR=R ‘'oV,oRoR 'oR
=R 'oVioR=R 'oRoW,=FoW,,

pa zbog simetri¢nosti fazi relacija £ i F' imamo da je E reSenje sistema
WLYYA,I,V;,Z o Z71) a F je refenje sistema WLYS(B,I,W;, Z~1 o Z).
Kao $to smo prethodno pokazali, vazi Eo V0 E = Ro W, o R™!, za svaki
1 € I, 1 kao u dokazu Teoreme 2.12 moze se pokazati da je ¢ izomorfizam
izmedu fazi relacijskih sistema A/E i B/F.

Obratno, neka vaze uslovi (i), (ii) i (iii). Kao u dokazu Teoreme 2.12 moze
se pokazati da je

(EoVioE)(ai,az) = (FoW;o F)(p(ar), p(az)),
(FoWio F)(bi,ba) = (E o Vo E)(t(b1),1(ba)),

za sve aj,as € A, by,bp € Byi €I, p € CR(R)ivY € CR(R™). Dakle, za
svea€ A,be Biiel vaz

(Vio R)(a;b) = (Vio E'o R)(a,b) = (EoV;0 Eo R)(a,b)
= (EoVioR)(a,b) = \/ (EoVi)(a,a1) ® R(as,b)

= \/ (E o W)(a,al) X E(al,w(b)) - (E o ‘/z © E)(aﬁw(b»

a1 €A

= (FoW;o F)(¢(a),p(¥(b)))
— \/ (FoW;)(p(a),br) ® F(by, (1 (D)))

= (FoW;o F)(¢(a),b) = (F o Wi)(¢(a),b)
= \/ F(p(a),by) @ Wi(ba, b)

= \/ R(a,by) ® Wi(ba, b) = (R o W;)(a,b).

bo€eB
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Dakle, V; o R = Ro W;, za svaki ¢ € I, ¢ime smo dokazali da je R reSenje
sistema W L*%(A, B, I,V;,W;, Z). O

Otvoreno je pitanje da li se tvrdenje analogno Teoremi 2.13 moze dokazati
za sistem (wl2-5). Metodologija kori¢ena u Teoremi 2.13 ne daje rezultat
kada se radi o ovom sistemu.






Glava 3

Bisimulacije izmedu fazi
automata

Koncept bisimulacije pojavio se skoro istovremeno u vise razli¢itih oblasti, i
danas igra veoma vaznu ulogu u teoriji konkurentnih izracunavanja, modal-
noj logici i teoriji skupova. U danasnje vreme bisimulacije se koriste i u
velikom broju oblasti u okviru rac¢unarskih nauka, kao sto su funkcionalni
jezici, objektno-orijentisani jezici, baze podataka, analiza i verifikacija pro-
grama, i slicno. ViSe informacija o bisimulacijama moze se na¢i u [67, 80,
141, 146, 147, 171, 181].

U modalnoj logici, bisimulacije je uveo J. van Benthem [15], kao princip ek-
vivalencije Kripkeovih sistema, a u okviru teorije skupova uveli su ih Forti
i Honsell [78]. U teoriji konkurencije, bisimulacije su uveli Milner [145] i
Park [150] za potrebe ispitivanja ekvivalentnosti procesa u procesnim al-
gebrama, ali su one isto tako bile uspesno koriséene i za redukciju broja
stanja u slodenim sistemima koji se tamo javljaju. Bisimulacije su pre svega
izuCavane na oznacenim tranzicionim sistemima. U sustini to su oznaceni
direktni grafovi, ili nedeterministicki automati, ako dodamo pocetna i za-
vrina stanja. Bisimulacije su najcesée koriS¢ene za modeliranje ekvivalencije
izmedu stanja pojedina¢nih sistema i za redukciju broja stanja tih sistema.
U nizu radova dati su brojni algoritmi za konstrukciju najveée bisimula-
cione ekvivalencije na datom oznac¢enom grafu ili ozna¢enom tranzicionom
sistemu ([67, 80, 116, 170, 149]). Medutim, mnogo su manje izuc¢avane bisim-
ulacije koje uspostavljaju ekvivalenciju izmedu stanja izmedu dva razli¢ita
sistema, verovatno zbog nedostatka takvog koncepta relacije izmedu dva ra-
zlicita skupa koja bi se ponaSala kao ekvivalencija. Naime, bisimulacije su
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uglavnom razmatrane kao proizvoljne relacije (koje su previse opste) ili kao
funkcije (koje su opet suvise specijalne). Medutim, pogodan koncept se po-
javio nedavno u radu [41], to je koncept uniformne relacije, a u fazi kontekstu
to je koncept uniformne fazi relacije. Uniiformne fazi relacije uvedene su u
[41] kao sredstvo koje je obezbedilo korespodenciju izmedu fazi funkcija i
fazi ekvivalencija analognu onoj izmedu krisp funkcija i krisp ekvivalencija.
Medutim, pokazalo se da su uniformne fazi relacije uspostavile i prirodnu
vezu izmedu fazi particija dva skupa, neku vrstu "uniformnosti” izmedu ovih
fazi particija i da se stoga mogu shvatiti kao fazi ekvivalencije koje povezuju
elemente dva razli¢ita skupa.

U ovoj glavi pokaza¢emo da konjunkcija dva koncepta, uniformnih fazi rela-
cija i bisimulacija, obezbeduje zaista mocan alat za izucavanje ekvivalencije
izmedu fazi automata, kao i nekih srodnih koncepata. U ovoj simbiozi,
uniformne fazi relacije sluze kao fazi ekvivalencije koje povezuju elemente
dva moguée razli¢ita skupa, dok bisimulacije obezbeduju kompatibilnost sa
prelazima, pocCetnim i zavrSnim stanjima. Dalje, u ovoj glavi bi¢e uvedeni
i neki nazivi koji bi bolje regulisali prilicno nesredenu terminologiju koja se
ti¢e simulacija i bisimulacija. Takode, ovde ¢e biti izlozen algebarski pristup
ovoj problematici i bi¢e data veza sa osnovnim algebarskim pojmovima ho-
momorfizma, kongruencije i relacijskog morfizma.

Glavni rezultati u ovoj glavi su slede¢i. Najpre su definisana dva tipa sim-
ulacija, direktne i povratne simulacije, i uzimajuéi u obzir Cetiri moguca
slucaja kada fazi relacija i njen inverz jesu direktna i povratna simulacija,
ovde ¢e biti definisana ¢etiri tipa bisimulacija. Dva tipa bisimulacija, kada
su i posmatrana fazi relacija i njen inverz ili direktne simulacije ili povratne
simulacije (direktne bisimulacije i povratne bisimulacije) su homotipna (isto-
rodna), a dva tipa bisimulacija, kada je jedna od njih direktna simulacija, a
druga povratna simulacija (povratno-direktne bisimulacije i direktno-povra-
tne bisimulacije) su heterotipna (raznorodna). Kako direktne bisimulacije i
povratne bisimulacije, kao i povratno-direktne bisimulacije i direktno-povra-
tne bisimulacije, jesu dualni koncepti, u ovoj glavi bi¢e razmatrane samo di-
rektne bisimulacije i povratno-direktne bisimulacije. Najpre se razmatraju
direktne bisimulacije. Bi¢e pokazano da ako postoji direktna bisimulacija
izmedu dva fazi automata, onda postoji i najveca takva bisimulacija, i ona
je parcijalna fazi funkcija (Teorema 3.2). Ovaj rezultat ukazuje na znacaj
onih bisimulacija koje su parcijalne fazi funkcije, odnosno uniformne fazi
relacije, pa se paznja nadalje poklanja uniformnim direktnim bisimulaci-
jama. Bice pokazano da data fazi relacija izmedu fazi automata A i B jeste
direktna bisimulacija ako i samo ako njeno jezgro i kojezgro jesu direktne
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bisimulacione ekvivalencije na A i B, i postoji posebna vrsta izomorfizma
izmedu odgovarajucih faktor fazi automata (Teorema 3.5). Dalje, bice dati i
neki drugi rezultati koji povezuju bisimulacije, bisimulacione fazi ekvivalen-
cije i faktor fazi automate, a koji su analogni teoremama o homomorfizmu
i izomorfizmu, i drugim algebarskim konceptima koji povezuju homomor-
fizme, kongruencije i relacijske morfizme (Teoreme 3.7 i 3.8). Takode, ovde
¢e biti prikazan i drugi nac¢in definisanja uniformnih direktnih bisimulacija,
gde ¢e nejednakosti u originalnoj definiciji biti zamenjene jednakostima (Teo-
rema 3.4), i bi¢e odredeni potrebni i dovoljni uslovi za egziztenciju uniformne
direktne bisimulacije sa datim jezgrom i kojezgrom (Teorema 3.6).

Dalje, za dva automata A i B kazemo da su UFB-ekvivalentni ako postoji
uniformna direktna bisimulacija izmedu A i B. Glavni rezultat ove glave
kaze da ako dva fazi automata A i B jesu UFB-ekvivalentni, onda postoji
uniformna direktna bisimulacija Cije jezgro i kojezgro jesu najvece direktne
bisimulacione fazi ekvivalencije na A i B (Teorema 3.9). Ovaj rezultat i
njegove posledice daju nacin za testiranje kada dva fazi automata A i B jesu
UFB-ekvivalentna. Najpre je potrebno izracunati najvece direktne bisimula-
cione fazi ekvivalencije F na A i F' na B. U veéini slucajeva ovo se efektivno
moze uraditi koriéenjem algoritma datog u [45]. Potom se konstruisu faktor
fazi automati A/E i B/F, i proverava se da li postoji izomorfizam izmedu
njih koji zadovoljava odredeni uslov. Medutim, ¢ak i ako je jednostavno
izracunati najvece direktne bisimulacione fazi ekvivalencije E'i F' i konstru-
isati faktor fazi automate A/E i B/F, moze biti veliki problem da se ispita
da li postoji izomorfizam izmedu A/E i B/F. Ovaj problem je tesno povezan
sa dobro poznatim problemom izomorfizma grafova.

Struktura glave je slede¢a. U Poglavlju 3.1 bi¢e date definicije Cetiri tipa
bisimulacija i bi¢e ispitana osnovna svojstva direktnih bisimulacija. U Pogla-
vlju 3.2 bi¢e data karakterizacija uniformnih direktnih bisimulacija. Potom
u Poglavlju 3.3 bice definisana UFB-ekvivalencija izmedu fazi automata i
bi¢e predstavljeni glavni rezultati u vezi sa UFB-ekvivalentnim automatima.
Takode, ovde ¢e se razmatrati i problem testiranja UFB-ekvivalencije. U
Poglavlju 3.4 bi¢e razmatrana svojstva povratno-direktnih bisimulacija i bice
istaknute njihove sli¢nosti i razlike u odnosu na direktne bisimulacije. U
Poglavlju 3.5 osvrnu¢emo se na neke koncepte srodne bisimulacijama.
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3.1 Simulacije i bisimulacije

U ovom poglavlju bi¢e date definicije bisimulacija i bi¢e razmatrana njihova
osnovna svojstva.

Neka su A = (A,64,04,74) i B = (B, 68,05, 7P) fazi automati i neka je
¢ € R(A, B) neprazna fazi relacija. Govori¢emo da je ¢ direktna simulacija
ako je

OA < JBo<p_1

e lodd <6Bop™l, zasvakiz € X,
o oA < 1B,

i da je povratna stmulacija ako je

otop <ob,

§top <podB, zasvakiz e X,

™ < P o 78,
Dalje, za ¢ ¢emo govoriti da je direktna bisimulacija ako sui i @~! direktne
simulacije, tj., ako ¢ zadovoljava uslove (3.1)—(3.3) i

o <olo ©,

wod? <640y, zasvakize X,

B A
poT” ST,

i da je povratna bisimulacija ako sui ¢ i ¢! povratne simulacije, tj., ako ¢
zadovoljava uslove (3.4)—(3.6) i

oPoypt <ot (3.10)
Bopt <ptodd zasvakiz € X, (3.11)
B <o tord (3.12)

Takode, ako je ¢ direktna simulacija, a ¢! je povratna simulacija, tj., ako
je

ot =oP oy, (3.13)

ost=680p™t, zasvakir e X, (3.14)

o lord =18 (3.15)
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onda kazemo da je ¢ direktno-povratna bisimulacija, ili kratko FB-bisimula-
cija, a ako je ¢ povratna simulacija, a ¢! je direktna simulacija, tj., ako
je

ooy =0c5, (3.16)
§top=ypodl zasvercX, (3.17)
T =porh (3.18)

onda kazemo da je ¢ povratno-direktna bisimulacija, ili kratko BF-bisimu-
lacija. Jednostavnosti radi, govoricemo da je ¢ simulacija ako je ¢ ili di-
rektna ili povratna simulacija, i bisimulacija ako je ¢ jedna od cetiri vrste
prethodno definisanih bisimulacija. Staviée, za direktne i povratne bisimu-
lacije re¢icemo da su homotipne, dok ¢emo za povratno-direktne i direktno-
povratne bisimulacije re¢i da su heterotipne.

Slika 1.

Zmacenje direktnih i povratnih bisimulacija najbolje se moze objasniti u
slucaju kada su A i B nedeterministicki (Booleovi) automati. U tu svrhu
koristicemo dijagram prikazan Slikom 1. Neka je ¢ direktna simulacija

izmedu A i B i neka je ag,aq,...,a, proizvoljan uspeSan put u automatu
A pod dejstvom re¢i u = zyzy- -z, (v1,29,...,2, € X), tj., niz stanja
automata A takav da ag € o4, (ay,ars1) € 5:24“17 za 0 < k<n—1,1i

a, € 4. Prema (3.1), postoji inicijalno stanje by € o takvo da (ag, by) € .
Pretpostavimo da smo za neki k£, 0 < k < n — 1, napravili niz stanja

bo, b1, ..., by tako da (b;_1,b;) € 55 i(a;,b;) € @, zasvakii, 1 <i< k. Tada

(bg,ars1) € pto 55:4k+1’ a prema (3.2) dobijamo da (by, ag1) € 62 o™t

Th41
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pa postoji byy1 € B takav da (bg,bpyi1) € 08 1 (agy1,brs1) € . Dakle,

Th+1

uspesno smo izgradili niz by, b1, . .., b, stanja automata B takav da by € o?,
(bi, bry1) € 5£€+1, za svaki k, 0 < k < n—1,1 (ag,br) € ¢, za svaki
k, 0 < k < n. Stavige, prema (3.3) dobijamo da b, € 78. Dakle, niz
b, by, ...,b, je jedan uspesSsan put u automatu B pod dejstvom rec¢i u koji
simulira originalni put ag, aq, ..., a, u automatu A pod dejstvom reci u. Za
direktne simulacije niz bg, by, ...,b, smo gradili tako Sto smo se kretali un-

apred, polazec¢i od by i zavrSavajuéi sa b,. U slucaju povratnih simulacija
ovaj niz bi se gradio kretanjem unazad, polaze¢i od b, i zavrSavajuci sa bg.
Na slican na¢in mogu se shvatiti direktne i povratne simulacije izmedu fazi
automata, pri ¢emu se uzimaju u obzir stepeni do kojih postoji moguénost
prelaza iz stanja u stanje i stepene do kojih su stanja povezana fazi relacijom.

Jasno, bisimulacija je fazi relacija koja realizuje simulaciju jednog fazi au-
tomata drugim, a njen inverz realizuje obratnu simulaciju. Treba napomenuti
da je bisimulacija stroi koncept od dvosmernih simulacija, koje predstavl-
jaju par simulacija jednog automata drugim i obratno, koje ne moraju nuzno
biti medusobno inverzne. Sledeé¢i primer prikazuje par fazi automata A i B
takvih da postoji direktna simulacija izmedu A i B iizmedu B i A, a da pri
tom ne postoji direktna bisimulacija izmedu A i B.

Primer 3.1. Neka je £ Godel-ova struktura, neka su A = (A, 64, gA’TA) i
B = (B,6%, 0" 15) fazi automati nad £i X = {z,y} sa |A| =3, |B| =21

1 03 04 (0.5 0.6 0.2 1
ct=1[0 0 1], 6'=[05 1 03|,6 =106 03 04|, 7= |1
04 0.6 0.7 0.7 0.7 1 1
B 5 |1 06] .5 [06 06 5|1
v =[o7 1], o = {0.6 0.7 % ~ o7 1] T T
Fazi relacije
LT 1 1 07
P 10T =106 06 1|
06 1 R

su, tim redom, najvece direktne simulacije izmedu A i B i obratno, ali ne
postoji ni jedna direktna bisimulacija izmedu A i B.

Zaista, neka je a proizvoljna fazi relacija izmedu A i B takva da ¢ < a, tj.,

1
a= |1 , saa=0.7 b>07 1ic>0.06.
c

_— o Q
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Ako je a7l 04 < 8 o a7!, onda se jednostavno dobija da je a < 0.7,
b<07ic<0.7,80znacidajea=5b=0.710.6<c<0.7. Dalje, ako
jeatod <ol oat onda je ¢ < 0.6, i stoga je ¢ = 0.6. Dakle, pokazali
smo da je o = ¢, §to znaci da je ¢ najveca direktna bisimulacija izmedu A
i B. Na slican nacin se moze pokazati da je 1 najvec¢a direktna simulacija
izmedu B i A.

Pretpostavimo sada da je [ proizvoljna direktna simulacija izmedu A i B.
Tada je B < i Bt <, tj, B < oAy §to povladi

1 0.6
oo <oto(pAy™)=1[0 0 1o| 1 06| =1[06 1] <[0.7 1] =0"
0.6 1

Ovo je u suprotnosti sa pretpostavkom da je 3 direktna bisimulacija. Dakle,
ne postoji ni jedna direktna bisimulacija izmedu A i B.

U velikom broju radova koji se bave simulacijama i bisimulacijama razma-
trane su uglavnom direktne simulacije i direktne bisimulacije. One su jednos-
tavno nazivane simulacije i bisimulacije, ili jake simulacije i jake bisimulacije
([146, 147, 171]), a najveca bisimulaciona relacija ekvivalencije je nazivana
bislicnost (engl. bisimilarity). Automati izmedu kojih postoji bisimulacija
Cesto su nazivani bislicnim (engl. bisimilar). U radovima |23, 98, 141|
ukazuje se na razliku izmedu direktnih i povratnih simulacija, i direktnih
i povratnih bisimulacija (za razne vrste automata), ali viSe-manje ovi kon-
cepti se bitno razlikuju od koncepata koji se ovde razmatraju pod istim

.....

proucavane u [22], 1 u [99, 100] (za tree-automate).

Sledeca lema se jednostavno dokazuje indukcijom.

Lema 3.1. Ako uslov (3.2) ili uslov (3.5) vaZi za svako slovo z € X, onda
on vazi it ako slovo x zamenimo proizvoljnom reci u € X*.

Sledeca teorema prikazuje jedno od najznacajnijih svojstava simulacija i
bisimulacija.

Teorema 3.1. Neka su A = (A, 64,04, 74) i B = (B,0%,08,78) fazi au-
tomati i neka je ¢ € R(A, B) fazi relacija. Tada vaZi sledece.

(A) Ako je ¢ simulacija, onda je L(A) < L(B).
(B) Ako je ¢ bisimulacija, onda je L(A) = L(B).
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Dokaz. (A) Neka je ¢ direktna simulacija. Tada na osnovu (3.1)-(3.3) i
Leme 3.1, za proizvoljnu re¢ u € X*, vazi

LA)(u) =006t ort <oPoplodtor? <oPodPoptor
<oP ol or? = L(B)(u).

Dakle, L(A)(u) < L(B)(u). Sli¢no se moze dokazati i slucaj kada je ¢
povratna simulacija.

(B) Ovo tvrdenje je direktna posledica definicije Cetiri vrste bisimulacija i
tvrdenja pod (A). O

Napomenimo da obrat prethodnog tvrdenja u opstem slucaju ne mora da
vazi. Sledeé¢im primerom data su dva fazi automata koja su jezicki ekviva-
lentna ali izmedu njih ne postoji ni jedna simulacija ili bisimulacija.

Primer 3.2. Neka je £ Godel-ova struktura, i neka su A = (A, 64,04, 74)
i B=(B,68,08,78) fazi automati nad L1 X = {z} sa |[A| =3, |B| =21

xT

1
ot=10 05 1], &= 10
0

oo o
o~ o
\]

S
|
o

0 1 1
ﬁ_NGQ,ﬁ_bJ,TRWM]

Tada L(A)(e) = L(B)(e) = 0.6, L(A)(z) = L(B)(z) = 0.5, i L(A)(z*) =
L(B)(2*) = 0, za svaki k € N, k > 2. Dakle, A i B su jezicki ekvivalentni
fazi automati.

Pokaza¢emo da ne postoji ni jedna vrsta simulacije ili bisimulacije izmedu
A i B. Posmatrajmo proizvoljnu fazi relaciju

aix ag
Y= |G21 Q22
az1 as2

izmedu A i B. Ako je 04 < 0P o', ondaje 1 < 0.6 Aas < 0.6, pa
dolazimo do kontradikcije. Dakle, ne postoji direktna simulacija izmedu A i
B. Takode, ako je 6710 < pod?, onda je az, = 0, i ako je 74 < porP, onda
je 0.6 < ag V(azg2N0.5) = azaA0.5 < 0.5, 1 ponovo dolazimo do kontradikcije.
Dakle, ne postoji povratna simulacija izmedu 4 i B. S obzirom da ne postoji
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ni jedna vrsta simulacija izmedu A i B, zaklju¢ujemo da ne postoji ni jedna
vrsta bisimulacija izmedu A i B.

Sliéno se dokazuje da ne postoji ni jedna vrsta simulacija izmedu B i A.

Dokaz sledeé¢e leme sledi neposredno iz definicija direktne i povratne simu-
lacije i Propozicije 2.2 (A).

Lema 3.2. Neka su A = (A,04,04,74) i B = (B, 68,05, 78) fazi automati.
Fazi relacija p € R(A, B) je povratna simulacija izmedu fazi automata A
B ako v samo ako je direktna simulacija izmedu reverznih fazi automata A i

B.

Propozicija 2.2 takode obezbeduje da ¢e prethodna lema vaziti i ako sva po-
javljivanja reci simulacija zamenimo re¢ju bisimulacija. U svetlu ove leme, za
svako tvrdenje o direktnim simulacijama ili bisimulacijama koje univerzalno
vazi (vazi za sve fazi automate), postoji odgovarajuce tvrdenje o povratnim
simulacijama ili bisimulacijama koje univerzalno vazi. Iz tog razloga, nadalje
¢emo paznju usmeriti samo na direktne bisimulacije.

Sledec¢a lema je samo drugacija formulacija Propozicije 2.3.

Lema 3.3. Neka su A= (A, 64,04, 74), B=(B,5%,08 7P) i
C = (C,6% 0%, 7% fazi automati i neka su o1 € R(A,B) i s € R(B,C)
direktne bisimulacije.

Tada je p1 0 oy € R(A,C) takode direktna bisimulacija.

Sledeca lema se moze jednostavno dokazati koris¢enjem definicije direktnih
bisimulacija i uslova (1.23) i (1.24).
Lema 3.4. Neka su A = (A, 64,04, 74) i B=(B,08,08,78) fazi automati

i neka je {p;tier € R(A, B) neprazna familija direktnih bisimulacija izmedu
AiB.

Tada je \/,c; i takode direktna bisimulacija izmedu A i B.

Napomenimo da prethodne dve leme takode vaze za sve tipove simulacija i
bisimulacija.

Teorema 3.2. Neka su A = (A, 64,04, 74) i B = (B,6%,08,78) fazi au-
tomati takvi da postoji bar jedna direktna bisimulacija izmedu A i B. Tada
postoji najveca direktna bistmulacija izmedu A i B.
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Stavise, najveca direktna bisimulacija izmedu A i B je parcijalna fazi funkcija.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.1 postoji fazi relacija ¢ € R(A, B) koja je
najveca direktna bisimulacija izmedu A i B i to je upravo unija familije svih
direktnih bisimulacija izmedu A i B koja je po pretpostavkama ove teoreme
neprazna.

Dalje, na osnovu Leme 3.3, ¢ o ¢! o ¢ je direktna bisimulacija izmedu A
i B, a kako je ¢ najveéa takva, zakljuc¢ujemo da je ¢ o o=t o p < . Sada,
prema Teoremi 1.7 imamo da je ¢ parcijalna fazi funkcija. [

Prethodna teorema ukazuje na znacaj izu¢avanja onih bisimulacija koje su
parcijalne fazi funkcije. Medutim, bisimulacije su namenjene za modeliranje
ekvivalencije izmedu fazi automata (ili nekih srodnih sistema), i dva au-
tomata se mogu smatrati ekvivalentnim ako je svako stanje jednog automata
ekvivalentno nekom stanju drugog automata i obratno. U kontekstu fazi au-
tomata ovo znaci da fazi relacija koju koristimo za modeliranje ekvivalencije
mora biti sirjektivna L-funkcija. Kako je parcijalna fazi funkcija koja je sir-
jektivna L-funkcija upravo uniformna fazi relacija, moze se zakljuciti da je
potrebno izuc¢avati one bisimulacije koje su uniformne fazi relacije. Upravo
ta vrsta bisimulacija je razmatrana u [42].

U mnogim radovima, bisimulacije su razmatrane u kontekstu automata (ili
srodnih sistema) bez fiksiranja inicijalnih stanja, ili definicija bisimulacije
nije ukljuc¢ivala nikakav uslov u vezi sa inicijalnim stanjima. U takvom
sluc¢aju postoji bisimulacija izmedu svaka dva fazi automata, to je prazna
relacija. Medutim, ovde prazna relacija nije direktna bisimulacija jer ne
zadovoljava uslove (3.1) i (3.7) (izuzev u sluéaju kada su o i o prazni). Iz
tog razloga, u formulaciji Teoreme 3.2 smo bili prinudeni da pretpostavimo
da postoji bar jedna direktna bisimulacija izmedu A i B.

Na pocetku ovog poglavlja definisali smo simulacije i bisimulacije izmedu fazi
automata koji u opstem slucaju mogu biti razli¢iti. Nadalje u ovom poglavlju
bi¢e razmatran slucaj kada su ti fazi automati jednaki, tj., razmatrac¢emo
bisimulacije na jednom fazi automatu.

Neka je A = (A, 64,04, 74) proizvoljan fazi automat. Ako je fazi relacija
¢ € R(A, A) direktna bisimulacija izmedu A i A, onda ¢emo je nazivati
direktna bisimulacija na A (analogno se definiSe povratna bisimulacija na
A). Direktna (odn. povratna) bisimulacija na A koja je fazi ekvivalencija
nazivace se direktna (odn. povratna) bisimulaciona fazi ekvivalencija.
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Kako svaka fazi ekvivalencija zadovoljava uslov (3.1) (zbog refleksivnosti i
simetri¢nosti), to imamo da fazi ekvivalencija E na A jeste direktna bisim-
ulacija na A ako i samo ako je

Eod? <00 E,  zasvakizc X, (3.19)
Eor?t <14 (3.20)

(uslov (3.20) se moze zameniti sa F o7 = 74). Na osnovu Teoreme 4.1 [45]
(videti takode Teoremu 1 [44]), uslov (3.19) je ekvivalentan sa

EodtoE=6'0FE, za svaki x € X. (3.21)

Sli¢no, fazi ekvivalencija E na A je direktna bisimulacija na 4 ako i samo
ako je

< za svaki x € X, (3.22)
oo FE <o (3.23)

(ponovo uslov (3.23) moZemo zameniti sa 0 o E = o), i imamo da je uslov

(3.22) ekvivalentan sa
Eod?oE=FEod),  zasvakizec X. (3.24)

Direktne i povratne bisimulacione fazi ekvivalencije na fazi automatima su
izuc¢avane u radovima [44, 45, 189], gde su nazivane desno i levo invarijantne
fazi ekvivalencije. U opstijem kontekstu, neke sli¢ne fazi ekvivalencije, naz-
vane desno i levo regularne fazi ekvivalencije, su izuc¢avane u [106].

Prema rezultatima dobijenim u [44, 45, 189] (videti takode [106]), svaki fazi
automat ima najvec¢u direktnu i najveéu povratnu simulaciju, koje su fazi
kvazi-uredenja, i najveéu direktnu i najveé¢u povratnu bisimulaciju, koje su
fazi relacije ekvivalencije. U istim radovima dati su i algoritmi za njihovo
izracunavanje. Treba napomenuti i to da postoje mnogi efikasni algoritmi
za izraCunavanje najvece bisimulacione ekvivalencije i najveé¢eg simulacionog
kvazi-uredenja na oznac¢enom tranzicionom sistemu ili nedeterministickom

automatu (videti [67, 80, 116, 149, 170]).

3.2 Uniformne direktne bisimulacije

U prethodnom poglavlju ukazali smo na znac¢aj uniformnih direktnih bisim-
ulacija, pa ovo poglavlje posebno posvec¢ujemo njima.
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Teorema 3.3. Neka su A = (A, 64,04, 74) i B = (B,6%,08,78) fazi au-
tomati i neka je ¢ € R(A, B) uniformna fazi relacija. Tada vaZi sledece:

(A) po™t je direktna bisimulacija na A i ¢~ o je direktna bisimulacija
na B, i

poyplod <podfopt <
plopody Syplodlop <

T

§opop™, za svaki v € X, (3.25)
Bogp oy, za svaki x € X, (3.26)

(B) Ako je ¢ uniformna direktna bisimulacija, onda je ¢ o =t direktna
bisimulaciona fazi ekvivalencija na A i o=' o ¢ je direktna bisimulaciona
fazi ekvivalencija na B.

Dokaz. (A) Nejednakosti (3.25) i (3.26) slede neposredno iz definicije di-
rektne bisimulacije i kompatibilnosti uredenja fazi relacija sa kompozicijom
fazi relacija (videti jednakost (1.20) ).

Prema (3.25) i (3.26) sledi da po ™' i o' oy jesu direktne bisimulacije na
A i B, redom.

(B) Ako je ¢ uniformna direktna bisimulacija, onda na osnovu Teoreme 1.8
vazidaje pop t = Efiplop=FEf tj,pop ' =Eiplop=FE}
su fazi ekvivalencije na A i B, tim redom. Preostali deo tvrdenja sledi iz
Propozicije 2.5. [

Napomenimo ponovo da je ¢ € R(A, B) uniformna fazi relacija ako i samo
ako je sirjektivna L-funkcija i EY = ¢ o o1, ili ekvivalentno, ako je sirjek-
tivna L-funkcija i E5 = ¢! o ¢ (videti Teoremu 1.8).

Direktne i povratne bisimulacije definisane su u Poglavlju 3.1 pomo¢u odgo-
varaju¢ih nejednakosti. Medutim, cesto je laksSe raditi sa jednakostima nego
sa nejednakostima, pa slede¢om teoremom pokazujemo da se uniformne di-
rektne bisimulacije mogu definisati i pomocu jednakosti.

Teorema 3.4. Neka su A = (A, 64,04, 74) i B = (B,0%,08,7%) fazi au-
tomati 1 neka je ¢ € R(A, B) uniformna fazi relacija. Tada je ¢ direkina
bisimulacija ako 1 samo ako vaZe sledeci uslovi:

clopopt=0Bo¢pt clop=cPoyplog, (3.27)

dopopl=podlop™ plodtop=680p oy, 2 svakize X,
(3.28)
™ =porB, o lord =158 (3.29)
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Dokaz. Neka je ¢ direktna bisimulacija izmedu fazi automata A i B. Tada
je 04 < 0P o™, sto povladi

B 1 B

UAocpocp_1<U optopopt=0Pop™,

aocP <otoypoviadi B ot < o4 ooyt Dakle, vazi 04 o pop ! =
0B o p~!. Dalje, imamo da je 04 op =02 opoptop=cBoplop.

Na osnovu tvrdenja (A) Teoreme 3.3, za svaki z € X je

'< 6l opopt=poplodlopop™

podPoptopopt=posloyp,

podlopt <
<

paje podBopl=00poplislicnojep toddop=3500ptop.
Sa druge strane, na osnovu tvrdenja (B) Teoreme 3.3 dobijamo da je

T =poptor Cporf <71

Y

A B

paje 74 = po7P islitno 78 = ¢ tor4

2 oT .

Obratno, neka vazi (3.27)-(3.29). Tada je 0 < odopopt =cBo0pl i
za svaki x € X je

(p_loéfggo_loéfogoogo_l:(Ffogpogp_logo_l:(55090_1.

Jasno je da je o' o 74 < 7B, pa ¢ jeste direktna simulacija izmedu A i B.
Dalje, 08 < oPoplop =040, izasvakiz € X je

podl <podloplp=6lopopop=4,00.

Takode, ¢ o 74 < 78, pa ¢! jeste direktna simulacija izmedu B i A. Dakle,
¢ je direktna bisimulacija izmedu fazi automata A i B. O

Sledeca teorema je jedan od glavnih rezultata ovog poglavlja.

Teorema 3.5. Neka su A = (A, 04,04, 74) i B = (B,6%,08,7P) fazi au-
tomati i neka je ¢ € R(A, B) uniformna fazi relacija. Tada je ¢ direkina
bisimulacija ako © samo ako vaZe sledeci uslovi:

(i) EY je direktna bisimulacija na A;
(ii) EYf je direktna bisimulacija na B;

(iii) @ je izomorfizam faktor fazi automata AJEY i B/EY.
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Dokaz. Jednostavnosti radi, stavimo da je E = E% i F = E}.

Neka je ¢ direktna bisimulacija. Tada tvrdenja (i) i (ii) slede neposredno iz
(iv) i (v) Teoreme 1.8 i Teoreme 3.3. Na osnovu Leme 1.2, ¢ je bijektivna
funkcija iz A/E na B/F.

Dalje, neka su a € A i1 € CR(yp) proizvoljni elementi. Prema Teoremi 3.4,
imamo da je

oYP(E,) = (0" 0 E)(a) = (6" 0 p7")(a) = \/ 0" (b) @ p(a,b)

beB

=\ o%(b) ® F(¢(a),b) = \/ o”(b) & F(b,4)(a))

beB beB

= (07 0 F)(¥(a)) = "/ (Fyw)) = o"/T(B(EW)),

TE(E,) = (1% 0 E)(a) = 7(a) = (p o 75)(a) = \/ p(a,b) @ 77 (b)

beB

=\ F(4(a).h) 9 7°(0) = (F o ") (1(a))

beB
= TB/F<F1LJ(CL)) = TB/F(&<E¢1))
Dalje, prema Teoremi 2.12 za proizvoljne ai,as € Aix € X vazi

5A/E(Ea1a Z, Eaz) = 5B/F(@(Ea1)a z, 5(Ea2))

Dakle, ¢ je izomorfizam izmedu fazi automata A/E i B/F.

Obratno, neka vaze uslovi (i), (ii) i (iii). Za proizvoljne a € A iy € CR(yp)
je

o’ (a)

N

(04 0 B)(a) = oF(E,) = o7 (B(EL)) = 0%/ (Fy(w)
= (0% o F)(¥(a)) = \/ a”(b) ® F(b,(a))

beB
=\ oP() @ F((a),b) = \/ o (b) ® p(a,b)
=\ o) @ ¢ (b,a) = (o" 0 p")(a),

beB

pa je 04 < 0P o !, islitno se pokazuje da je of < o4 o .



Glava 3. Bisimulacije izmedu fazi automata 7

Dalje,
74(a) = (Eor*)(a) = 7Y (E,) = 7°/T(§(E)) = 78/ (Fyw)
= \/ F(¥(a),b) @ 7%(b) = \/ p(a,b) @ 7%(b) = (p 0 7%)(a),
beB beB

pa je 74 = @ o 7B, 1isli¢no, vazi 1o 4 < 1B,

Na osnovu Teoreme 2.12 vazi o1 0§24 < 68 o™i podP < 64 0 p. Dakle,
¢ je uniformna direktna bisimulacija izmedu fazi automata A i B. O
Teorema 3.6. Neka su A = (A, 64,04, 74) i B = (B,0%,08,78) fazi au-

tomati, neka je E direktna bisimulacija na A i F direktna bisimulacija na

B.

Tada postoji uniformna direktna bisimulacija ¢ € R(A, B) takva da je
EY=F and E} =F, (3.30)

ako i samo ako postoji izomorfizam ¢ : AJ/E — B/F takav da za proizvoljne
ai,as € A vazi

E(E.,, Ey,) = F(¢(Ea,), ¢(Ea,)). (3.31)

Dokaz. Neka je ¢ uniformna direktna bisimulacija koja zadovoljava uslov
(3.30), i neka je v € CR(y). Prema definiciji od FE, F'i ¢, i prema
Posledici 1.1 , imamo da je

E(Eala Eag) — E(ala a2) - F(,@Z}(al)v ¢(a2)) = F(F¢(a1)7 Flﬁ(az))
= F(@(Ea), 3(Ea)),

pa prema Teoremi 3.5, ¢ je izomorfizam od A/FE na B/F koji zadovoljava
uslov (3.31).

Obratno, neka je ¢ : A/E — B/F izomorfizam koji zadovoljava uslov (3.31).
Definisimo funkcije ¢p : A — A/E, ¢p : B/F — B i : A — B na sledeci
nacin: Za svaki z € A neka je ¢p(x) = E,, za svaki n € B/F neka je ¢r(n)
fiksiran element iz 7), i neka je ¥ = ¢g o ¢ o ¢pp. DefiniSimo i fazi relaciju

¢ € R(A, B) sa
e(a,b) = F(¢(a),b), zasvea € Aibe B. (3.32)

Iz dokaza Teoreme 3.4 [41], ¢ je uniformna fazi relacija koja zadovoljava
(3.30) i ¢p € CR(yp). Za proizvoljano a € A je ¢(E,) = F,, zaneki b € B, i

b(a) = ¢r(¢(65(a)) = ¢r(d(E(a)) = or(Fy) € F,
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odakle sledi da je
P(Ea) = Fya) = Fo = ¢(Ea),

za svaki a € A. Dakle, ¢ = ¢, pa prema Teoremi 3.5, ¢ je uniformna
direktna bisimulacija. O]

3.3 UFB-ekvivalentni fazi automati

Bisimulacije su izucavane u raznim kontekstima ali su uvek razmatrane
u kontekstu uspostavljanja strukturne ekvivalencije izmedu stanja jednog
ili dva razli¢ita automata ili nekih slicnih sistema. Kao $to je prethodno
naglaseno u Poglavlju 3.1, dva automata se smatraju strukturno ekvivalent-
nim ako je svako stanje jednog automata ekvivalentno nekom stanju drugog
automata i obratno. Moze se re¢i da nema prave ekvivalencije izmedu dva
automata ako postoji neko stanje jednog automata koje nije ekvivalentno
nijednom stanju drugog automata. Drugim re¢ima, ekvivalencija bi trebalo
da se modelira kompletnom i sirjektivnom relacijom, odnosno u fazi kontek-
stu, sirjektivnom L-funkcijom. Medutim, ako postoji direktna bisimulacija
izmedu dva fazi automata A i B koja je sirjektivna £-funkcija, onda najveca
direktna bisimulacija izmedu A i B takode ima ovo svojstvo, pa prema Teo-
remi 3.2, ona je uniformna direktna bisimulacija. Dakle, potpuno je svejedno
da li éemo reéi da postoji direktna bisimulacija koja je sirjektivna L-funkcija
ili éemo re¢i da postoji uniformna direktna bisimulacija izmedu A i B. Iz
tog razloga uvodimo sledeéi tip ekvivalencije izmedu fazi automata.

Za fazi automate A = (A, 64,04, 74) i B = (B, 08,08, 78) kazemo da su uni-
formmno direktno bisimulaciono ekvivalentni, ili kra¢e da su UFB-ekvivalentnz,
u oznaci A ~yrp B, ako postoji uniformna direktna bisimulacija izmedu A
i B. Analogno se moze definisati i uniformna povratna bisimulaciona ekviva-
lencija izmedu fazi automata, ali ova vrsta ekvivalencije nece biti posebno
razmatrana jer ima svojstva koja su analogna svojstvima UFB-ekvivalencije.

Slede¢om teoremom se uspostavlja korespodencija izmedu uniformnih di-
rektnih bisimulacija i direktnih bisimulacionih fazi ekvivalencija, analogna
korespodenciji izmedu homomorfizama i kongruencija u algebri.

Teorema 3.7. Neka je A = (A, 64,04, 74) fazi automat, neka je E fazi
ekvivalencija na A, i neka je AJE = (A/E,04E oA 1AIEY faktor fazi
automat od A u odnosu na E.
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(A) Fazi relacija p € R(A, A/E) definisana sa
olar, Ey,) = E(ay,a2), za sve aj,ay € A, (3.33)
je uniformna fazi relacija takva da je EY = E, EZ/E je fazi jednakost,
1 @ je i direktna i povratna simulacija.
(B) Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) E je direktna bisimulacija na A;
(ii) ¢ je direktna bisimulacija;
(iii) ¢ je povratno-direktna bisimulacija.

Dokaz. Za proizvoljan a € A imamo da je

o*(a) < (0% 0o Eo E)(a) = \/ (0 0 E)(as) ® E(as, a)

as€EA

= \/ 0ME(Ew) @ ¢ (Eugya) = (0 0 97 (a),

az€A

(¢ or™)(Ed) = \/ ¢ (Baras) © 74 (as) = Ela, a5) ® 7% (as)

as€A

= (Bor")(a) = rVF(E,),

1 takode vazi

(0% 0p)(E) = \/ o(as) @ plar, Ba) = \/ o*(@) ® E(ar,a)

al cA as cA

= (0% 0 B)(a) = oV/*(E,),

™) < (EoEor)(a) = \/ E(a,a3) ® Eo7*(as)

agEA

=\ @la, Boy) © 75 (E,) = (p 0 7/F)(a).

as€A

Dalje, na osnovu Teoreme 2.7 dobijamo tvrdenje (A). Na slican nacin se iz
Teoreme 2.8 dobija tvrdenje (B). O

Sledeéi primer pokazuje da postoji fazi relacija ¢ definisana sa (3.33) koja
ne mora biti direktna bisimulacija (ako F nije direktna bisimulacija na A).
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Primer 3.3. Neka je £ Booleova struktura i neka je A = (A, 64,04, 74)
fazi automat nad £ (tj., nedeterministicki automat) sa |A| =4, X = {z} i

5 =

T

, ot=[0 100, =

o O O
o O O O
o O o O
o O = O

i neka su F i F fazi ekvivalencije na A zadate sa

1 0 00 1100
0100 1 100
E= 0 01 1|7 F= 0 011
0 011 0 011

Tada su odgovarajuéi faktor fazi automati A/E = (A/E,§4F gA/E 7A/E)
i A/F = (A)F, 047 oA/F AT dati sa: |A/E| =3, |A/F|=2,i

100 0
oF=100 1|, o7 =1J0 1 0], 7VF= 0],
000 1

A/F I 1 A/F A/F 0
51/:[00,0/:[1 0},7'/:1.

Jednostavno se proverava da je A/ E jezicki ekvivalentan sa A, a da A/ F nije
jezicki ekvivalentan sa A (videti Primer 3.1 [45]). Neka je o € R(A, A/E)
fazi relacija data sa

o O =

YE =

o
(e )]
_ -0 O

Takode se jednostavno proverava da je ¢g direktna bisimulacija izmedu A
i A/FE, kao i da je povratno-direktna bisimulacija izmedu A i A/FE, pa fazi
automati A 1 A/E jesu UFB-ekvivalentni.

Sa druge strane, fazi automati A i A/F nisu UFB-ekvivalentni, jer nisu
jezicki ekvivalentni (Teorema 3.1), i fazi relacija pr € R(A, A/F') definisana
sa op(ay, Fo,) = F(a1,a2), za sve a1, as € A (tj., definisana kao u (3.33)),
nije direktna bisimulacija. Zaista,

YF = 1 SOFO(;;?/F:

S O = =
— -0 O
S O ==
S O ==

TA
OO O =
o O - O

|

(%)

o

AS)

)
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Teorema 3.8. Neka je A = (A, 64,04, 74) fazi automat, neka su E i G fazi
ekvivalencije na A takve da je E < G, i AJE = (AJ/E,§4F gA/E 7A/E)
faktor fazi automat od A u odnosu na E. Tada

(A) Fazi relacija G/E on AJE definisana sa
G/E(E,,, E.,) = G(a1,a2), za sve aj,as € A, (3.34)
je fazi ekvivalencija na A/E, i faktor fazi automati (A/E)/(G/E) i
A/G su izomorfni.
(B) Fazi relacija ¢ € R(A, A/E) definisana sa

o(ay, Ey,) = G(ay,as), za sve aj,ay € A, (3.35)

je uniformna fazi relacija takva da je E% = G i Eﬁ/E =G/E.

gtavi§e, ako je E direktna bisimulacija na A, onda vazi sledece:

(C) G je direktna bisimulacija na A ako i samo ako je G/E direktna bisim-
ulacija na A/E.

(D) G je najveca direktna bisimulacija na A ako i samo ako je G/ E najveca
direktna bisimulacija na A/E.

(E) G je direktna bisimulacija na A ako i samo ako je ¢ direktna bisimu-
lacija izmedu A i A/E.

Dokaz. Tvrdenje (A) je dokazano u Teoremi 2.9, dok su tvrdenja (B), (C),
(D) i (E) dokazana u Teoremi 2.11, bez razmatranja fazi skupova pocetnih
i zavrsnih stanja. O

Teorema 3.9. Neka su A = (A, 0%, X,64,74) i B = (B,0?,X,65,7P)
UF B-ekvivalentni fazi automati.

Tada postoji uniformna direktna bisimulacija ¢ izmedu A i B ¢ije jezgro EY
je najveca direktna bisimulacija na A i ¢ije kojezgro Ey je najveca direktna

bisimulacija na B.

gtavz’§e, @ je najveca direktna bisimulacija izmedu A i B.

Dokaz. Neka je x € R(A, B) uniformna direktna bisimulacija, i neka je
E%Y = FE i Ejy = F. Na osnovu Teoreme 3.5, E je direktna bisimulacija na
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A, F je direktna bisimulacija na B i X je izomorfizam od A/FE na B/F, i na
osnovu Teoreme 3.6, za sve ai,as € A vazi

E(E.,, Ey,) = F(X(Ea), X(Ea))- (3.36)

Dalje, neka je G najveca direktna bisimulacija na A, H je najvec¢a direktna
bisimulacija na B, i neka je P najveca direktna bisimulacija na A/E, i Q je
najveca direktna bisimulacija na B/F. Na osnovu Teoreme 3.8 je P = G/E
i Q= H/F, ana osnovu (3.36) i ¢injenice da je X izomorfizam od A/E na
B/F dobijamo da je
P(PEa17PEa2) = P<Ea17 Ea2) = Q(SZ(E(HL %(E@)) = Q(Q%(Eal)v Q)?(EZQ)>' )
3.37
Stavise, X indukuje izomorfizam ¢ : (A/E)/P — (B/F)/Q dat sa £(Pg,) =
Qx(E.), za svako a € A. Prema Teoremi 3.8, takode imamo da postoje
uniformne direktne bisimulacije ¢; € R(A, A/E) i 3 € R(B, B/F) takve
da je EY' = G, Eﬁ}E = G/E, EY = H, EEI/F = H/F, a na osnovu
Teorema 3.5 i1 3.6 dobijamo da je ¢, izomorfizam iz A/G na (A/E)/P, i s
je izomorfizam iz B/H na (B/F)/Q, pri ¢emu je

G(Gau Gaz) = P(@1<Gal)7 951<Ga2))7 H(Hb17 Hb2) = Q(QZ?(HIM)? &2<H52)>7

(3.38)
za sve aj,ay € Aiby,by € B. Dalje, nekasu;: A— A/Eiy: B— B/F
funkcije date sa 11(a) = E, and ¢9(b) = F,, zasve a € Aib € B. Tada iz
(3.35) sledi da je 11 € CR(p1) i1 € CR(p2), a iz (1.33) dobijamo

01(Ga) = Pyy0) = Pe.,  02(Hp) = Quop) = @, (3.39)
zasvea € Aibe B.

1 P2
AE————— X pyF
([E)P - (BIP)Q
—_ 4 ~ 1
¢ - N ipz
v 7 52 \\\\ v
R s ~ BIH

Sada, neka je funkcija ¢ : A/G — B/H definisana sa ¢ = &, 0 £ 0 5,7,
tj., neka je ¢(G,) = @5 (Qg(r.)), za svako a € A. Kako su ¢y, &, i @,
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izomorfizmi, to imamo da je ¢ takode izomorfizam od A/G na B/H, i za
proizvoljne a;,as; € A, prema (3.37), (3.38) i (3.39) sledi da je

G(Gay, Gay) = P(31(Ga,) 21(Gay)) = P(Pp,. Pr.,) = Q(Qx(ka,)» Qx(5ay))

= H(55 (Qx(wa): ?3 " (Qx(Bay)) = H($(Ga,), (Gas)).
(3.40)
Dakle, prema (3.40) i Teoremi 3.6 dobijamo da postoji uniformna direktna
bisimulacija ¢ € R(A, B) takva da je Ef =G i E5 = H.

Dalje, pokazac¢emo da je ¢ najveca direktna bisimulacija izmedu A i B.
Na osnovu Teoreme 3.2, postoji najveca direktna bisimulacija 6 izmedu A
i B, koja je parcijalna fazi funkcija, i naravno vazi ¢ < 6. Kako je ¢
sirjektivna L-funkcija, to je € takode sirjektivna L-funkcija, i stoga, 6 je
uniformna fazi relacija. Sada, prema Lemi 1.3 dobijamo da CR(y) C C'R(0),
E% < EY, i Ef < EY%, a prema Teoremi 3.5 imamo da su E% i E% direktne
bisimulacije na A i B, tim redom. Kako su EY = G i Ef, = H najvece
direktne bisimulacije na A i B, zaklju¢ujemo da je £ = E% i E}, = E%.
Kona¢no, iz (vi) Teoreme 1.8, zaa € A, b€ B, iy € CR(p) C CR(0) vazi

Q(a, b) = E%(¢(a)7 b) = E§(¢(a>’ b) = (,O(CL, b)

Otuda je 0 = ¢, tj., ¢ je najveca direktna bisimulacija izmedu A i B. O

Iz Teorema 3.9 i 3.6 dobijamo slede¢u posledicu.

Posledica 3.1. Neka su A = (A,64,04,74) i B = (B,6%,08,78) fazi
automati, i neka su E i F' najvece direktne bisimulacije na A i B, tim redom.

Tada fazi automati A i B jesu UFB-ekvivalentni ako i samo ako postoji
izomorfizam ¢ : AJE — B/F takav da je

E(Eu, Eu) = F($(Ew), ¢(Ea,)), (3.41)

za sve ap,as € A.

Posledica 3.2. Za proizvoljne fazi automate A, B 1 C vazi:

(1) A~urpA;
(2> A~yppB = Br~yppA;
(3) -ANUFBB & BNUFBC = -ANUFBC-
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Dokaz. Jasno je davazi (1) i (2), jer identicko preslikavanje jeste uniformna
direktna bisimulacija na A, a inverzna relacija svake uniformne direktne
bisimulacije izmedu A i B jeste uniformna direktna bisimulacija izmedu B i

A.

Dalje, neka je A ~ypp B i B ~yrp C, neka su E, F i G redom najvece
direktne bisimulacije na fazi automatima A, B i C. Na osnovu Posledice 3.1,
postoje izomorfizmi ¢, : A/E — B/F i ¢y : B/F — C/G takvi da je

E(EauEaz) = ﬁ(¢l(Ea1)>¢1(Ea2)) 1 ﬁ<Fb1>sz) = é(¢2(Fb1)?¢2(Fb2))>

za sve ay,ay € A1by,by € B, pa kompozicija ¢ = ¢10 ¢y : A/JE — C/G
jeste izomorfizam od A/E na C/G za koji vazi

E<Ea1> Eaz) = é<¢(Ea1)> ¢(Ea2))
za sve ai,as € A. Dakle, A~yrpC. O

Prema Posledici 3.2, relacija ~ypp je relacija ekvivalencije na klasi svih
fazi automata, Sto opravdava naziv UFB-ekvivalentni fazi automati koji je
uveden na pocetku ovog poglavlja.

Iako je kompozicija dve direktne bisimulacije takode direktna bisimulacija
(videti Lemu 3.3), ta nam ¢injenica nije mnogo korisna u dokazivanju tranz-
itivnosti UFB-ekvivalencije s obzirom da kompozicija dve uniformne relacije
ne mora biti uniformna relacija (videti Primer 6.1 [41]). Ipak, tranzitivnost
UFB-ekvivalencije sledi iz ¢injenice da kompozicija ; o @9 najveée direktne
bisimulacije ¢; izmedu fazi automata A i B, i najveée direktne bisimulacije
9 izmedu fazi automata B i C, jeste uniformna direktna bisimulacija izmedu
A iC. Naime, kojezgro od ¢; jednako je jezgru od ¢ i ovo je upravo najveca
direktna bisimulacija na B. Dalje, ¢ = ¢ 0 @5 je najveca direktna bisimu-
lacija izmedu A i C. Zaista, ako je # najveca direktna bisimulacija izmedu
AiC, onda je EY = Ef?, najveca direktna bisimulacija na C, pa iz ¢ < 0 i
Leme 1.3 sledi da je CR(¢) C CR(#). Sa druge strane imamo

Ef=¢lop=gprloprlopiopm=gpy opop opr opiops
:gpQ_loE?oEjg1 0 o :gpz_loEjgzog02:<p2_log020g02_locp2
= ;' 0y = BE = E¢,
i kao u dokazu Teoreme 3.9 dobijamo da je ¢ = 6.
Na osnovu Teoreme 3.1, UFB-ekvivalencija povlaci jezicku ekvivalenciju.

Slede¢im primerom pokazac¢emo da jezicka ekvivalencija ne povla¢i nuzno
UFB-ekvivalenciju.
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Primer 3.4. Neka je £ Godelova struktura, i neka su A = (A, 64,04, 74)
i B = (B,0%,08,7P) fazi automati nad £, pri ¢emu je |A| = |B| = 2 i
X = {z,y},

a4 [1 05 4 Lo 4 4 [0
51_[0.5 1}’51/_[1 0.5}’“ =t o, - _H’

0 1 0
55255:{0 1}, UB:[l 0], TB:{O.S}'

Fazi automati A i B su jezicki ekvivalentni (videti Primer 3.1 [107]), ali nisu
UFB-ekvivalentni. Zaista, jednostavno se proverava da su najvece direktne
bisimulacije na A i B upravo relacije jednakosti na A i B, pa su odgovarajuéi
faktor fazi automati izomorfni sa A i B, redom. Jasno, A i B nisu izomorfni,
i prema Posledici 3.1, A i B nisu UFB-ekvivalentni.

Takode, imamo da su i A i B minimalni fazi automati u klasi svih fazi
automata koji su jezicki ekvivalentni sa njima (ponovo Primer 3.1 [107]).

Dacemo par komentara o smislu Posledice 3.1. Ovaj rezultat daje nacin za
testiranje da li dva fazi automata A i B jesu UFB-ekvivalentna. Najpre je
potrebno izrac¢unati najvece direktne bisimulacione fazi ekvivalencije £ na
A1i F na B. U velikom broju sluc¢ajeva ovo se efikasno moze uraditi pomocu
algoritma datog u radu [45]. Nakon toga se konstruisu faktor fazi automati
A/E i B/F, i dalje se proverava da li postoji izomorfizam izmedu njih koji
zadovoljava uslov (3.41). Medutim, ¢ak i ako je moguce efektivno izracunati
najvec¢e direktne bisimulacije E' i F' i konstruisati odgovarajuce faktor fazi
automate A/E i B/F, ipak moze biti veliki problem da se ispita da li postoji
izomorfizam izmedu A/E i B/F koji zadovoljava uslov (3.41).

Vazno je napomenuti da je ovaj problem izomorfizma izmedu fazi automata
blisko povezan sa dobro poznatim problemom izomorfizma grafova. Naime,
problem izomorfizma fazi automata nad Booleovom strukturom je upravo
problem izomorfizma grafova. Pored svog prakti¢nog znacaja, problem izomor-
fizma grafova je u teoriji kompleksnosti algoritama posebno interesantan iz
razloga Sto predstavlja jedan od malobrojnih problema koji pripadaju klasi
NP-kompletnih problema (nondeterministic polynomial time) za koje nije
poznat algoritam za reSavanje koji radi u polinomijalnom vremenu. Opste
je prihvaceno misljenje da problem izomorfizma grafova lezi izmedu klasa
P i NP, ako je P#NP (videti [187]). Ipak, u teoriji kompleksnosti algo-
ritama razmatraju se najgori mogucéi sluc¢ajevi, do kojih se u praksi retko
dolazi, tako da mnogi algoritmi koji su teorijski teski u praksi jako dobro
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rade. Problem izomorfizma grafova je tezak jer je potrebno proveriti n! per-
mutacija (bijekcija) skupa koji se sastoji iz n ¢vorova, i taj broj jako brzo
raste kada raste broj ¢vorova grafa. Medutim, ako se nade pogodan nacin
da se izbegnu neke permutacije, kao Sto je opisano u [187], onda se taj broj
moZze 1 znacajno smanjiti.

U nasSem slucaju, testiranje izomorfizma se ne vrsi izmedu fazi automata A
i B, ve¢ izmedu faktor fazi automata od A i B u odnosu na najvece direktne
bisimulacione fazi ekvivalencije. Broj stanja ovih faktor fazi automata moze
biti dosta manji od broja stanja fazi automata A i B, $to znacajno utice na
vreme potrebno za testiranje.

Za fazi automat A = (A, 64,04, 74), klasu svih fazi automata koji su UFB-
ekvivalentni sa A oznaci¢emo sa UFB(A).

Propozicija 3.1. Neka je A = (A, 64,04, 74) fazi automat i neka je E
najveca direktna bisimulacija na A.

Tada je AJ/E minimalni fazi automat v UFB(A).

Dokaz. Prema Posledice 3.1 je A/E € UFB(A), i za proizvoljan B €
UFB(A) imamo da je A/E izomorfan sa B/F, gde F oznacava najvecu
direktnu bisimulaciju na B. Dakle, |A/E| = |B/F| < |B|, pa A/E jeste
minimalni fazi automat u UFB(.A). O

Sledeéi primer pokazuje da minimalni fazi automat u UFB(.A) ne mora biti
jedinstven do na izomorfizam.

Primer 3.5. Neka je £ Gddelova struktura, neka su A = (A, 64,04, 74) i
B = (B,§8 07, 78) fazi automati nad £, gde je A = {a1,as2}, B = {b1, by},
X = {z,y},

A o5 0] 4 11 a A
51[0.5 o]’ 5@/[0 0.5}’ of =1 1], 7 M

5 _[05 05] 5 [1 1 B 5 1
‘51_[0.5 0.5}’ o _{0.5 0.5]’ o= 1, 7 _H‘

Najveca direktna bisimulacija £ na A i najveca direktna bisimulacija F' na

B su date sa
1 0.5 1 0.5
E_{Oﬁ 1}’ F_[O.S 1]’
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i oba faktor fazi automata A/E i B/F su izomorfna sa B (videti Primer 5.1
[45]). Takode imamo da funkcija ¢ : A/E — B/F data sa ¢(E,,) = Fy,
i ¢(E.,) = Fy, jeste izomorfizam koji zadovoljava uslov (3.41), pa prema
Posledici 3.1 dobijamo da fazi automati A i B jesu UFB-ekvivalentni.

Takode imamo da su oba automata, i A i B minimalni fazi automati u
UFB(A) = UFB(B) (prema Posledici 3.1), ali o¢igledno, A i B nisu izomorfni.

Vazno je napomenuti da fazi automati 4 i B nisu samo minimalni u klasi
svih automata koji su UFB-ekvivalentni sa njima, ve¢ su minimalni i u klasi
svih fazi automata koji su jezicki ekvivalentni sa njima.

Napomenimo da razlog zbog ¢ega minimalni fazi automati u UFB(A) ne
moraju da budu izomorfni predstavljaju fazi jednakosti. Naime, za razliku
od krisp slucaja, gde faktor automat u odnosu na relaciju jednakosti jeste
izomorfan originalnom automatu, u fazi slu¢aju ovo ne mora da vazi. Faktor
automat u odnosu na fazi jednakost ima isti broj stanja kao pocetni automat,
ali ne mora biti izomorfan sa njim. Na primer, u prethodnom primerui E i
F su fazi jednakosti, B/F je izomorfan sa B3, dok A/FE nije izomorfan sa A.

3.4 Povratno-direktne bisimulacije

U prethodnom poglavlju razmatrali smo homotipne bisimulacije, a u ovom
poglavlju osvrnuéemo se na heterotipne bisimulacije, posebno na povratno-
direktne bisimulacije. Cilj nam je da uo¢imo sli¢nosti i osnovne razlike
izmedu homotipnih i heterotipnih bisimulacija.

Prema Lemi 3.2, fazi relacija ¢ je povratno-direktna bisimulacija izmedu fazi
automata A i B ako i samo ako je direktno-povratna bisimulacija izmedu
reverznih automata A i B. Otuda, za svako tvrdenje koje univerzalno vazi
za povratno-direktne bisimulacije postoji odgovarajuce tvrdenje koje uni-
verzalno vazi za direktno-povratne bisimulacije, pa ¢emo paznju usmeriti
samo na povratno-direktne bisimulacije.

Napomenimo da ako je ¢ direktna ili povratna bisimulacija izmedu fazi
automata A i B, onda je to i ¢~t. Medutim, ako je ¢ povratno-direktna
ili direktno-povratna bisimulacija, ¢! ne mora biti takva. Ipak, postoji
zanimljiva veza izmedu ¢ i ¢~!. Naime, ¢ je povratno-direktna bisimulacija
izmedu A i B ako i samo ako je ¢! direktno-povratna bisimulacija izmedu

BiA.
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Jednostavno se proverava da vaze trdenja analogna Lemama 3.3 i 3.4 za
povratno-direktne bisimulacije. Drugim re¢ima, kompozicija dve povratno-
direktne bisimulacije i unija proizvoljne familije povratno-direktnih bisimu-
lacija su takode povratno-direktne bisimulacije. Dakle, ako postoji bar jedna
povratno-direktna bisimulacija izmedu fazi automata A = (A, 4,04, 74) i
B = (B,68,08,78), slicno kao u Teoremi 3.2 moze se pokazati da postoji
najveca povratno-direktna bisimulacija ¢ izmedu A i B. Ipak, za razliku
od direktnih ili povratnih bisimulacija, u sluc¢aju direktno-povratnih bisim-
ulacija se ne moze pokazati da je ¢ parcijalna fazi funkcija, jer se ne moze

pokazati da je ¢ o p~1 o ¢ povratno-direktna bisimulacija.

Bez obzira na to, moze se pokazati da povratno-direktne bisimulacije imaju
neka vazna svojstva analogna onim svojstvima koja imaju direktne ili povratne
bisimulacije. Na primer, na osnovu Teoreme 2.14 se moze dokazati sledeca
teorema.

Teorema 3.10. Neka su A = (A,64,04,74) i B = (B,6%,05,78) fazi
automati i neka je p € R(A, B) uniformna fazi relacija. Tada je ¢ povratno-
direktna bisimulacija ako i samo ako vaZe sledeci uslovi:

(i) EY je direktna bisimulacija na A;
(ii) EY je direktna bisimulacija na B;

(iii) @ je izomorfizam faktor fazi automata A/E% i B/E%.

Takode vazi i sledeéa teorema.

Teorema 3.11. Neka su A = (A,04,04,74) i B = (B,6%,05%,78) fazi
automati, neka je E direktna bisimulacija na A i F povratna bisimulacija
na B.

Tada postoji uniformna povratno-direktna bisimulacija ¢ € R(A, B) takva
da je

EY=F and E} =F, (3.42)
ako i samo ako postoji izomorfizam ¢ : AJE — B/F takav da za sve a,as €
A wvazi

E(E.,, Ey,) = F(¢(Ea,), (Ea,)). (3.43)

Dokaz ove teoreme ¢e biti izostavljen jer je slican dokazu Teoreme 3.6.

Za razliku od direktnih bisimulacija, koje sluze za definisanje relacije ekvi-
valencije izmedu fazi automata, povratno-direktne bisimulacije se ne mogu
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koristiti u tu svrhu jer one ne mogu obezbediti simetri¢nost. Bez obzira na
to, povratno-direktne bisimulacije su puno korisé¢ene u literaturi prvenstveno
zbog njihovog vaznog svojstva da obezbeduju jezicku ekvivalenciju.

3.5 Bisimulacije i srodni koncepti

Poznato je da deterministicki automati imaju prirodnu interpretaciju kao
algebre u kojima se svaki ulazni simbol kao jedna unarna operacija. Ova
interpretacija, koju su predlozili J. R. Buchi i J. B. Wright kasnih pedesetih
godina, povezuje automate sa univerzalnim algebrama, pa se na taj nacin
mnogi osnovni pojmovi univerzalne algebre mogu interpretirati u teoriji au-
tomata. Na primer, homomorfizmi se koriste za definisanje simulacija jednog
automata drugim, dok se kongruencije koriste za redukciju broja stanja. U
bliskoj vezi sa homomorfizmima i kongruencijama su i relacijski morfizmi,
relacije izmedu dve algebre (moguce razli¢ite) koje su kompatibilne sa al-
gebarskim operacijama. Relacijske morfizme je uveo Tilson [73, Glave 11 i
12| u teoriji polugrupa, za resavanje nekih problema koji su u bliskoj vezi
sa razlaganjima kona¢nih polugrupa, ali se pokazalo da se oni takode us-
pesno mogu koristiti u proucavanju raspoznatljivih jezika (videti [73, 161]).
Kasnije su relacijski morfizmi uopsteni na proizvoljne univerzalne algebre,
a nedavno su proucavani i u fazi okvirima (cf. [105]). Uprkos njihovom
nazivu, na relacijske morfizme ne treba gledati kao na uopstenje pojma
homomorfizma, veé¢ kao prirodno uopstenje koncepta kongruencije. Ipak,
postoji kljucna razlika izmedu kongruencija i relacijskih morfizama. Dok su
kongruencije kompatibilne relacije ekvivalencije, relacijski morfizmi su samo
kompatibilne relacije. Zato se moze reé¢i da su uniformni relacijski morfizmi
pogodnije proSirenje pojma kongruencije od obi¢nih relacijskih morfizama
([105]).

Iako se, za razliku od deterministickih automata, nedeterministicki, fazi i
tezinski automati ne mogu predstaviti kao algebre, mnogi autori su na ovim
automatima proucavali neke koncepte koji su bliski homomorfizmima, kon-
gruencijama i relacijskim morfizmima. Ovde ¢emo dati kratak osvrt na ove
koncepte i ukazac¢emo na njihovu vezu sa konceptom bisimulacija.
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3.5.1 Deterministicki automati

Neka su A = (A, 54, a9, 7*) i B = (B, 65, by, 78) obicni deterministicki au-
tomati, tj. neka su 62 : A — Ai 6% : B — B funkcije i ag € A, by € B,
74 C A, i 7% C B. Prema standardnoj definiciji, homomorfizam determin-
istickih automata je funkcija ¢ : A — B koja zadovoljava sledece uslove:

p(ag) = bo, (3.44)
©0(02(a)) = 6B(p(a)), zasvea€ A, z € X, (3.45)
act & pla)er? zasveac A (3.46)

Uslovi (3.44)—(3.46) se, redom, mogu predstaviti u istoj formi kao i uslovi
(3.16)—(3.18), kojima se definiSe povratno-direktna bisimulacija izmedu fazi
automata. Drugim re¢ima, homomorfizmi deterministickih automata su up-
ravo one funkcije koje su povratno-direktne bisimulacije.

Napomenimo takode da je uslov (3.45) ekvivalentan sa
6Ma) = d = 0%(p(a)) = ¢(d), zasvea,d € A z€ X, (3.47)
i ako 671 i 00 tretiramo kao relacije, onda se uslov (3.47) moZe zapisati kao
(a,a’) € 62 = (p(a),p(a’)) € 68, zasvea,d € A, v € X. (3.48)
Obratna implikacija u (3.47) ne mora da vazi, ali imamo da je
5B (p(a)) = pla) = (3" € A) 6 (a) = 0" & p(a”) = pla),  (3.49)
zasve a,a’ € Aix € X.

Uslov (3.49) nije ekvivalentan sa (3.45), ali ako malo modifikujemo (3.49)
mozemo dobiti uslov

68(p(a)) =b= (3d’ € A) 6 a) =d & p(d') = b, (3.50)
zasve a € A, be Bix € X, koji je ekvivalentan sa (3.45).

Drugi fundamentalni algebarski koncept koji igra vaznu ulogu u teoriji deter-
ministickih automata je koncept kongruencije. Kongruencija determinis-
tickog automata A = (4,54, ag, 7*) se definige kao relacija o C A x A koja
zadovoljava uslove

(a,a') € 0 = (62(a),6(d")) € 0, zasvea,d € Aixc X, (3.51)
(a,a) €0 = (act e=d cr), zasvea,d € A. (3.52)
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Uslov (3.52) znadi da je relacija o sadrzana u relaciji ekvivalencije 74 x 74 U
(A\ 1) x (A\ 7) koja ima samo dve klase 74 i A\ 74, i u nekim izvorima
ovaj uslov nije ukljuc¢en u definiciju kongruencije.

Koncept kongruencije se moze prevesti i na slucaj kada radimo sa dva raz-
licita automata A = (A, 64, a9, 71) i B = (B, 65,by, 78). Tada, za relaciju
¢ C A x B uslovi (3.51) i (3.52) postaju

(a,b) € ¢ = (62a),02(b)) € ¢, zasveac A, be B,izec X, (3.53)
(a,b) e = (act*eber?) zasveac Aibe B, (3.54)

i jasno je da uslov (3.54) znaci da je relacija ¢ sadrzana u relaciji 74 x

7BU (A\ 1) x (B\ 7P). Relaciju ¢ koja zadovoljava uslove (3.53) i (3.54),
Rutten [174] je nazvao bisimulacija izmedu deterministickih automata A i B.
U originalnoj definiciji ovog koncepta nema uslova koji se odnosi na pocetna
stanja, pa ¢emo mi dodatno zahtevati da relacija ¢ zadovoljava i uslov

(CL(), b()) € p. (355)

Koristicemo sledecu terminologiju iz [105]. Relacija ¢ € A X B koja zado-
voljava uslove (3.53), (3.54), i (3.55) je relacijski morfizam izmedu deter-
ministickih automata A i B. Jednostavno se proverava da je uslov (3.53)
ekvivalentan sa bilo kojim od slede¢a dva uslova:

o lodd C6Bop™ zasvere X, (3.56)
wodP C ooy, zasverc X. (3.57)

Ocigledno je da ovi uslovi imaju upravo istu formu kao i uslovi (3.2) i
(3.8) koji se javljaju u definiciji direktne bisimulacije izmedu fazi automata.
StaviSe, uslov (3.54) je ekvivalentan konjunkciji uslova ¢! o 74 C 75 i
0 o1l C 74 ikako su 0 i 0P jednoelementni skupovi, uslov (3.55) je ek-
vivalentan svakom od uslova ¢ C 040 ¢ i 04 C of o ¢~'. Dakle, prema
terminologiji koja se koristi u ovoj disertaciji, relacijski morfizmi izmedu
deterministickih automata su upravo direktne bisimulacije izmedu ovih au-
tomata. Staviée, u sluc¢aju da su automati A i B jednaki, moZemo zakljuciti
da su kongruencije deterministickih automata upravo direktne bisimulacione
ekvivalencije deterministickih automata. Sa druge strane, nije tesko naci
primer kongruencije deterministickog automata koja nije povratna bisimu-
lacija.

Prethodno razmatrani koncepti koji se ticu deterministickih automata mogu
se prirodno prevesti i na deterministicke fazi automate. Stavise, fazi analo-
goni ovih koncepata mogu se definisati na slican nacin kao sto je to uradeno
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u [105]. U tom radu, Ignjatovi¢ i ostali su uveli koncept fazi relacijskog mor-
fizma izmedu algebri, i isti primenili na deterministicke fazi automate [105,
Primer 4.1]. Neka su A = (A, 6%, a9, 7)1 B = (B, 6%, by, 7P) deterministicki
fazi automati, tj. neka su 04 : A — Aid6P: B — B funkcije, ag € A, by € B,
i neka su 74 € F(A) i 78 € F(B) fazi skupovi. Fazi relacija ¢ € R(A4, B) je
fazi relacijski morfizam izmedu A i B ako zadovoljava sledece uslove

ot <oPopt,  (ili ekvivalentno o < o o ), (3.58)
ola,b) < p(62(a),08(b)), zasveac A, beB,iz € X, (3.59)
o tord <1p, porB A (3.60)

Kako je 04 = {ao} i 0P = {by}, uslov (3.58) je takode ekvivalentan sa
¢(ag,by) = 1. Nije tesko proveriti da je (3.59) ekvivalentan sa oba uslova
(3.2) i (3.8), pa fazi relacijski morfizmi izmedu deterministickih fazi au-
tomata jesu upravo direktne bisimulacije izmedu ovih automata.

3.5.2 Nedeterministicki automati

U ovom poglavlju, paznju ¢emo usmeriti na nedeterministicke automate.
Neka su A = (A4,64,04,74) i B = (B,68,0%,7P) dva nedeterministicka
automata, pri ¢emu su 67 C Ax Ai 6P C B x B krisp relacije, i 04,74 C A
i 0B, 78 C B su krisp skupovi. Pretpostavimo da je ¢ : A — B funkcija. U
terminologiji nedeterministickih automata, uslov (3.47) se moze zapisati kao

(a,a) € 62 = (p(a),o(d)) € 68, zasvea,d € Aixc X, (3.61)
a uslov (3.50) moze biti zapisan na slede¢i nacin
(¢(a),b) € 68 = (3d' € A) (a,d') € 62 & p(d') = b, (3.62)
zasvea € A,be Bix e X.

Bloom i Esik [19, Primer 9.4.9] su razmatrali uslove (3.61) i (3.62) zajedno
sa dva dodatna uslova za pocetna i zavrSna stanja koji se mogu formulisati
u obliku slicnom uslovima (3.16) i (3.18) (drugi je takode ekvivalentan sa
(3.46)). Uslove (3.61) i (3.62) je koristio Calude sa saradnicima [29] za
definisanje morfizma nedeterministickih automata sa izlazima, zajedno sa
uslovom za funkciju izlaza. Zapravo, razmatrali su uslov (3.61) sa ekviva-
lencijom umesto sa implikacijom, ali obratna implikacija je suvisna. Kao sto
smo ve¢ napomenuli, ova implikacija nije neophodno ta¢na za determinis-
ticke automate.
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Za deterministicke automate, uslov (3.17) je ekvivalentan i sa (3.47) i sa
(3.50), ali za nedeterministicke automate uslov (3.17) nije ekvivalentan ni sa
(3.61) ni sa (3.62), ali jeste ekvivalentan konjunkciji uslova (3.61) i (3.62).
Naime, uslov (3.61) je ekvivalentan sa

6dop Cpodl, zasverc X, (3.63)
i (3.62) je ekvivalentan sa
pod? Ctoy, zasver € X. (3.64)

Jasno, uslovi (3.63) i (3.64) su upravo uslovi (3.5) i (3.8) izre¢eni u termima
nedeterministickih automata. Takode, uslovi (3.16)—(3.18) sluze za defin-
isanje simulacija tezinskih automata, i svaka relacija izmedu nedeterminis-
tickih automata koja zadovoljava (3.16)—(3.18) se takode naziva simulacija
izmedu nedeterministickih automata [76, 77]. Dakle, simulacije izmedu
nedeterministickih automata u smislu definicija iz [19, 76, 77| jesu upravo
direktno-povratne bisimulacije u terminologiji koja je koris¢ena ovde.

Vazno je napomenuti da je funkciju ¢ : A — B koja zadovoljava uslov
(3.61), tj. uslov (3.63), zajedno sa uslovima 0o C o8 i 74 C po 7B,
proucavao Lombardy [138], koji ju je u tom radu nazvao morfizam izmedu
nedeterministickih automata. Jasno je da su morfizmi nedeterministickih
automata upravo one funkcije koje su povratne simulacije u terminologiji
koja se ovde koristi.

Prirodno se namece pitanje $ta su kongruencije nedeterministickih automata?
U algebri, kongruencije su ekvivalencije koje su kompatibilne sa algebarskim
relacijama, a kompatibilnost je potrebna da bi se mogle dobro definisati al-
gebarske operacije na odgovaraju¢em faktor skupu. Kompatibilnost takode
obezbeduje prenos nekih bitnih algebarskih svojstava originalne algebre na
faktor algebru. U slucaju nedeterministickih automata, relacija ekvivalen-
cije dopusta korektno definisanje odgovarajuéeg faktor nedeterministickog
automata, kao i da se, na primer, dokazu neki analogoni Teoreme o ho-
momorfizmu i Druge teoreme o izomorfizmu iz univerzalne algebre (videti
Poglavlje 3, Teorema 3.7, i [44, 45, 189]). Ipak, ne dopusta svaka ekvi-
valencija da se sva bitna svojstva originalnog automata prenesu na faktor
automat. Na primer, originalni automat i faktor automat ne moraju nuzno
raspoznavati isti jezik. Kao $to smo ve¢ pomenuli, faktor automat raspoznaje
isti jezik kao i polazni automat ako i samo ako odgovarajuca ekvivalencija
jeste resenje opsteg sistema (sistem (1.57)).

Prema tome, svaka relacija ekvivalencije koja je reSenje opsteg sistema moze
se shvatiti kao kongruencija na nedeterministickom automatu. Medutim,
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opsti sistem se moze sastojati iz beskona¢no mnogo jednacina, i nalaze-
nje njegovog netrivijalnog resenja moze biti veoma tezak zadatak. Drugim
reCima, prakti¢no nece biti mnogo korisno da na kongruencije gledamo kao
na ekvivalencije koje su reSenja opsteg sistema. Mnogo je pogodnije raz-
motriti neke instance opsteg sistema umesto samog opsteg sistema, gde se
pod instancom podrazumeva sistem koji se sastoji iz istih relacija i ¢iji je
skup resenja sadrzan u skupu resenja opsteg sistema. Takode, pozeljno je da
ovi sistemi budu $to je moguée opstiji, ali i da se sastoje iz konacnog broja
jednacina i da su "jednostavni” za resavanje. Dva takva sistema proucavali
su Ilie, Yu i drugi [110, 111, 112, 113|, nazivajuéi njihova resenja desno i levo
mvarijantnim ekvivalencijama. U naSoj terminologiji, ovo su upravo direk-
tne i povratne bisimulacione ekvivalencije. Ekvivalencije koje je proucavao
Calude i ostali [29] se takode poklapaju sa direktnim bisimulacionim ekviva-
lencijama. Oba gore pomenuta tipa ekvivalencija su koriS¢ena za redukciju
broja stanja nedeterministickog automata. Za redukciju stanja, Ilie, Navaro
i Yu [112] i Champarnaud i Coulon [33] takode koriste prirodne ekvivalen-
cije desno i levo invarijantnih kvazi-uredenja, koje nisu nuzno desno ili levo
invarijantne ekvivalencije ali jesu resenja opsteg sistema.

Treba napomenuti da se ni jedna od dve napred pomenute ekvivalencije,
direktne i povratne bisimulacione ekvivalencije, se ne moze smatrati boljom
od one druge. Ima slucajeva kada prva daje bolju redukciju broja stanja u
odnosu na drugu, i obratno. Takode postoje slucajevi kada svaka od njih
ponaosob indukuje polinomijalno smanjenje broja stanja, ali kada se naiz-
meni¢no koriste obe ekvivalencije broj stanja se moze smanjiti eksponenci-
jalno (videti [111, Sekcija 11]). Napomenimo takode da su direktne bisimu-
lacije nedeterministickih automata razmatrane u Kozenovoj knjizi [124].

3.5.3 Fazi automati

Neka su A = (A,64,04,74) i B = (B, 67,04, 7P) fazi automati, i neka je
¢ : A — B obi¢na funkcija. U termima fazi automata uslovi (3.61) i (3.62)
se mogu zapisati kao

64(a,a’) < 6B(p(a), p(d)), zasvea,a € A, x € X, (3.65)
68(p(a),b) < 6Ma,d"), zasveac A, be B, x € X.(3.66)
a’€A,p(a’)=b

Uslov (3.65) ekvivalentan je sa (3.5), a uslov (3.66) je ekvivalentan sa (3.8),
pa je konjunkcija uslova (3.65) i (3.66) ekvivalentna sa (3.17). Takode moze
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se pokazati da je konjunkcija (3.65) i (3.66) ekvivalentna sa

§5(p(a),b) = \/ 62a,a), zasvea € A be B,z e X. (3.67)

a’€A,p(a’)=b

Dakle, (3.17) je takode ekvivalentan sa (3.67). Funkcija ¢ koja zadovo-
ljava uslov (3.67) je u radu T. Petkovi¢ [160] nazvana homomorfizam fazi
automata. Zapravo, u tom radu su razmatrani fazi automati sa izlazima pa i
ovde definicija sadrzi dodatni uslov koji se odnosi na fazi funkciju izlaza. Ova
definicija se jednostavno prevodi u definiciju homomorfizma fazi automata
sa fazi skupovima pocetnih i zavrinih stanja zamenjujuéi uslov koji se odnosi
na fazi funkciju izlaza uslovima (3.16) i (3.18). U tom slu¢aju, homomorfizmi
fazi automata su upravo one funkcije koje su direktno-povratne bisimulacije.

U nesto drugacijem kontekstu, funkcije koje zadovoljavaju (3.67) su prouca-
vane u [143|, gde su dobile naziv pokrivanja (videti takode [35, 118, 126,
148]). Napomenimo da su Malik i Mordeson u [148, 96.3] koristili naziv
homomorfizam za funkciju ¢ koja zadovoljava uslov (3.65) (videti takode
[35, 118, 126]), kao i naziv strogi homomorfizam za funkciju ¢ koja zadovo-
ljava uslov

5B (p(a), p(a)) = \/ 62(a,a”), zasvea,d € A, v € X. (3.68)
@A o) =p(a’)

Uslov (3.68) je jaci od uslova (3.65), ali je slabiji od uslova (3.67). Ako je ¢
sirjektivna, onda je uslov (3.66) ekvivalentan sa (3.68). Vazno je napomenuti
da se u tom radu razmatraju fazi automati bez pocetnih i zavrsnih stanja,
pa tu nisu razmatrani uslovi koji se ti¢u fazi skupova pocetnih i zavrsnih
stanja.

Slicna diskusija u vezi sa nedeterministickim automatima moze se dati i za
fazi automate. Medutim, postoje neka pitanja koja su specificna samo za
fazi automate. Na primer, jedno od najvaznijih pitanja je da li mozemo
kongruencije posmatrati kao krisp ili fazi relacije. Kao u sluc¢aju nedeter-
ministickih automata, redukcija broja stanja fazi automata je obi¢no vrsena
po uzoru na minimizaciju deterministickih automata i bila je zasnovana na
krisp relacijama (videti [8, 34, 130, 144, 148, 160]). Cak je koriZéen i nead-
ekvatan termin "minimizacija”, jer fazi automat koji je tako dobijen ne mora
biti minimalni u klasi svih fazi automata koji su ekvivalentni originalnom
fazi automatu. Za fazi automat A = (A, 64,04, 74) i krisp ekvivalenciju
0 C A x A, mozemo pokazati da je uslov

006} <6top, zasverc X, (3.69)
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ekvivalentan sa

\/ 6 a, ) = \/ 62 (b,c), zasvex € Xia,b,ce Atakve da (a,b) € o.
c'€0c c'€oc

(3.70)
Petkovi¢ [160] je uslov (3.70) posmatrala u kontekstu fazi automata sa
izlazima, i relacije ekvivalencije koje zadovoljavaju uslov (3.70), zajedno
sa odredenim uslovom za fazi funkciju izlaza, nazvane su kongruencijama
na fazi automatu. Isti koncept, formulisan u terminima particija, Basak i
Gupta [8] su nazvali particija sa svojstvom substitucije. Ako je struktura
istinitosnih vrednosti £ linearno uredena, onda su uslovi (3.70) i (3.69) ekvi-
valentni sa

(Va,b,c € A)(Vz € X) ((a,b) € 0 & 62(b,c) > 0)

= ((3d € A)62(a,d) = 52(b,¢) & (c,d) € o), (3.71)

a ako uredenje u L nije linearno, onda (3.71) povla¢i (3.70) i (3.69), ali
obratna inkluzija ne mora da vazi. Uslov (3.71) su ispitivali Malik i Morde-
son u [148; 96.4] u kontekstu fazi automata bez izlaza, i bez fazi skupova
inicijalnih i zavr$nih stanja. U pomenutom radu, ekvivalencije koje zado-
voljavaju (3.71) nazvane su prihvatljive relacije (engl. admissible relations).
Dakle, svi pomenuti koncepti se uklapaju u koncept direktne bisimulacione
ekvivalencije.

Drugadiji pristup redukcije broja stanja fazi automata je nedavno predlozen
u [44, 45, 189]. Osnovna ideja tog pristupa je da se koriste fazi ekviva-
lencije umesto obi¢nih ekvivalencija. Kao $to je slucaj i sa nedeterminis-
tickim automatima, faktor fazi automat u odnosu na datu fazi ekvivalenciju
raspoznaje isti jezik kao i originalni fazi automat ako i samo ako ova fazi
ekvivalencija jeste reSenje opSteg sistema. Neka osnovna svojstva opsteg
sistema i nekih njegovih instanci su proucavani u [44, 45, 189]. Neke od
instanci opsteg sistema su i sistemi odredeni sa (3.19) i (3.20), kao i sistemi
odredeni sa (3.22) i (3.23). ReSenja ovih sistema u £(A) su upravo povratne
i direktne bisimulacione fazi ekvivalencije. U radovima [44, 45|, direktne i
povratne bisimulacione fazi ekvivalencije su nazvane desno i levo invarijante
fazi ekvivalencije, dok su u [106] reSenja srodnih sistema nazvana desno i levo
reqularne fazi relacije. U ovim radovima je pokazano da za svaki fazi au-
tomat postoji najveca direktna i povratna bisimulaciona fazi ekvivalencija,
i dat je iterativni algoritam za nalazenje najvecéih reSenja koji radi kad god
je odgovarajuca struktura istinitosnih vrednosti lokalno konacna kompletna
reziduirana mreza. Drugim re¢ima, dati su neki dovoljni uslovi pod kojima
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algoritam funkcioniSe (videti [44, 45]). StaviSe, ovi algoritmi su i modifiko-
vani tako da izracunavaju najveée krisp direktne i povratne bisimulacione
ekvivalencije, i ovi algoritmi se zavrSavaju nakon konacnog broja koraka kada
je struktura istinitosnih vrednosti proizvoljna mreza. Ipak, pokazano je da
se bolje redukcije dobijaju pomocéu najveéih direktnih i povratnih bisimula-
cionih fazi ekvivalencija.

Vazan slucaj opsSteg sistema je sistem
Eod? =64 za svako x € X, Eor?t <1, (3.72)

Cija se reSenja u E(A) nazivaju strogo desno invarijantne fazi ekvivalencije,
kao i sistem

6o B =64, for each = € X, oo E < o?, (3.73)

Cija se resenja u E(A) nazivaju strogo levo invarijantne fazi ekvivalencige.
Najveca resenja sistema (3.72) i (3.73) mogu se izra¢unati na jednostavniji
nacin od resenja sistema (3.19)—(3.20) i (3.22)—(3.23), koristeci efektivni pos-
tupak koji nije iterativan i koji funkcionise ako je struktura istinitosnih vred-
nosti proizvoljna kompletna reziduirana mreza. Ipak, resenja sistema (3.72)
i (3.73) ¢ine podskup skupa resenja sistema (3.19)—(3.20) i (3.22)—(3.23), sto
znadi da najveca reSenja sistema (3.72) i (3.73) mogu biti strogo manja od
najvec¢ih resenja sistema (3.19)—(3.20) i (3.22)—(3.23). Zbog toga, najvece
desno i levo invarijantne fazi ekvivalencije daju losije redukcije u odnosu na
redukcije pomoc¢u najvecéih direktnih i povratnih bisimulacionih fazi ekviva-
lencije (videti [44, 45, 189]).

Sistem koji je opstiji od prethodno pominjanih je sistem

Eorlt=r2 za svaki u € X*, (3.74)

u

gde je 74 = 04074, Eija se refenja u £(A) nazivaju slabo desno invarijantne
fazi ekvivalencije, kao i sistem

A

u

oo E =0 za svaki u € X™, (3.75)

. 2, Cja se reSenja u £(A) nazivaju slabo levo invari-
jantne fazi ekvivalencije [189]. Ova dva sistema imaju Sire skupove resenja
u odnosu na sisteme (3.19)—(3.20) i (3.22)—(3.23), kao i u odnosu na sisteme
(3.72) i (3.73), i stoga, njihova najveca resenja daju bolje redukcije nego
najveca reSenja ovih drugih sistema. U nekim slucajevima, najvece slabo
desno i levo invarijantne fazi ekvivalencije se mogu izracunati na jednos-
tavniji nac¢in nego najvece direktne i povratne bisimulacione fazi ekvivalen-
cije. Ipak, postoji problem koji se ti¢e broja jednacina u (3.74) 1 (3.75). Ovaj

gde je 04 = o4 004
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broj moze biti beskonacan, a ¢ak i ako je konacan, moze biti eksponencijalan
u odnosu na broj stanja fazi automata 4. Naime, formiranje sistema (3.75)
i (3.74), tj., konstrukcija fazi relacija o i 7, za svako u € X*, svodi se

na determinizaciju fazi automata A i njegovog reverznog automata u smislu
Nerodovog automata (videti [38, 104, 107]).

Napomenimo jos jednom da se bolje redukcije mogu dobiti naizmeni¢nimm
primenama redukcija pomocéu najveéih direktnih i povratnih bisimulacionih
fazi ekvivalencija. Stavise, u svim prethodno razmatranim slucajevima, fazi
ekvivalencije se mogu zameniti sa fazi-kvazi uredenjima i na taj nacin se
mogu dobiti jos bolje redukcije.

Sa druge tacke gledista, redukcije broja stanja i ekvivalencije fazi automata
su bile predmet izucavanja velikog broja autora, kao Sto su N. C. Basak i A.
Gupta [8], W. Cheng i Z. Mo [34], H. Lei i Y. M. Li [130], D. S. Malik, J. N.
Mordeson i M. K. Sen [144], K. Peeva [153|, K. Peeva i Z. Zahariev [156], T.
Petkovi¢ [160], L. H. Wu i D. W. Qiu [200], H. Xing, D.W. Qiu, F. C. Liui Z.
J. Fan [204]. Takode, treba pomenuti i knjige J. N. Mordeson i D. S. Malik
[148] i K. PeevaiY. Kyosev [154]. Napomenimo da se u nekim od ovih izvora
pojam minimizacija koristi u smislu pojma redukcije i ne podrazumeva uvek
uobicajenu konstrukciju minimalnog automata u skupu svih automata koji
raspoznaju dati fazi jezik, tj. algoritmi koji su u ovim radovima razvijeni
ne moraju nuzno kao rezultat da daju minimalni automat fazi jezika. Pravi
algoritam za minimizaciju dat je jedino u sluc¢aju krisp-deterministickih fazi
automata u radovima J. Ignjatovi¢, M. Ciri¢, S. Bogdanovi¢ i T. Petkovi¢
[107] i Y. M. Li i W. Pedrycz [134].

3.5.4 Tezinski automati

Neka su A = (A, 64,04, 74) i B= (B, 6", 04, 77) tezinski automati. Bloom
i Esik [19], i Esik i Kuich [76] su definisali simulaciju izmedu tezinskih au-
tomata A i B kao funkciju ¢ : A x B — S (matricu nad S) koja zadovoljava
uslove (3.16)—(3.18). Simulacije su uvedene sa namenom da uspostave struk-
turnu ekvivalenciju izmedu tezinskih automata. Pod istim nazivom su izuca-
vane i u [77], a sa razli¢itim nazivima prouc¢avane su u [23, 11, 9, 10, 139, 175].
Béal i Perrin [11] su ih nazivali povratne elementarne ekvivalencije (engl.
backward elementary equivalence), Béal, Lombardy i Sakarovitch [9, 10|
su koristili naziv konjugacija (engl. conjugacy), koji potic¢e iz primena u
simbolickoj dinamici, dok je Buchholz 23] koristio naziv direktna relacijska
simulacija (engl. forward relational simulation). U naSoj terminologiji to su
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povratno-direktne bisimulacije.

Prethodno pomenuti koncept je generalizacija relacijskog morfizma. Sa ci-
ljem dobijanja koncepta koji bi bio generalizacija homomorfizma, mnogi au-
tori su zahtevali da ¢ bude sirjektivna funkcija iz A na B. U [9, 10], za
sirjektivnu funkciju ¢ : A — B koja zadovoljava uslove (3.16)—(3.18) se kaze
da je pokrivanje (engl. covering) (ili preciznije, S-covering), videti takode
[139, 175]), dok se u [23] ona naziva direktna bisimulacija. Sa druge strane,
funkcija ¢ : A x B — S koja zadovoljava uslove (3.13)—(3.15) (odnosno
direktno-povratna bisimulacija u nasoj terminologiji) je u [11| nazvana di-
rektna elementarna ekvivalencija, dok je sirjektivna funkcija ¢ : A — B koja
zadovoljava uslove (3.13)—(3.15) u [23] nazvana povratna bisimulacija.

Vazno je napomenuti da su Béal, Lombardy i Sakarovitch |9, 10| ukazali na
to da poluprsten S Cesto ima sledece svojstvo: dva tezinska automata nad
S su ekvivalentna (oni definisu isti formalni stepeni red, tj. funkciju iz X* u
S) ako i samo ako su povezani kona¢nim nizom simulacija. Poluprsteni koji
imaju ovo svojstvo uklju¢uju Booleov poluprsten [19], poluprsten prirodnih
brojeva i prsten celih brojeva [9, 10], i sl. Primer poluprstena koji nema ovo
svojstvo bio bi Tropski poluprsten [77].

Napomenimo da svi koncepti koji su prethodno pomenuti obuhvataju ili
povratno-direktne ili direktno-povratne bisimulacije. Direktne ili povratne
bisimulacije nisu ranije razmatrane u kontekstu tezinskih automata, sto i nije
iznenadujuce jer se one definisu pomocéu nejednakosti, a poluprsteni u opstem
slucaju ne moraju biti uredeni. U ovoj disertaciji su razmatrani aditivno
idempotentni poluprsteni jer oni imaju pogodno uredenje koje omogucuje
da se razvije teorija direktnih i povratnih bisimulacija za tezinske automate.

Takode napomenimo da se bisimulacije javljaju u kontekstu stohastickih,
vremenskih i hibridnih automata. ViSe informacija o tome moze se na¢i u
knjigama i radovima [1, 22, 80, 98, 141, 146, 147, 171, 174, 181].






Glava 4

Visevrednosne relacije nad
poluprstenima

Visevrednosna relacija izmedu skupova A i B je svaka funkcija iz A x B
u V, gde je V skup vrednosti takav da je |V| > 2. Ako je B = A, onda
govorimo o visevrednosnoj relaciji na A. Najvise izuCavan tip viSevrednosnih
relacija su fazi relacije. U originalnoj Zadehovoj definiciji fazi relacije [207]
vrednosti se uzimaju iz realnog jedini¢nog intervala [0, 1], dok je kasnije
Goguen [84] predlozio izuc¢avanje fazi skupova i relacija sa vrednostima u
proizvoljnoj mrezi. Drugi vazan tip viSevrednosnih relacija su visevrednosne
relacije izmedu kona¢nih skupova koje uzimaju vrednosti u polju, prstenu
ili poluprstenu. U literaturi su poznate kao matrice.

Kao Zto smo vec videli, distributivne mreze i sli¢ne mrezno uredene struk-
ture kao $to su reziduirane mreze, mrezno uredeni monoidi i druge, pred-
stavljaju sjajan okvir za proucavanje visevrednosnih relacija. Naime, ure-
denje i odredena "dobra” svojstva ovih struktura, kao $to je idempotent-
nost supremuma i distributivnost infimuma ili mnozenja prema supremumu,
omogucavaju da se mnoga vazna svojstva kasi¢nih dvovrednosnih relacija
mogu preneti i na viSevrednosne relacije. Na primer, moguce je definisati
tranzitivnost, visevrednosne ekvivalencije, visevrednosna kvazi-uredenja, itd.

Sto se tide matrica nad poljima, prstenima i poluprstenima, one su najcescée
koris¢ene za reSavanje sistema jednacina i nejednacina, a retko se o njima
razmisljalo kao o uopstenju dvovrednosnih relacija. Razlog za to verovatno
lezi u ¢injenici da za razliku od uredenih struktura koje se koriste u teoriji
fazi skupova, poluprsteni ne moraju biti uredeni i skup {0, 1}, koji se sastoji
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iz nule i jedinice poluprstena ne mora nuzno formirati podpoluprsten, pa se
matrice sa vrednostima u {0, 1} ne mogu tretirati kao obi¢ne dvovrednosne
relacije.

Ovde se prirodno namece pitanje: za koji tip poluprstena se matrice nad njim
ponasaju kao fazi relacije ili klasi¢ne dvovrednosne relacije. Pokazace se da
dosta vazna i veoma velika klasa poluprstena, klasa aditivno idempotent-
nih poluprstena, ima ovo svojstvo. Ispita¢emo neka svojstva visevrednosnih
relacija nad aditivno idempotentnim poluprstenom, definisa¢emo koncept
viSevrednosnog kvazi-uredenja, ekvivalencije, uniformne relacije, itd.

U drugom delu ove glave baviéemo se max-plus algebrama. Naime, ako
operacije sabiranja i mnoZenja realnih brojeva zamenimo redom operaci-
jama maksimuma i sabiranja, dobijamo takozvanu max-plus algebru, a ako
ih zamenimo redom operacijama minimuma i sabiranja, onda dobijamo min-
plus algebru. U oba slucaja, nova aditivna operacija je idempotentna, i
novodobijena algebra ima strukturu poluprstena. Stavise ove dve algebre
su izomorfne. Atraktivnost max-plus algebre ogleda se u ¢injenici da mnogi
ne-linearni problemi (u tradicionalnom smislu) postaju linearni kada se pos-
matraju nad max-plus algebrom. Prili¢no Siroka oblast savremene matem-
aticke analize, koja se naziva idempotentna analiza, bazira se upravo na
koris¢enju max-plus algebre umesto klasi¢nog polja realnih brojeva (videti
[87, 91, 122, 137]).

U proslosti se umesto max-plus algebre takode koristio i naziv algebre ras-
poreda (engl. schedule algebras) [81]. U racunarskim naukama uveden
je izraz tropski poluprsten za diskretne verzije max-plus algebre (nad N U
{—o0}) ili min-plus algebre (nad NU {+o0}) i njihove podalgebre. Dominic
Perrin je diskretne poluprstene ovog tipa nazvao tropskim poluprstenima u
¢ast Brazilskog matematicara i informaticara Imre Simon zbog njegovih pio-
nirskih aktivnosti u ovoj oblasti [162]. U skorije vreme se promenila situacija
sa terminologijom, pa za veé¢inu danasnjih modernih matematicara, tropski
poluprsten je max-plus algebra nad R U {—oo} (ili min-plus algebra nad
R U {+00}).

Max-plus algebra je vise manje nezavisno otkrivena u nekoliko razli¢itih
istrazivackih skola i u okviru razli¢itih oblasti matematike. Prvi poznat rad
iz idempotentne (linearne) algebre je je rad S. Kleenea [120], u kojem su
razmatrani sistemi algebarskih jedna¢ina nad idempotentnim poluprstenom
svih formalnih jezika nad konac¢nim alfabetom.

Takode, jedan od prvih radova o max-plus algebrama je i rad R. A. Cuni-
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nghame-Greena [46], koji je kasnije prac¢en radovima [47, 49, 50, 51] i mnogim
drugim. Nezavisno, veliki broj autora zapocijne istrazivanja koja se baziraju
na max-plus algebrama. Medu njima su B. Giffler [81, 82|, N. N. Vorobyov
[192, 193], M. Gondran i M. Minoux [86], A. Carre [31] , G. M. Engel i H.
Schneidre [75] i L. Elsner [74].

U godinama koje slede, max-plus algebre dobijaju mnoge prakti¢ne inter-
pretacije. Na desetine autora je ispitivalo matrice nad max-plus poluprsten-
ima i odgovarajuce primene u diskretnoj matematici, rac¢unarskim jezicima,
lingvistickim problemima, konacnim automatima, grafovskim problemima
optimizacije, diskretnim sistemima dogadaja i Petrijevim mrezama, sto-
hastickim sistemima, i slicno. Max-plus algebre se koriste za reSavanje raznih
problema kao $to su problemi izvodljivosti i dostiznosti, sinhronizacije i op-
timizacije, kombinatorne optimizacije, zatim za reSavanje problema maksi-
malnog protoka i minimalnih trogkova, pronalaZenje najkracih (najduzih)
puteva, i slicno (videti [3, 5, 27, 49, 36, 79, 96, 97, 210, 211]). Kao deo
idempotentne analize, max-plus algebre su izuc¢avane u [91, 122, 137].

U ovoj glavi bi¢e izu¢avani heterogeni slabo linearni sistemi relacijskih nejed-
nac¢ina nad max-plus algebrom. Ako su A; i B; (i € I) date teZinske relacije
tipa n X n i m X m, tim redom, V je data tezinska relacija tipa n x m, pod
heterogenim slabo linearnim sistemom podrazumevamo dva sistema koja se
sastoje iz nejednacina oblika X 1o A; < BjoX 1 X <V,iA;j0X < XoB;,
X <V, kao i od ¢etiri sistema dobijena kombinacijom ova dva (za X i X 1).
Resenja slabo linearnih sistema relacijskih nejednacina predstaviéemo kao
post-fiksne tacke izvesnih izotonih funkcija na mredi tezinskih relacija. Po-
mocu ovih funkcija, da¢emo algoritam za izracunavanje najvec¢ih resenja ovih
sistema.

Struktura glave je slede¢a. U Poglavlju 4.1 uvode se osnovni pojmovi i
ispituju se osobine tezinskih relacija nad aditivno idempotentnim poluprste-
nom. Dalje se razmatraju slabo linearni sistemi relacijskih jednacina i nejed-
nacina nad max-plus algebrom. Najpre se u Poglavlju 4.2 posmatraju neke
posebne vrste relacijskih jednacina i nejednacina koje ¢e se koristiti u daljem
radu. Zatim se, u Poglavlju 4.3 bavimo sistemima slabo linearnih relacijskih
jednacina i nejednacina. U Poglavlju 4.4 dat je postupak za izracunavanje
najvecih resenja ovih sistema.
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4.1 Tezinske relacije

Neka je S aditivno idempotentan poluprsten i neka je I konacan skup. TeZin-
ski podskup od I nad S je svaka funkcija iz I u S. Skup svih tezinskih
podskupova od I nad S oznaciéemo sa S’.

Neka su I'i J dva neprazna konac¢na skupa. TeZinska relacija izmedu skupova
IiJ nad S je svaka funkcija iz I x J u S. Drugim rec¢ima, tezinska relacija
je svaka matrica tipa I x J nad S. Skup svih tezinskih relacija izmedu [ i
J nad S oznaciéemo sa ST/ . Posebno, teZinska relacija na skupu I nad
S je svaka funkcija iz I x I u S, odnosno, drugacije receno, to je svaka
kvadratna matrica nad S tipa I x I. Napomenimo da é¢emo ovde Kkoristiti
termin “tezinska relacija” radije nego termin "tezinska matrica” ili "matrica
nad poluprstenom S” iz razloga $to se u ovoj glavi upucuje na neka svojstva
koja su tipi¢na za relacije, a ne za matrice.

Unija tezinskih relacija se definiSe kao sabiranje matrica, dok se kompozicija
tezinskih relacija definiSe kao matricno mnozenje. Drugim rec¢ima, ako su
I,J i K neprazni konaé¢ni skupovi, i A, B € S™*/ tezinske relacije, onda je

(A+ B)(i,j) = A(i,j) + B(i,j), zasveielijeJ, (4.1)

a ako je A € S™/ i B € S/*K onda je Ao B tezinska relacija iz ST*K

definisana sa

(Ao B)(i,k) =Y A(i,j)B(j,k), zasveiclikeK. — (42)

jeJ

Sa ovako definisanim sabiranjem i kompozicijom tezinskih relacija, neka do-
bro poznata svojstva sabiranja i mnozenja matrica nad poluprstenom se
prenose na tezinske relacije. Naime, za neprazne konac¢ne skupove [, J, K i
L, i proizvoljne A, B,C € S/ vaii

(A+B)+C=A+ (B+0C), (4.3)
dok za proizvoljne A € ST/, B € §/*K i C € SE*L imamo

(AoB)oC =Ao(Bo(). (4.4)
Takode, za sve A, Ay, Ay € S/, B, By, By € S7*K vazi

AO(Bl+B2):AOBl+AOBQ
(Al—l-AQ)OB:AlOC—f-AQOB,
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dok za proizvoljne tezinske relacije A € S/, A, Ay, € S7*K i B € SEXL

A1<A2 povlaéi AOA1<AOA2 i AloBgAgoB. (47)

S obzirom da je S aditivno idempotentan poluprsten, to skup {0,1} ¢ni
podpoluprsten od S, pa se Booleove relacije mogu shvatiti kao tezinske
relacije koje uzimaju vrednosti samo u skupu {0, 1}. Medutim, ¢injenica da
je S aditivno idempotentan poluprsten povlaci jos neka znacCajna svojstva
tezinskih relacija nad S. Naime, u tom slu¢aju se prirodno uredenje tezin-
skih relacija poklapa sa "po-koordinatnim” uredenjem i operacija sabiranja
tezinskih relacija je kompatibilna sa relacijom prirodnog uredenja tezinskih
relacija, odnosno vaze sledece dve leme.

Lema 4.1. Neka su I i J neprazni konacni skupovi, i A i B tezinske relacije
zmedu I 1 J nad aditivno idempotentnim poluprstenom S. Tada je

A<B &  A(i,j) < B(i,j), zasvei€l, jeJ (4.8)

Dokaz. Za proizvoljne tezinske relacije A i B izmedu [ i J nad aditivno
idempotentnim poluprstenom S vazi A < B ako i samo ako je A+ B = B,
odnosno, ako i samo ako je (A + B)(i,j) = B(i,j), zasve i € [ ij € J.
Prema (4.1), ovo je dalje ekvivalentno sa A(i,j) + B(i,j) = B(i,J), za sve
ielijeJ, tj., ekvivalentno jesa A(i,j) < B(i,j),zasvei e [ije J. O

Lema 4.2. Neka su I i J neprazni konacni skupovi, i Ay, Ay, B € ST/
proizvolyne tezZinske relacije nad aditivno idempotentnim poluprstenom S.
Tada

Ay < Ay povlaci A1+ B < Ay + B. (4.9)

Dokaz. Imamo da je A; < Ay ekvivalentno sa Ay + Ay = Ay, odakle je
A1+ As+ B = A+ B. Kako je S aditivno idempotentan poluprsten, iz ovoga
dobijamo da je Ay + Ay + B+ B = Ay+ B, odnosno da je Ay + B+ Ay + B =
Ay + B, tj., Ay + B< Ay + B. O

U slucaju da su A i B Booleove relacije izmedu I i J nad S, onda je A < B
obi¢na inkluzija, tj. A C B, dok je suma A + B obi¢na unija relacija A i B.
Skup svih Boolovih relacija izmedu I i J oznaci¢emo sa BR(I,J).

Inverzna relacija tezinske relacije A € ST*7 je teZinska relacija A' € S7*!
definisana sa
Al(j,i) = A(i,§), zasvei€lijeJ, (4.10)
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odnosno ako na A € ST/ gledamo kao na matricu, onda je A € S7/*!
upravo transponovana matrica.

Lema 4.3. Neka su I,.J i K neprazni konacni skupovi, i neka su A € ST7 ¢
B € ST*K tezinske relacije. Ako svaki element od Tm(A) komutira sa svakim
elementom od Im(B), onda je

(Ao B) = B'o A (4.11)

Dokaz. Za proizvoljnet € I i k € K vazi

(Ao B)'(k,i) = (Ao B)(i ZA’L Jj)B ZB g k

JjeJ Jj€J
= B'(k,j)A'(j,i) = (B' o A)(k,).
JjeJ
Prema tome, vazi (4.11). O

Posledica 4.1. Neka su I, J, K i L neprazni konacni skupovi, Ay € BR(I,J)
i Ay € BR(K, L) su Booleove relacije i neka je A € S7*K tezinska relacija.
Tada je
(Ajo A)f = Ao A} (4.12)
(Ao Ay)t = AL o A! (4.13)

Dokaz. Booleove relacije uzimaju vrednosti u skupu {0,1}, a nula 0 i je-
dinica 1 komutiraju sa svim elementima poluprstena S. O]

Sada ¢emo uvesti koncept tezinske ekvivalencije i tezinskog kvazi uredenja.

U daljem tekstu, neka je I neprazan konacan skup. Tezinska relacija £ na
skupu I nad S je

(R) refieksivna ako je E(i,i) =1, za svako i € I;
(S) simetriéna ako je E(i,7) = E(j,i), za sve i,j € I,
(T) tranzitivna ako je E(i,j)E(j, k) < E(i, k), za sve i, j,k € 1.

Tezinska relacija na I koja je refleksivna, simetricna i tranzitivna naziva
se tezinska ekvivalencija ili teZinska relacija ekvivalencije, dok se tezinska
relacija na [ koja je refleksivna i tranzitivna naziva teZinsko kvazi-uredenje.
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Teorema 4.1. Neka je E tezinska ekvivalencija na I. Tada

(R) E je refleksivna ako i samo ako je A < E;
(S) FE je simetriéna ako i samo ako je E' = E;

(T) E je tranzitivna ako i samo ako je Eo E < E.

Dokaz. (T) Ako je E(i,j)E(j, k) < E(i,k), za sve i,5,k € I, onda je
it E(5,7)E(G, k) < E(i, k), za sve i,k € I, pa je (E o E)(i,k) < E(i, k),
za sve i,k € I, odnosno E o E < E. Sa druge strane, ako je Eo E < F,
onda za proizvoljne i,k € I vazi E(i,j)E(j, k) < Zle[ E@,)E(lk)
(EoE)(i,k) < E(i, k).

O

Teorema 4.2. Neka su A i B teZinska kvazi uredenja nad I. Tada

A<B & AoB=BoA=B.

Dokaz. Ako je A < B, onda iz tranzitivnosti tezinske relacije B imamo da
je Ao B < Bo B < B, a iz refleksivnosti tezinske relacije A, za i,k € [
imamo da je B(i, k) = A(i,1)B(i, k) < Zje[ A(i,7)B(j,k) = (Ao B)(i, k),
odnosno B < Ao B. Dakle, B = Ao B, isli¢no se dokazuje da je B = Bo A.

Obratno, ako je Ao B = Bo A = B, onda iz refleksivnosti tezinske relacije
B imamo da je A < Ao B = B. Ovim je dokaz teoreme zavrzen. O]

Posledica 4.2. Neka je A proizvoljno teZinsko kvazi-uredenje na I. Tada je
Ao A=A.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 4.2, iz A < Asledi Ao A= A. O

Za tezinsku ekvivalenciju E na I i ¢ € I, definiSemo tezinski podskup E; od
I sa:

Ei(x) = E(i,x), zasvako z € I.

Tezinski podskup F; nazivamo klasom ekvivalencije od E odredene sa
i. Skup A/E = {E;|i € I} se naziva faktor skup od A u odnosu na F.
Kardinalnost faktor skupa A/FE, i oznaci ind(F), naziva se indeks od E.
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Lema 4.4. Neka je E tezinska ekvivalencija na skupu I. Tada, za svet,j € 1
sledeci uslovi su ekvivalentna:

E
(ili) E(i,z) = E(j,x), za svako v € A

Dokaz. Jasno je da (iii)=-(ii)=-(i). Dokazimo (i)=-(iii). Neka su i,j € I.
Tada za proizvoljan x € [ vazi E(i,z) = E(i,2)E(i,j) = E(x,1)E(i,j) <
(E o E)(x,j) = E(z,j) = E(j, ). [

4.2 Relacijske nejednacine nad
max-plus algebrom

Sistemi max-linearnih matri¢nih jednacina istrazivani su jo§ u prvim rado-
vima u kojima se razmatra max-plus struktura. U mnogim publikacijama,
posmatraju se sistemi jednacina kod kojih se nepoznata matrica nalazi na
jednoj strani (videti [49, 192, 210, 26|). Jos neki sistemi specijalnog oblika
proucavani su u [5]. Drugim re¢ima, koriste¢i redom oznake & i o za sabiranje
i mnozenje matrica nad max-plus algebrom, izucavani su sistemi sledec¢ih
oblika: Aox =b, Aox =z ili Aox = x ® b, gde je A data matrica,
b je dati vektor, a x je nepoznati vektor. Ovi sistemi matri¢nih jednacina
izuCavani su uporedo sa odgovaraju¢im sistemima matri¢nih nejednacina.
Na primer, pokazano je da max-linearna nejednacina A o x < b uvek ima
najvece reSenje, koje se naziva glavno resenje, i da ovo glavno resenje jeste
i reSenje jednacine A o x = b ako i samo ako je ta jednacina resiva [49].
Generalizacije jednostranih sistema na beskona¢no-dimenzione matrice date
su u [2].

Opsti dvostrani max-linearni sistemi jednac¢ina, odnosno sistemi oblika A o
r = Boy, gde su Ai B date matrice, su proucavani u [25, 52, 53, 195].
Opsti metod za reSavanje ovih sisitema je prezentovan u [195|, dok je u
[52] dat pseudopolinomijalni algoritam, nazvan alternirajuci algoritam, za
nalazenje resenja ovih sistema. U [25] je pokazano da je skup svih resenja
dvostranog sistema generisan kona¢nim skupom vektora. U [53] predlozen
je opsti iterativni metod za nalazenje onih reSenja dvostranog sistema koja
su sa donje i gornje strane ograni¢ena datim matricama. Sistemi oblika
Aox = Box sunedavno proucavani u [28, 4].
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U ovom poglavlju bi¢e izucavani heterogeni slabo linearni sistemi matri¢nih
nejednacina nad max-plus algebrom, koje ¢emo ovde nazivati slabo linearnim
sistemima relacijskih nejednacina. Na ove sisteme bi¢e primenjena meto-
dologija koju smo koristili za nalazenje najveéih resenja odgovarajucih sis-
tema fazi relacijskih nejednacina, odnosno, reSenja slabo linearnih sistema
relacijskih nejednacina predstavi¢emo kao post-fiksne tacke izvesnih izotonih
funkcija na mrezi tezinskih relacija, i potom pomocu ovih funkcija, da¢emo
algoritam za izracunavanje najvecih reSenja ovih sistema. Najpre, dac¢emo
definiciju max-plus algebre.

Maz-plus algebra se sastoji iz skupa R = R U {—oc} i operacija definisanih
sa
a®b=max(a,b) 1 a®b=a+0, (4.14)

za sve a,b € R.

Operacije @ (aditivna operacija) 1 ® (multiplikativna operacija) jesu asoci-
jativne i komutativne, pri ¢emu je aditivna operacija joS i idempotentna, i
multiplikativna operacija je distributivna u odnosu na aditivnu operaciju.
Aditivni 1 multiplikativni neutrali su e = —oo i e = 0, redom, i € je absorb-
tivni element, tj. a ® € = ¢, za svako a € R. Ako je z # £, onda postoji
jedinstven element y takav da je x @ y = e, tj. za svaki x # € postoji multi-
plikativni inverz. Medutim, idempotentnost operacije ¢ povlaci da nijedan
r # ¢ nema aditivni inverz. Dakle, (R, ®,®,¢,¢) je aditivno idempotentan
komutativan poluprsten.

Na prirodan nacin se operacije & i ® mogu produziti na skup R = @UH—O@},
pri ¢emu je po definiciji

—00 + (+00) = —00 = +00 + (—00),

i struktura (ﬁ,@,@,a, e) je kompletan poluprsten. Operacije @ 1 ®" na
skupu R definisu se na sledeéi naéin

a @ b= min(a,b) (4.15)
a®b=a+b, akoje{a,b}#{—o00,+0c0}, (4.16)
(~00) & (+00) = +00 = (+00) &' (~00), (417)

su dualne operacije operacija @ i ®, redom, odnosno struktura (ﬁ, D,R,8,K)
je samodualna i operacije ® 1 ® se razlikuju jedino u

—00 ® +00 = —00, —00® +00 = +00. (4.18)
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Na standardan nacin se operacije @ i ® produzuju na sabiranje i mnozenje

tezinskih relacija nad max-plus algebrom. Naime, ako su A, B € ﬁnxm, za
neke n,m € N onda je
(A& B)(i,j) = Ali, j) @ B(i, j) = max(A(i, j), B(i, j)), (4.19)

—nXp —pXm
aakoje Aec R 1iBeR | zaneken,m,p €N, onda je

(Ao B)(i,j) = Y Ali,k) @ B(k,j) = max (A(i, k) + B(k,j)), (4.20)

helll ke(1,p]
i dualno je
@/
(Ao’ B)(i,j) = Y Ali,k)® B(k,j) = min (A(i,k) + B(k,j)). (4.21)
ke[l kell,p]
Neka su n,m € N.
Za A € ﬁnxm tezinska relacija A* € ﬁmxn data sa A* = —A' naziva se

konjugovana tezinska relacija od A, pri ¢emu sa A' standardno oznacavamo
transponovanu tezinsku relaciju tezinske relacije A.

Tezinska relacija A € R je dvostruko R-asticna ako u svakoj vrsti i u
svakoj koloni ima bar po jedan konacan element, tj. ako je

i A@ k) eR i i A(k,j) € R, (4.22)

ke[l,m] ke[l,n]

zasve i € [1,n], 7 € [1,m].

Za A e R"™ib e En“, relacijska nejednacina A ox < b, gde je x €
—mx1 . . . . . . . , o« .
R nepoznati tezinski podskup, uvek ima resenje. Njeno najvece reSenje
je x = A* ® b i naziva se glavno resenje. Ako je A dvostruko R-asti¢na
tezinska relacija i b je konacan tezinski podskup, onda je i glavno resenje
kona¢no. Drugim re¢ima, glavno reSenje se ra¢una nad R ali se nalazi u @
Iz metodologkih razloga, nadalje ¢emo raditi sa tezinskim relacijama nad R,
imajuéi u vidu da su svi proizvodi i sve sume dvostruko R-asti¢nih tezinskih
relacija takode dvostruko R-asti¢ne tezinske relacije.

Takode, vazi i sledeée. Glavno resenje linearne relacijske nejednacine Aox <
b jeste i najvece reSenje linearne relacijske jednacine A o x = b ako i samo
ako ta jednacina ima reSenja.
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—_—nXp =nXm
R

Neka su n,m,p € N. Za date tezinske relacije A € R iB e i

—=pXm
nepoznatu tezinsku relaciju X € R | relacijska nejednacina
Ao X < B, (4.23)
ekvivalentna je sistemu relacijskih nejednacina

Ao X, < By, kel[l,m], (4.24)

pri ¢emu Xy 1 By (k € [1,m]) oznacavaju k-te kolone od X i B, tim redom.

Dakle, A* o’ B je najvece reenje relacijske nejednacine (4.23).

Dualnim razmatranjem dolazimo do slede¢eg. Neka su n,m,q € N. Za
—nXxm —gxXm

proizvoljne tezinske relacije B € R iC' e R | inepoznatu tezinsku

.. =qxn . . . .. . o
relaciju Y € R | najvece reSenje relacijske nejednacine

YoB<C (4.25)

je tezinska relacija C' o’ B* (videti [48, 49]).

—_—nXp —_—_nxXm

Neka su n,m,p,q € N. Za proizvoljne tezinske relacije A R |, BeR

. =g Xm . ..
iCeR jednostavno se proverava da vazi

Ao(A*'B)< B i (CJdB")oB<C. (4.26)

StaviSe, vazi sledec¢a lema.

_nxX
Lema 4.5. Neka su n,m,p,q € N, i neka su A € R p, B €
—_—=gXm
Ce R proizvoljne tezinske relacije. Tada:

|
X
3

(a) Skup svih reSenja relacijske nejednacine Ao X < B, gde je

—pxXm
XelR nepoznata tezinska relacija, jeste glavni ideal gornje
—mxXp

polumreze (R, <) generisan sa A* o' B.

(b) Skup svih resenja relacijske nejednacine Y o B < C, gde je
=g Xn
Y e R nepoznata teZinska relacija, jeste glavni ideal gornje

—qXn
polumreze (R, <) generisan sa C o' B*.

—=pXm
Dokaz. (a) Za tezinsku relaciju Z € R koja je reSenje relacijske nejed-
nac¢ine Ao X < B vazida je Z < A*o' B jer je A* o' B njeno najvece resenje.
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—=pXm
Sa druge strane, za proizvoljnu tezinsku relaciju Z € R | iz kompati-

bilnosti mnoZenja tezinskih relacija sa relacijom uredenja tezinskih relacija,
dobijamo da Z < A* o' B povla¢i Ao Z < Ao (A* o B) < B, pa Z jeste
reSenje relacijske nejednacine A ® X < B.

(b) Ovo tvrdenje se dokazuje dualno tvrdenju (a). O

_nXn
Neka je n € N, i neka je A € R tezinska relacija. Tada relacijska nejed-
_nXn

nacina Ao X < XoA, gdeje X € R nepoznata tezinska relacija, uvek
ima resSenje. Njeno trivijalno reSenje je jedini¢na tezinska relacija I, i za
svako r € R, tezinska relacija r o I, je njeno netrivijalno resenje. Staviée,
za proizvoljno reSenje R ove nejednacine i » > 0, r o R je reSenje koje
je strogo veée od R. Relacijske nejednacine ovog tipa ispitivao je A. Sta-
menkovi¢ u [188], i u tom radu prikazan je algoritam za izra¢unavanje na-
jveceg resenja ove nejednacine koje je sadrzano u datoj matrici, odnosno koje
je odozgo ograni¢eno datom matricom. Nejednacine oblika Ao X < X oA i
X o A < Ao X nazivatemo homogenim slabo linearnim nejednacinama.
—nXxn —mXm

Neka su n,m € N, i neka su A € R iBelR date tezinske relacije.
Posmatra¢emo sledece relacijske nejednacine:

AoX < XoB, (4.27)
. . :nxm . .. .
pri ¢emu je X € R nepoznata tezinska relacija, i
YoA< BoY, (4.28)
—_=mXxn
pri cemu je Y € R nepoznata tezinska relacija.

Nejednacine (4.27) i (4.28) naziva¢emo heterogene slabo linearne nejednacine.

_nXxXn —_—mXxXm
Lema 4.6. Neka sun,m € N, i neka su A € R 1BeR date tezinske

—_=mXxn
relacije. Tada tezinska relacija R € R jeste reSenje nejednacine (4.28)

ako i samo ako je R' resenje nejednacine

Ao X < X o B,

—_—nXxXm
gde je X € R nepoznata tezinska relacija.

Dokaz. Transponovanjem leve i desne strane relacijske nejednacine (4.28)
dobija se relacijska nejednacina A' o Y! < Yo BY, i obratno. O
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Nejednacina uvedena u prethodnij lemi naziva se reverzna relacijska ne-
jednacina nejednacine (4.28). U svetlu prethodne leme, za svako tvrdenje
koje univerzalno vazi za relacijsku nejednacinu (4.27) postoji odgovarajuce
tvrdenje koje univerzalno vazi za relacijsku nejednacinu (4.28).

Resenja relacijskih nejednacina (4.27) i (4.28) predstavicemo kao post-fiksne
tacke izvesnih izotonih funkcija.

mxXm

Za date n,m € N i tezinske relacije A € R "iB cR neka je funkcija

D, p: R R definisana na slede¢i nadin:

P, ,(C)=A""(CoB), (4.29)
zasvako C € R
Teorema 4.3. Neka sun,m € N, ¢ neka su A € ﬁ , B e @mxm, R €

_nxXm —_—mxXn

R 1S €eR tezinske relacije. Tada vazi:
(a) teZinska relacija R je reSenje relacijske nejednacine (4.27) ako i samo
ako je R< @, ,(R).

(b) tezinska relacija S je reSenje relacijske nejednacine (4.28) ako i samo

ako je St< @, (SY).

At Bt

Dokaz. (a) Za tezinsku relaciju R vazi A® R < R® B ako i samo ako je
A(i, k) @ R(k,7) < (Ro B)(i,j), =zasvei,k € [l,n], j€[l,m],
odnosno ako i samo ako je
R(k,j) < A*(k,i) ® (Ro B)(i,j), zasvei,ke€[l,n], j€[l,m],
sto je ekvivalentno sa
ZA*kz "(Ro B)(i,j), zasve kell,n], jel,m],
ielLn]
tj. ekvivalentno je sa
R(k,j) <[AJ (Ro B)|(k,j), zasve ke [l,n], j€[l,m],

Dakle, tezinska relacija R zadovoljava uslov (4.27) ako i samo ako vazi
R<®, ,(R).
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(b) Sli¢no kao kod dokaza tvrdenja (a) ove teoreme, moze se pokazati da
je tezinska relacija S reSenje relacijske nejednacine (4.28) ako i samo ako je

S < (BoS)®" A* odnosno ako i samo ako je
S [(BoS)o AT = (A7) ' (BoS)l = (A) o/ (S0 BY) =B, , (")

]

At Bt

—_—mXxXm

—nXn
Teorema 4.4. Neka sun,m € N, i neka su Ac R |, BeR tezinske
relacije. Tada je funkcija ®, , definisana relacijom (4.29) izotona.

_—nXxXm

Dokaz. Neka su tezinske relacije Ry, Ry € R takve da je Ry < Rs.
Tada vazi Ry o B < Ryo B, tj. A*o (R0 B) < A* o (Ry o B), odnosno
D 4,5(R1) < P4 (Ry). Dakle, funkcija ¢, , je izotona. O

4.3 Slabo linearni sistemi nad
max-plus algebrom

—_—nXn —_—mxm
Neka su n,m € N, nekasu {4, e R |iel}i{B, €R | i eI}
=nXm
neprazne familije tezinskih relacijainekajeV € R . Posmatrajmo sledece
sisteme relacijskih nejednacina:

Ao X < XoB (iel), X<V; (S1)
X'oA; < BioX! (iel), X<V; (S2)
AjoX < X o B, BioX'<U'0oA; (iel), X<V; (S3)
X'oA;<BjoX', XoB;<Ao0X (iel), X<V, (S4)
XtOAi:BiOXt (ZEI), ng, (Sﬁ)
gde je X € R nepoznata tezinska relacija. Sistemi (S1)—(Sg) ¢e biti naz-
vani heterogeni slabo linearni sistemi. Za svaki s € {1,...,6}, za sistem

(Ss) takode ¢emo koristiti oznaku Sg(n, m, I, A;, B;, V).

U slucaju da je A; = B;, za svako i € I, onda sistem Ss(n,n, I, A;, A;, V)
oznacavamo kratko sa Ss(n, I, A;, V'), i nazivamo homogeni slabo linearni sis-
tem. Homogene slabo linearne sisteme matri¢nih nejednacina nad max-plus



Glava 4. Visevrednosne relacije nad poluprstenima 115

algebrom proucavao je A. Stamenkovié¢ [188|, pa njih ovde ne¢emo posebno
tretirati.

Jednostavno se proverava da vaze sledece propozicije.

=nXn
Propozicija 4.1. Neka su n,m € N, neka su {A; € R | i€ I} 4

—_—mXxXm _nXxXm
{B; € R | i € I} neprazne familije teZinskih relacija i neka je V- € R
_nXxXm
Za proizvolynu tezinsku relaciju R € R vazi:

(a) R je reSenje sistema Sy(n,m, I, A;, B;, V) ako i samo ako je i resenje
sistema So(n,m, I, AL, BL,V);

(b) R je resenje sistema Ss(n,m, I, A;, B;, V') ako i samo ako je i reSenje
sistema Sy(n,m, I, AL, BL,V);

(¢) R je reSenje sistema Ss(n,m, I, A;, B;, V') ako i samo ako je i reSenje
sistema Sg(n,m, I, AL, BL,V);

(d) R je resenje sistema Ss(n,m, I, A;, By, V') ako i samo ako je R' resenje
sistema Sy(m,n, I, B;, A;, V).
—nXp —pXm
Propozicija 4.2. Neka su n,m,p € N, ¢ neka su R € R 1S eR
tezinske relacije takve da je R reSenje sistema Ss(n,p,I,A;, B;,V) i S je
resenge sistema Ss(p,m, I, B;,C;,W). Tada je Ro S redenje sistema
Ss(n,m, I, A;,C;, Vo W).

Problem nalazenja najvec¢ih resenja sistema (Ss), za s € {1,2,...,6} pre-
veséemo na problem nalaZzenja najveéih post-fiksnih tacki izvesnih izotonih
funkcija na mrezi tezinskih relacija. Iz tog razloga, sisteme (Sy), za s €

{1,2,...,6}, predstavicemo u ekvivalentnom obliku.
Zas € {1,2,...,6}, neka je ¢ : R "SR " funkcija definisana na sledeci
nacin:
69/
Oy (R) =) ®a,p(R) (4.30)
i€l
@/
Py(R) = Z ¢A§,Bf(R) (4.31)

iel
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t

o
D3(R) Z@A B; @ |> ®p.a(R (4.32)
L i€l Liel
t
d4(R) Zcb apt(R)| & Z@Bt 4 (R (4.33)
L iel Liel
r o t
®5(R) Z@A B(R)| @ D> Ppar(R) (4.34)
Liel Liel
=Y t
®4(R) Z@At p(R)| @ | ®pa(R (4.35)
L i€l Liel
—nXxXm
za sve R € R

Sada ¢e biti formulisana i dokazana sledeéa teorema.

Teorema 4.5. Za svakis € {1,2,...

Dokaz. Za svaki s € {1,2,...
definicije funkcije ®;.

X < 9,(X),

X<V

,6}, sistem (S;) je ekvivalentan sistemu

,6}, tvrdenje sledi iz Teorema 4.3 i 4.4 i

]

4.4 Izracunavanje najvecih reSenja

U ovom poglavlju ¢emo dati algoritam za konstrukciju najvecih reSenja
relacijskih sistema (S;), za s € {1,2,...,6}.

Teorema 4.6. Za svaki s € {1,2,...,6}, funkcija @, je izotona i ako je I

konacan skup onda je ®4 image-lokalizovana funkcija.

Dokaz. Dokazacemo slucaj s =
ostali slucajevi slede iz ova dva.

1. Dualno se dokazuje slucaj s = 2, dok svi

Neka su tezinske relacije Ry, Ry € ﬁnxm takve da je Ry < Ry. Tada
za svaki ¢ € I, iz Teoreme 4.4 vazi @4, p,(R1) < ®a, 5, (R2). Otuda je
S @, 5(R) < 2, @4, 5,(Ry), odnosno @(Ry) < @y(Ry). Dakle,

funkcija ®; je izotona.
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Dalje, pretpostavimo da je I konacan skup. Neka je
K = J(Im(4;) UIm(By)) .

il

_—nXxXm
Tada, za proizvoljnu tezinsku relaciju R € R vazi Im(®,(R)) C (K U
Im(R)). Jasno, skup K je konacan (jer je I konacan skup), pa je funkcija
®, image-lokalizovana. [l

—_—nXxXm
Neka je V € R data tezinska relacija. Za s € {1,2,...,6}, neka je

_—nXxXm
& = &,. Tada, niz { Ry }ren tezinskih relacija iz R definiSemo na sledec¢i
nacin:

R, =V, Rii1 = Ry & ®(Ry), zasvako k € N, (4.36)

Vazi sledecéa teorema.

Teorema 4.7. Neka je I konacan skup i neka je {Ry}ren niz teZinskih
relacija iz R definisan sa (4.36). Ako je (ImV U, (Im(A;) UIm(By)))

konacna podalgebra od ﬁ, tada vazi sledece:

i€l

(a) niz {Rk}ren je konacan i opadajuci, i postoji najmangi prirodan broj k
takav da je Ry = Ry11;

(b) Ry je najvece resenje sistema (Ss).

Dokaz. (a) Sliéno kao u dokazu Teoreme 2.5, moze se proveriti da je je niz
{ Rk }ren je konacan i opadajudi, i da postoji najmanji prirodan broj k takav
da je Rk = Rk+1.

(b) Kako je Ry = Rpi1 = Ry o ®1(Ry), to je Ry < ®1(Rg). Takode je
R, < Ry =V, pa prema Teoremi 4.5 sledi da je Ry reSenje sistema (57).

Sa druge strane, ako je R proizvoljno resenje sistema (.S7), tada imamo da je
R < V. Neka je R < R, za neko n € N. Za proizvoljan 7 € I tada imamo
daje Ajo R< RoB; < R, 0 B;, odnosno vazi R < A o' (R, o B;), tj., vazi
R, < @4, 5,(R,). Otuda je R < ®1(R,), paje R < R, ® ®1(R,) = Ryi1.
Sada, na osnovu principa matematicke indukcije, mozemo zakljuciti da je
R < R,, zasvakon € N, pa je R < Ry.

Dakle, Ry je najvece reSenje sistema (57). O
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Teorema 4.8. Neka je & = Oy, za neki s € {1,2,...,6}. Neka je {Rg}ren

_—nXm
niz tezinskih relacija iz R definisan sa (4.36). Tada teZinska relacija

R= i Ry (4.37)

keN

jeste najvece resenje sistema (Ss).

Dokaz. Dokazacemo slucaj s = 1. Ostali slucajevi se dokazuju slicno. Neka
jetr e Iik e N. Tada vazi

R g Rk+1 < (I)(Rk) g (I)Ai,Bi<Rk) = Aj O, (Rk o} BZ)
Dalje, na osnovu nejednakosti (4.26) vazi
Ajo R< Ajo[A; o (R0 B;)] < Ry o B,.

Kako poslednja nejednakost vazi za svaki k € N, to je
@/

Ao R< Y (RyoB))
keN

Dalje, kako je niz { Ry }ren opadajudi, to je

@/

AioR< (Zm) o B =Ro B,

keN

pa je R je reSenje sistema (S7).

Sa druge strane, ako je T proizvoljno resenje sistema (S;), ondaje T < ®(7T) i
T <V = R;. Dalje se indukcijom jednostavno moze pokazati da je T' < Ry,
za svaki k € N, pa je stoga T' < R. Dakle, R je najvece reSenje sistema
(51). [

Sledec¢a teorema kaze da ako sistem (), za s € {1,2,...,6}, ima bar jedno
konacno resenje, onda je i najvece reSenje tog sistema konacno.

Teorema 4.9. Neka je V teZinska relacija iz R Tada, za svaki s €
{1,2,...,6}, najvece resenje R sistema (Ss) jeste teZinska relacija iz R .
Stavige, ako sistem (Ss) ima bar jedno reSenje koje je teZinska relacija iz
R™™ onda je i R tezinska relacija iz R™*™,
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Dokaz. Jasno da ako V € ]RTnxm, iz R < Vsledi R € R"". Za svaki
s €{1,2,...,6}, ako sistem (S;) ima bar jedno resenje 7' € R"*™ onda je
T < R, pa R e R"™™, O]






Glava 5

Bisimulacije tezinskih automata

Tezinski automati su klasi¢ni nedeterministicki automati kod kojih su prela-
zima pridruzene tezine. Ove tezine mogu modelrati, na primer, cenu, odno-
sno iznos sredstava ili vreme koji su potrebni za izvrSenje prelaza, ili verova-
tnocu i pouzdanost uspesnog izvrsenja prelaza, i dr.

Ponasanje (engl. behavior) kona¢nih tezinskih automata moze se sagledati
kao funkcija koja svakoj reci pridruzuje tezinu njenog izvrsenja, odnosno kao
pogodno definisano preslikavanje slobodnog monoida u poluprsten, koje se
naziva formalni stepeni red.

Imajuéi u vidu da se konacni tezinski automati, kao i njihova ponasanja,
definisu pomoc¢u matrica i formalnih stepenih redova, to se u teoriji tezinskih
automata koriste mnoge metode linearne algebre nad poluprstenima.

Ako se metode bazirane na fazi relacijama, razvijene u okviru teorije fazi
automata, pokusaju primeniti na tezinske automate, javlja se niz problema,
uglavnom uzrokovanih ¢injenicom da poluprsten iz koga se uzimaju tezine,
ne mora biti ureden i skup {0, 1} ne mora ¢initi podpoluprsten. Ovi problemi
se mogu prevazi¢i ako tezine uzimaju vrednosti u aditivno idempotentnom
poluprstenu. U tom slucaju se matrice sa vrednostima u {0, 1} mogu sma-
trati dvovrednosnim relacijama.

Struktura glave je slede¢a. U poglavlju 5.1, definisane su simulacije i bisim-
ulacije tezinskih automata po ugledu odgovarajuce koncepte simulacija i
bisimulacija fazi automata. U poglavlju 5.2 data je konstrukcija najveé¢ih
simulacija i bisimulacija tezinskih automata. U poglavlju 5.3 razmatraju
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se bisimulacione relacije ekvivalencije. U poglavlju 5.4 se dovode u vezu
bisimulacije sa uniformnim relacijama.

5.1 Simulacije i bisimulacije tezinskih automata

U ovom poglavlju uveséemo koncept simulacija i bisimulacija tezinskih au-
tomata po ugledu na odgovarajuce koncepte u sluc¢aju fazi automata. Susti-
nska razlika u ovim konceptima kod fazi i tezinskih automata je u tome $to
simulacije i bisimulacije fazi automata jesu fazi relacije, dok kod tezinskih
automata simulacije i bisimulacije ¢e biti Boolove relacije.

Najpre ¢emo dati definicije dva tipa simulacija i Cetiri tipa bisimulacija.

Neka su A = (A4,04,04,74) i B = (B, 67,05, 75) tezinski automati nad
(kona¢nim) alfabetom X ¢ije tezinske funkcije prelaza i tezinske funkcije
inicijalnih i zavrznih stanja uzimaju vrednosti u aditivno idempotentnom
poluprstenu S. Neka je ¢ neprazna Boolova relacija izmedu skupova A i B.

Relacija ¢ je direktna simulacija ako zadovoljava

ot <P oy, (fs-1)
©lodd <6Boy!, zasvakiz € X, (fs-2)
otord < 7B, (fs-3)

i povratna stmulacija ako zadovoljava

™ < porh, (bs-1)
§top <podB zasvakixe X, (bs-2)
ooy <ob. (bs-3)

Dalje, ¢ direktna bisimulacija ako sui ¢ i ¢ direktne simulacije, tj. ako ¢
zadovoljava

ot <oP oyt of <otop, (fb-1)
Plodd <oBoy!, podP <oy, zasvakize X, (fb-2)
plorh <17, por? <74, (fb-3)
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i povratna bisimulacija, ako su i ¢ i ¢' povratne simulacije, tj. ako ¢ zado-
voljava

T <por?, P < glor?, (bb-1)
oo <podB, Poy! <plod?, zasvakiz e X, (bb-2)
oo <oB, oB o <ot (bb-3)

Takode, ako je ¢ direktna simulacija i ¢’ je povratna simulacija, tj. ako ¢
zadovoljava

ot <oBoyl, B < ptorh, (fbb-1)
@' o =680, za svaki x € X, (fbb-2)
ooyt <o?, oot < 7P, (fbb-3)

onda je ¢ direktno-povratna bisimulacija, a ako je ¢ povratna simulacija i
¢ je direktna simulacija, tj. ako

o <oloy, ™ < porB, (bfb-1)
§op=pods, za svako x € X, (bfb-2)
oo p < P Yo R (bfb-3)

onda je ¢ povratno-direktna bisimulacija.

I ovde ¢emo radi jednostavnijeg izrazavanja govoriti da je ¢ simulacija
ako je ¢ ili direktna ili povratna simulacija, i da je bistmulacija ako je
¢ jedna od prethodno uvedena cetiri tipa bisimulacija. Takode, direk-
tne i povratne bisimulacije nazivaéemo homotipnim (istorodnim), dok ¢emo
direktno-povratne i povratno-direktne bisimulacije nazivati heterotipnim
(raznorodnim).

Simulacije i bisimulacije (raznih vrsta automata) prou¢avane su radovima
[146, 147, 171, 23, 98, 141], ali se vise-manje ovi koncepti razlikuju od kon-
cepta simulacija i bisimulacija koje proucavamo u ovoj disertaciji. Dosta

.....

tekstu tezinskih automata, povratno-direktne bisimulacije su prouc¢avane u
[9, 10, 11, 19, 23, 76, 77|.

Sli¢no kao u sluc¢aju fazi automata i kod tezinskih automata moze se pokazati
dazaw € {fs,bs, fb,bb, fbb,bfb}, ako uslov (w-2) vazi za svako slovo x € X,
onda on vazi i ako slovo x zamenimo proizvoljnom rec¢ju u € X*.

Takode, vaze i sledece teoreme.
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Teorema 5.1. Neka su A = (A,64,04,74) i B = (B,05,08,75) tezinski
automati © neka je ¢ Booleova relacija izmedu A © B. Tada vaZi sledece.

(A) Ako je ¢ simulacija, onda je L(A) < L(B).
(B) Ako je ¢ bisimulacija, onda je L(A) = L(B).

Teorema 5.2. Neka su A = (A, 64,04,74) i B = (B, 65,08, 78) tezinski
automati. Za w € {fs,bs, fb,bb, fob,bfb}, ako postoji bar jedna relacija
izmedu A i B koja zadovoljava uslove (w-1) — (w-3), onda postoji najveca
relacija izmedu A i B koja zadovoljava te uslove.

Dokaz. Dokazacemo slucaj w = fs. Prema pretpostavkama teoreme, famil-
ija svih direktnih simulacija izmedu A i B je neprazna. Kako je ova familija
i konacna (jer je konacna i familija svih relacija izmedu A i B), to postoji
suma ove familije za koju se jednostavno proverava da je direktna simulacija,
a samim tim, to je i najveca direktna simulacija izmedu A i B. O]

Teorema 5.3. Neka su A = (A,64,04,74) i B = (B, 65,08, 78) tezinski
automati takvi da postoji bar jedna direktna (odnosno povratna) bisimulacija
izmedu A i B. Tada najveéa direktna (odnosno povratna) bisimulacija izmedu
A i B jeste parcijalna uniformna relacija.

Dokaz. 1z pretpostavke teoreme sledi da postoji najveca direktna (odnosno
povratna) bisimulacija ¢ izmedu A i B. U tom slucaju je i ¢ o ¢' o ¢
takode direktna (odnosno povratna) bisimulacija izmedu A i B, pa mora
biti p o ' 0 p < . Sada na osnovu Teoreme 1.9 sledi da ¢ jeste parcijalna
uniformna relacija. [

5.2 Konstrukcija najveéih simulacija i
bisimulacija
U ovom poglavlju prokazacemo metod za izracunavanje najve¢ih sumulacija

i bisimulacija tezinskih automata. Najpre ¢emo dati neke oznake i pojmove
koje ¢emo koristiti u daljem radu.

Neka su A i B neprazni skupovi. Skup svih relacija izmedu A i B, prirodno
ureden inkluzijom ¢ini kompletnu mrezu, koju ozna¢avamo sa BR(A, B).
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Za neprazne skupove A i B i tezinske podskupove n od A i £ od B, relacije
n—&in<+ & izmedu A i B su definisane sa

(n—=8&ab)=1 <<  nla) <E(OD), (5.1)
(n&ab)=1 <« &b)<n
za proizvoline a € Aib € B.

Napomenimo da je vazi

ne&=(€—n) (5.3)
(M= ANMn+&)(a,b) =1 akoisamo ako n(a)=¢&(b) (5.4)
no(n—¢§ <& (5.5)

Takode vazi 1 sledeéa lema.

Lema 5.1. Neka su A i B neprazni skupovi, neka je n teZinska relacija na
A i neka je € teZinska relacija na B.

(a) Skup svih reSenja nejednacine no x < &, gde je x nepoznata relacija
izmedu A 1 B, je glavni ideal od BR(A, B) generisan relacijom n — &.

(b) Skup svih resenja nejednacine x o & < n, gde je x nepoznata relacija
izmedu A i B, je glavni ideal od BR(A, B) generisan relacijom n < &.

Dokaz. Neka je 1) proizvoljno reSenje nejednacine n o y < £ i neka je
o(a,b) =1, zaneke a € Aib € B. Tada je n(a) = n(a)p(a,b) < nopb),
pa je (n — &)(a,b) = 1. Dakle, p <n — &.

Sa druge strane, ako je ¢ < n — &, onda za proizvoljan b € B imamo da je

nob) < (no(n—8&))b) =2 eana)o(n—&)(a,b) <E(b). Dakle, ¢ je
reSenje nejednacine n oy < &. O]

Dalje, neka su A i B neprazni skupovi i neka je « tezinska relacija na A, [
tezinska relacija na B i ¢ € BR(A, B) relacija izmedu A i B. Tada, desni
rezidal od ¢ sa « je relacija ¢/a € BR(A, B) definisana sa

(p/a)(a,b) =1 <& (Vd' € A)ald,a) < p(d,b), (5.6)
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zasve a € Aib e B, i levi rezidual od ¢ sa ( je relacija ¢\ € BR(A, B)
definisana sa

(P\B)(a,b) =1 <« (V' € B)B(b,V) < p(a, V), (5.7)
zasvea€ Aibe B.

Lema 5.2. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je oo € S4*4, g € SBXB
ip € BR(A,B).

(a) Skup svih resenja nejednacine oo x < ¢, gde je x nepoznata relacija
izmedu A i B, jeste glavni ideal od BR(A, B) generisan desnim rezi-
dualom ¢/a od ¢ sa .

(b) Skup svih resSenja nejednacine x o 5 < ¢, gde je x nepoznata relacija
izmedu A i B, jeste glavni ideal od BR(A, B) generisan levim rezi-
dualom p\B od ¢ sa (.

Dokaz. Neka je 1 proizvoljno reSenje nejednacine o o y < ¢, i neka je
Y(a,b) =1 zaneke a € Aib € B. Tada za svaki a/ € A imamo da je
ald,a) = ald,a)p(a,b) < (aoy)(d,b). Odatle je (p/a)(a’,b) = 1. Dakle,
< /o

Sa druge strane, ako je ¢ < ¢/a, onda za proizvolne a € A1 b € B imamo
da je a 0 (a,b) < (a o (p/a))(a,b) < plab).

Analogno se dokazuje tvrdenje (b). O

Nekasu A = (A, 54,04, 74)i B = (B, 68,07, 78) tezinski automati. Relacije
Y € BR(A, B), zaw € {fs,bs, fb,bb, fbb,bfb}, definisemo na sledeci nacin:

Yl =14 = 78, (5.8)
Y=ot = o, (5.9)
P = (4 5 YN (T B) =11 & 75, (5.10)
W = (04 = oP) A (0  0P) = 0" & 0P, (5.11)
PP = (74 = B) A (0 + P, (5.12)

Pt = (04 — oP) A (74— 1B). (5.13)
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Dalje, funkcije ¢" : BR(A, B) — BR(A, B), za w € {fs,bs, fb,bb, fbb,bfb},

definiSemo sa:

¢ () = /E([@f o a')\d, ", (5.14)
¢"(a) = 1/1(04 008;) /67, (5.15)
¢! (a) = 975([(55 o NG A (87 0 a)\&;'] = ¢"*(a) A[p" (")), (5.16)
¢"(a) = w/l[(a 08,)/07] Al(a 007) /6] = ¢"(a) Ale™ (")), (5.17)
¢! () =m€/§([(5f o aN\&3 1" A(a’ 087) /671" = ¢"*(a) A" (a")]', (5.18)
¢ (a) = :/;{[(a 08;) /6,1 A(87 0 )\&7] = 6" (a) Ao (")), (5.19)

za svako a € BR(A, B). U izrazu “¢*(a')” (w € {fs,bs}) sa ¢* oznacena
je funkcija iz BR(B, A) u sebe.

Sledeca teorema daje ekvivalentnu formu drugog i treceg uslova u definiciji
simulacija i bisimulacija.

Teorema 5.4. Neka su A = (A,04,04,74) i B = (B,05,08,75) tezinski
automati i neka je w € {fs,bs, fb,bb, fbb,bfb}. Relacija p € BR(A, B)
zadovoljava uslove (w-2) i (w-3) ako i samo ako je

e < PU(p), e <YPY. (5.20)

Dokaz. Dokazacemo slucaj w = fs. Tvrdenje koje tretira slucaj w = bs se
dobija dualno, a prema (5.10)—(5.13) i (5.16)—(5.19), sva ostala tvrdenja se
dobijaju iz prethodna dva.

Neka je ¢ proizvoljna relacija izmedu A i B. Na osnovu Leme 5.1(b), ¢
zadovoljava uslov (fs-3) ako i samo ako je ¢! < 78 < 74 = (74 — 75)! 5to
je ekvivalentno sa ¢ < 74 — 78 = ¢/*. Dakle, ¢ zadovoljava uslov (fs-3)
ako i samo ako je ¢ < 7.

Sa druge strane, ¢ zadovoljava uslov (fs-2) ako i samo ako je ' reSenje

nejednacine
xo00d <oBoy! zasvako x € X.

Na osnovu Leme 5.2 (b), ovo je ekvivalentno sa
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' < (68 0 p")\02, zasvako z € X,

odnosno, ekvivalentno je sa

o< N [(07 0 N2 = 67 ()

zeX

Dakle, ¢ zadovoljava uslov (fs-2) ako i samo ako je p < ¢/*(p). Stoga,
mozemo zakljuciti da relacija ¢ zadovoljava uslove (fs-2) i (fs-3) ako i samo
ako zadovoljava (5.20) (za w = fs), 8to je i trebalo pokazati. O

Teorema 5.5. Neka su A = (A,64,04,74) i B = (B,05,08,75) tezinski
automati, neka je w € {fs,bs, fb,bb, fbb,bfb} i neka je {py}ren niz relacija
iz ¢ € BR(A, B) definisan sa

w1 =YY, Vr+1 = ok N 0¥ (0x), za svaki k € N. (5.21)
Tada vazi sledece.
(a) Niz {pr}ren je konacan i opadajuci, i postoji najmangi prirodan broj
k € N takav da je pr = pri1;
(b) ¢r je najveca relacija uw BR(A, B) koja zadovoljava (w-2) i (w-3);

(c) Ako py zadovoljava uslov (w-1), onda je to najveca relacija u BR(A, B)
koja zadovoljava (w-1), (w-2) i (w-3);

(d) Ako ¢y ne zadovoljava uslov (w-1), onda ne postoji nijedna relacija u

BR(A, B) koja zadovoljava (w-1), (w-2) i (w-3);

Dokaz. (a) Jasno je da je niz {yk}ren opadajuéi. Kako su skupovi A i B
konacni, to postoji konac¢an broj relacija izmedu A i B, pa je i niz {¢x ren
takode konacan. Otuda, postoji k € N takav da je pr = @11, pa postoji i
najmanji prirodan broj sa ovim svojstvom.

(b) Dokazacemo slucaj w = fs. 1z ¢ = @11 = @r A ¢/*(p1) dobijamo da
je i < Qbfs(@k), i takode o), <y = ¥/*.

Neka je ¢ € BR(A, B) proizvoljna relacija koja zadovoljava uslove (fs-2) i
(fs-3). Kao sto smo prethodno rekli, ¢ zadovoljava uslov (fs-3) ako i samo
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ako je o < ¢/ = ;. Dalje, neka je ¢ < ¢,, za neki n € N. Tada, za
svaki ¥ € X imamo da je ¢’ o 04 < 08 o ! < 68 0 ¢, i prema Lemi 5.2
(b), ¢ < (65 0 !)\02, odnosno ¢ < [(67 0 ¢!, )\d04]" = ¢'*(¢,). Dakle,
© < ©n A P'5(0,) = ny1. Sada, na osnovu principa matematicke indukcije
mozemo zakljuciti da je ¢ < ¢,, za svaki n € N, pa je ¢ < ¢g. Dakle, ¢y je
najveca relacija izmedu A i B koja zadovoljava uslove (fs-2) i (fs-3).

(c) Ovo sledi direktno iz tvrdenja (b).

(d) Pretpostavimo da ¢, ne zadovoljava uslov (fs-1). Neka je p € BR(A, B)
proizvoljna relacija koja zadovoljava uslove (fs-1), (fs-2) i (fs-3). Prema
tvrdenju (b) ove teoreme, p < @i, paje 0 < alop! <aPopl. Aliovojeu
kontradikeiji sa polaznom pretpostavkom da ¢y, ne zadovoljava uslov (fs-1).
Dakle, mozemo zakljuciti da ne postoji nijedna relacija izmedu A i B koja
zadovoljava uslove (fs-1), (fs-2) 1 (fs-3). O

5.3 Bisimulacione ekvivalencije

Prethodno smo definisali koncept simulacija i bisimulacija izmedu tezinskih
automata koji su u opstem slucaju razli¢iti. U ovom poglavlju razmotri¢emo
slucaj kada su ta dva automata ista, tj. razmatrac¢emo bisimulacije izmedu
tezinskog automata i njega samog.

Neka je A = (A, 04,04, 74) proizvoljan teZinski automat. Ako je relacija
¢ € BR(A, B) direktna bisimulacija izmedu A i sebe, onda ¢emo za ¢ reci
da je direktna bisimulacija na A (analogno se definise povratna bisimulacija
na A). Direktna bisimulacija na A koja je relacija ekvivalencije bi¢e nazvana
direktna bisimulaciona ekvivalencija na A.

Teorema 5.6. Neka je A = (A, 64,04, 74) tezinski automat. Tada postoji
nagveca direktna (odnosno povratna) bisimulaciona ekvivalencija na A.

Dokaz. Familija svih direktna bisimulacija na A je neprazna (jer sadrzi bar
relaciju jednakosti), pa na osnovu Teoreme 5.3 mozemo zakljuciti da postoji
najvec¢a direktna bisimulacija na A, koja se moze izra¢unati na osnovu al-
goritma datog u Teoremi 5.5 za w = fb. Da bi pokazali da najveca direktna
bisimulacija na A jeste relacija ekvivalencije na A, dovoljno je pokazati da
svaki ¢lan niza {¢y }ren definisanog sa (5.21) jeste ekvivalencija na A. Jed-
nostavno se proverava da je ¢; relacija ekvivalencije na A. Pretpostavimo
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da za neki k € N, relacija ¢y, jeste ekvivalencija na A, i dokazimo da je to i
Plk+1-

Neka je a € Aix € X. Tada, za svaki a’ € A, iz refleksivnosti relacije ¢,
imamo da je

07 (a,a') < (37 o pi)(a, a'),
a kako je ¢ 1 simetri¢na relacija, to vazi i
07 (a,a') < (37 o ¢ )(a, a').
Odavde dobijamo da za proizvoljne a € A iz € X vazi
(62 0 o0\ (a,a) =1 1 [(0 o @)\0]' (a.0) = 1.
Dakle, ¢*(or)(a,a) = 1, pa je pri1 = @r A ¢'°(pr) refleksivna relacija.
Po konstrukciji je ¢/°(¢y) simeti¢na relacija, pa je to i @ry1.

Da bi pokazali da je i1 tranzitivna relacija, dovoljno je pokazati da za
proizvoljan z € X, relacija (64 o ;,)\d4 jeste tranzitivna.

Neka je x € X, i neka su aq, a9, a3 € A takvi da je
(07 0 @r)\O; ] (ar,a0) =1 i [(85 0 wx)\07] (as,a3) = 1.

Tada za proizvoljne a’,a” € A vazi

07 (ar,d) < (07 o p)(az, @) 1 &7 (az, a”) < (67 0 pr)(as, a”).

Dalje je
62 ar,d’) < (62 o op)(ay, a Z 62 (ag, a")p(d”, a’)
a’eA
< Z (5;4 © (pk)(a?n CLH)QO(CLN, a,)
a’eA

= (0 o wr o pp)(az,d') = (87 © px)(as, @),
odakle sledi da je [(62 o pr)\02](a1, a3) = 1, §to je i trebalo dokazati.

Sada, na osnovu principa matematicke indukcije, mozemo zakljuciti da ¢y,
k € N, jeste relacija ekvivalencije na A, pa na osnovu Teoreme 5.5 imamo da
je najvecéa direktna bisimulacija na A takode relacija ekvivalencije na A. [



Glava 5. Bisimulacije teZinskih automata 131

Teorema 5.7. Neka je A = (A, 64,04, 74) tezinski automat i neka je E
relacija ekvivalencije na A. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) E je direktna bisimulacija na A,
(ii) Eod?t <040 F, za svakiz € X, i Eot4 < 14,

(iil) EodtoE=610FE, za svakiz € X, i Eot" =714,

Dokaz. Jasno je da (i)=-(ii). Ako vaz (ii), onda za proizvoljan z € X,
Eod4 < d40F povladi Eod2oE < §oFEoE = 6o E. Kako svaka relacija
ekvivalencije zadovoljava uslov 020 E < Eod?oE, to vazi Eod2 o E = §loE.
Takode na osnovu istih argumenata imamo da je 74 < E o 74, pa je 74 =
E o 4, odakle dobijamo da (ii)=-(iii). Ako vazi (iii), onda uslovi (fs-1) i
(fs-3) vaze. Za proizvoljan z € X imamo da je Eod? < EodfoE =610 E,
odnosno uslov (fs-2) takode vazi. Dakle, E je direktna bisimulacija na A,
tj. (iii)=(i). 0

Dualno se dokazuje tvrdenje za povratne bisimulacije.

Teorema 5.8. Neka je A = (A, 04,04, 74) tezinski automat i neka je E
relacija ekvivalencije na A. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) E je povratna bisimulacija na A,

(ii) 6o E< Eod4, za svakiz € X, i 0% o E < 0%

x 7

(iii) 62 o B = Eo0d2, 2a svakix € X, i 0% o E = o4,

Kao $to je slucaj sa nedeterministickim i fazi automatima, i tezinski faktor
automat u odnosu na datu relaciju ekvivalencije, raspoznaje isti jezik kao
i oridinalni automat ako i samo ako ova ekvivalencija jeste reSenje opsteg
sistema. Na osnovu Teorema 5.7 1 5.8 imamo da direktne i povratne bisimula-
cione relacije ekvivalencije predstavljaju reSenja specijalnih varijanti opsteg
sistema, pa vazi sledeca teorema.

Teorema 5.9. Neka je A = (A,04,04,74) tezinski automat, E direk-
tna (odnosno povratna) bisimulaciona relacija ekvivalencije na A i neka je
A/E = (AJE,§YE gAE TAIE) tezinski faktor automat od A po E. Tada
A i A/E raspoznaju isti jezik, tj. L(A) = L(A/E).
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5.4 Uniformne relacije i direktne bisimulacije

Teorema 5.10. Neka je A = (A, 04,04, 74) teZinski automat, E relacija
ekvivalencije na A i AJE = (A E,64F 0P 1AE) tezinski faktor automat
od A u odnosu na E.

(A) Relacija ¢ € BR(A, A/E) definisana sa
olar, Eyy) =1 & El(aj,a2) =1, zasveaj,as € A,  (5.22)
je uniformna relacija takva da je EY = E i EA/E = Aug , @ pri tom
je @ istovremeno 1 direktna i povratna simulacija.
(B) Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) E je direktna bisimulaciona ekvivalencija na A;
(i) relacija ¢ je direktna bisimulacija izmedu A i A/E;

(iii) relacija ¢ je povratno-direktna bisimulacija izmedu A i A/E.

Dokaz. (A) Za proizvoljne ay,ay € A vazi

(90 © (Pt © @)(ab Eaz) = Z Qp(ab Ea3)90(a47 Ea3)¢(a4, Eaz)

a3,a4€A

= Z E(ay,a3)E (a4, a3)E (a4, as)

asz,a4€A

= (EO Eo E)(a17a2) = E(a17a2) = Sp(a’lanz)v

pa ¢ jeste parcijalna uniformna relacija. Jasno je da je kompletna i sirjek-
tivna, pa mozemo zakljuciti da je ¢ uniformna relacija. Dalje, imamo da
je

Eﬁ(@l,(lg) = (QO ° QO 0’170‘2 Z SO a17 a3 CLQ, Eag)

as€EA
= Z E(al,ag)E(CLg,ag) = (E e} E)(al,ag) = E(al,ag),
as€A
EA/E(Ea1 ) Eaz) (th © @)(Eau Eaz) = Z 90((137 Eal)w(a?w Eaz)
as€EA
= Z E(ay,a3)E(as,as) = (F o E)(ay, as)
az€A

= E(ay,a3) = (E/E)(Bay, Bay) = Aa/5(Eay, Eay).
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Za proizvoljne z € X i a,ay,ay € A vazi

o'(a) < (0" o EoE)(a)= ) (0% 0 E)(as)E(ay, a)

as€EA

A/E t A/E |t (5.23)
= 3 0P (Euy )¢ (Eugs0) = (V7 0 ) (a),
as€A
(¢ 0 0)(Bay,a2) = Y ' (Bay, a3)07 (a3, a2) = > Elay, )57 (as, az)
az€A az€A

=(Fo 595 )(ai,a2) < (Eo 5 o E)(ay,a) = (Eo 5;4 o Fo FE)(ay,as)

- Z (Eo 5zA o E)(a1,a3)E(az, az) = Z 53:A/E(Eal7 Ea3>90t(Ea37 as)

az€A a3€A
= (5;4/E © Qot)(Eau a2)7
(5.24)
(¢' 0T (Ea) = > ¢'(Ea, as)7"(a5) = E(a, a5)7"(as)
az€A (525)
= (Eor")(a) = 7V5(E,),

i takode vazi

(04 0p)(Ea) = Y o (as)p(ar, En) = Y o™ (a1)E(ar,a)

a1€A az€A (526)
= (0% 0 E)(a) = oV/*(E,),

(67 0 @) (ar, E 25 (a1, a3)p(as, E 25 (a1, a3)E(as, az)

az€A as€A

= ((51‘4 e} E)((Il,a2> < (EO (5;‘ e} E)((ll,ag) = (EO E05IA o E)(al,ag)

=Y E(ay,a3)(E 06 o E)(az,a2) = Y (a1, Eay)5, " (Eay, Eay)

az€A az€A

= (90 © 5f/E)(a17Ea2>?

(5.27)
(a) < (EoEor)(a) = Y _ E(a,a3)E o 7%(as)

@l 5.28

=Y ola, B )T (Ey) = (0o 7F)(a). 2%

as€A

Dakle, ¢ je i direktna i povratna simulacija.

(B) Obratne nejednakosti u (5.27) i (5.28) vaze ako i samo ako je E direktna
bisimulacija na A, pa su u tom slucaju uslovi (i), (ii) i (iii) ekvivalentni. [J
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Teorema 5.11. Neka je A = (A, 64,04, 74) tedinski automat, neka su
E i G relacije ekvivalencije na A takve da je E < G, i neka je AJE =
(A/E,04E oAE TAIEY tezinski faktor automat od A u odnosu na E.

(A) Relacija G/E na A/E definisana sa

G/E(E,,, E.,) = G(ai,a2), za sve aj,as € A, (5.29)

jeste ekvivalencija na AJE, i tezinski faktor automati (A/E)/(G/E) i
A/G su izomorfni.

(B) Relacija p € BF(A, A/E) definisana sa
o(ay, Ey,) = G(ay,a2), za sve aj,as € A, (5.30)

jeste uniformna relacija za koju je E% = G i Ej/E =G/E.
Stavise, ako je E direktna bisimulacija na A, onda vaZi sledece:

(C) G je direktna bisimulacija na A ako i samo ako G/E jeste direktna
bisimulacija na A/E.

(D) G je najveca direktna bisimulacija na A ako i samo ako G/E jeste
najveca direktna bisimulacija na A/E.

(E) G je direktna bisimulacija na A ako i samo ako ¢ jeste direktna bisim-
ulacija izmedu A i A/E.

Dokaz. (A) Jednostavno se proverava da je sa (5.29) dobro definisana relacija
na A/FE i da ta relacija jeste ekvivalencija. Dokazimo da su tezinski faktor

automati izomorfni. Radi jednostavnijeg oznacavanja, neka je G/E = P.

Funkciju ¢ : A/G — (A/E)/P definiSeno na sledeci nacin

o(G,) = Pg,, za svako a € A.
Za proizvoljne ay,ay € A imamo da je

Gal = Gag = G(ala 0’2) =1 g P(Ea17 Ea2) =1
4 PECL1 = PEa2 < ¢(Eal) = qb(EaQ)’

pa je ¢ dobro definisana i injektivna funkcija. Jasno je da je ¢ i sirjektivna
funkcija, pa mozemo zakljuciti da je ¢ bijekcija od A/G i (A/E)/P. Kako
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je E < G ekvivalentno sa EoG = G o E = G, to za proizvoljne ay,a, € A i
x € X vazi

S (8(Gar), 6(Ga)) = 04D/ (P, Pr,) = (P 617 0 P)(Euy, Euy)

= Z P(EauEa3>6xA/E(Easta4)P(Ea4aEaz)

as,a4€A

= Z P(Ea17Ea3)(Eo(5;c40E)(a3?a4)p<Ea4’Ea2>
a3,a4€A

= Y Glar,a5)(E 08} o E)(as, a;)G(as, az)
as,a4€A

= (GoEodoEoG)(ay,as)
= (God2oG)(ar,az) = 649 (Gy,, Gy,).
Dalje, za proizvoljan a € A vazi
d WP (9(G,)) = oW (Pg,) = (6Y [ o P)(E,)
= 0"*(a)P(Es,, Es) = Y (0" 0 E)(a1)G(ay, a)

a1 €A a1 €A

= (0" 0 EoG)(a) = (o 0 G)(a) = 0/(CL),

i slicno se pokazuje da je TA/E/P(¢(G,)) = 74/%(G,). Dakle, ¢ je izomor-
fizam tezinskih automata (A4/E)/(G/E) 1 A/G.

(B) Za proizvoljne ay, as, as,ay € A vazi

¢<a17 Ea2>§0(a37 ECLQ)SO(G/?)? Ea4) - G<a17 0’2)G<a27 a3>G(a37 a4)
< G(alv CL4) - Sp(alv Ea4)7

pa @ jeste parcijalna uniformna relacija. Jasno je da je ¢ kompletna i
sirjektivna relacija, pa ¢ jeste uniformna relacija. StaviSe, za proizvoljne
ai,ay € A vazi

(90 © Sot)(alﬂ aQ) = Z 90(611, Eas)gp(&% Ea3)

az€A
= Z G(ay,a3)G(as, az) = G(ay, as),
az€A
(Sot © w)(Eap Eaz) = Z (10(@3’ Ea1)90(a’37 Eaz) = Z G<a1a ag)G(CLg, aQ)
az3€A az€A

= G(al,ag) == (G/E)(Ea17 Eaz)’
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pa je Eﬁ:gpogpt:GiEﬁ/E:gptogo:G/E.
Dalje, neka je F direktna bisimulacija na A.

(C) Neka su a,a;,a2 € Aiz € X, inekaje P=G/E. Tada

(675 0 P)(Eus Eua) = 3 07"%(Buys Bua) P(Eu, Euy)
az€A

— Z (E o062 o E)(ay,a3)G(as, as)

az€A
= (EodtoFoG)(ar,as)
= (67 0 E 0 G)(a1,a2) = (6 0 G)(as, az),

pa na osnovu Teoreme 5.7 vazi tvrdenje (C).

(D) Neka je G najveca direktna bisimulacija na A. Prema tvrdenju (C) ove
teoreme imamo da je G/ F direktna bisimulacija na A/FE. Neka je () najveca
direktna bisimulacija na A/E. Definisimo relaciju 7" na A sa

T(ay,as) = Q(E,,, E,,), za Sve ap, ay € A.

Jednostavno se proverava da je T relacija ekvivalencije na A. Dalje, ako je
E(ay,a2) =1, za neke aj,as € A, tj. ako je E,, = E,,, onda je T(ay,as) =
Q(Fa,, Fay,) = 1, paje E < T. Dakle, Q = T/E i prema (C) sledi da
je T direktna bisimulacija na A, pa mora biti 7' < G. U tom sluc¢aju za
proizvoljne ay,as € A vazi

T/E(an Ea2) = T(ah a2) < Q(ab a2) = Q/E(Ea17 Ea2>7

odnosno @ = T/E < G/E, $to povladi G/E = @Q, tj., G/E je najveca
direktna bisimulacija na A/FE.

Obratno, Neka je G/ E najveca direktna bisimulacija na A/FE. Prema tvrde-
nju (C) ove teoreme, G je direktna bisimulacija na A. Neka je T najveca
direktna bisimulacija na A. Tada je E < G < T, i ponovo prema (C) sledi
da je T'/E direktna bisimulacija na A/F, $to daje da je T/E < G/E. Sada,
za proizvoljne aq,as € A je

T(ah a2) = T/E(Ea17 Eag) < G/E(Ea17 Eag) = G((Il, CLQ),

tj., vazi T < G, pa je T = G, odnosno GG je najveta direktna bisimu-
lacija na A.
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(E) Na osnovu Teoreme 5.7, za proizvoljne a1, as € A vazi

(¢" 0 02)(Eayya2) = Y plas, Eay)6; (a5, a2) = > Glar, a3)57 (as, as)

az€A a3€A

= (G 0 07)(ar, az),

(5;;4/E o Sot)(Em y a2) = Z 53;A/E(Ea17 Eas)QOt(an a2>

as€A

— Z (E 062 0 E)(ay,a3)G(as, as)

as€A

= (Eod? o FoG)(ay,ay)
= (07 0 B o G)(a1,a2) = (6, 0 G)(ar, az),

(<,0 © 6;4/E)(a17 Eaz) = Z 90<a17 Eas)(sxA/E(Easv Ea2)

az€A
== Z G(al, CL3)(E o 6;4 o E)(Clg, (12)
az€A
= (GoFEod?oE)ar,a) = (God? o E)(ar,as)
(5 o p)(ar, E, 25 (a1, a3)p(as, Ea,)
az€A
= Z (5;4((11, a3) a37 a2) (5 o G)(Cll, CLQ).
az€A

Sada, ako je G direktna bisimulacija na A, onda je G o §4 < 624 o G i
GodloE < GodtoG =020G, paje podd < 5;4/]3090'5 i gpocsf/E < 6toy,
tj., ¢ je direktna bisimulacija. Obratno, ako je ¢ direktna bisimulacija, onda
G od4 < 040G, tj., G je direktna bisimulacija na A. [
Teorema 5.12. Neka su A = (A, 64,04, 74) i B = (B, 65,05, 78) tezinski
automati i neka je o € BR(A, B) uniformna relacija. Tada ¢ je direktna
bisimulacija ako 1 samo ako vazi:

(i) EY je direktna bisimulaciona ekvivalencija na A;
(ii) EYf je direktna bisimulaciona ekvivalencija na B;
(i) @ je izomorfizam teZinskih faktor automata AJEY i B/EY.

Dokaz. Neka je E = E% i F = EY. Pretpostavimo da je ¢ direktna bisim-
ulacija. Iz Teoreme 1.10 slede tvrdenja (i) i (ii), a na osnovu Leme 1.5 ¢ je
bijekcija od A/E na B/F.
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Za proizvoljne a,a1,as € A, x € X i ¢ € CR(p) vazi

cE(E,) = (0 0 B)(a) = (07 0 ¢')(a) = Y a"(b
=Y PO F((a),b) =Y P (B)F(b,v(a))

= (0% 0 F)(¥(a)) = o"/" (Fyw) = o (B(EL)),
TVE(B,) = (1% 0 E)(a) = 7(a) = (p o 7%)(a)

=Y la, )P (b) = > F(y(a),b)r5(b)

beB beB

= (For?)(¢(a)) = 777 (Fy)) = 7%/F(5(EL))

Dalje, na osnovu (i) i Teoreme 1.10 dobijamo
SdoE=FEodoE=ypop odtopoy
g(po§fo<ptogpogpt:<poéfo<pt<5;40E,
paje EodtoE =060 E=9podBoy i
§YE(Eqy, @, Eay) = (E 062 0 E)(a1, az)
= (pod; oy')(a1,az)
= Z p(ai, b1)d 51752) (a2, b2)

b1,b2€B

— Z F(q/;(al),b1)5f(b1,b2)F(¢(a2)ab2>

b1,b2€B

= (Fody; o F)(d(ar), ¥(as))
= §B/F (Fw a1)> s F¢(a2)>
:5B/F( (Eal)a ,(,D(E@)),

Dakle, ¢ je izomorfizam izmedu tezinskih faktor automata A/E and B/F.

Obratno, ako pretpostavimo da vazi (i), (ii) i (iii), onda za 1» € CR(y),
£ e CR(¢Y), a,ay,as € A, by,by € Bix € X imamo da je

o*a) < (6o E)(a) = A/E(E )= B/F(@(Ea)) = P (Fy)

= (07 o F)( = POFb, () =) o?(B)F(¥(a).b)

beB beB

=D o b)p(a.b) = Yo" (B)¢'(b.a) = (07 o ¢)(a),

beB beB
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pa je 04 < P o, isliéno je of < o4 o . Dalje,
(E o 5;:4 ° E)(ah aQ) = 5A/E<Ea17 z, Ea2) = 5B/F<90< ) ( a2>>
= 6" (Fyar) @, Fy(ay)) = (F 002 o F)(¥(a ) Y(az)),
i slicno je
(F oy oF)(bi,by) = (E o6 oE)(&(br),&(b)).

Na osnovu (i) i (ii) je ' 0 62 = ' o E 064 < ' 054 o E, pa na osnovu
Teoreme 1.10, za sve a € Aib € B dobijamo da je

(¢' 0 0)(b,a) < (¢ 087 0 E)(b,a) = Y ¢! (b,a1)(8; © E)(ar, a)

= 3" B(6(b), @) (62 0 E)(a1,a) = (E 062 0 E)((b), a)
= (F o2 o F)(ih((£(b = > F((&(b)), b1)(62 o F)(by, ¢(a))
bi1€B

=Y F(b,by)(d o F) (b1, ¢(a))

= (Fod; o F)(b(a )) = (5BOF)(b ¥(a))
= > 02(b,b2)F(ba,tb(a)) = D 62 (b, ba)p(a, be) = (57 0 ") (b, a),

baeB b2€eB

pa vazi ' o 04 < 08 o ¢! ovde smo koristili ¢injenicu da je

F((E(0)),5) = p(E(b), ) = @' (b,£(8)) = L, gde je Py = I 1
F(E(b)), b1) = Fy(epy (b1) = Fy(br) = F (b, by).
Sliéno se dokazuje da je ¢ o 62 < 84 o ¢. Dalje,
(a) = (B o t4)(a) = 745 (E,) = 187 (3(Ba) = 78/ (Fyw)

=D F(a).t)r" () = Y a.0)7% () = (p o 7%)(a),

beB beB
pa 74 = ¢ o 78, i sliéno dobijamo ¢! o 74 < 7B. Dakle, ¢ je uniformna
direktna bisimulacija izmedu tezinskih automata A i B. n

Teorema 5.13. Neka su A= (A, 04,04, 74) i B= (B, 68,08, 78) tezinski
automati, neka je E direktna bzszmulaczya na A i F direktna bisimulacija na
B. Tada postoji uniformna direktna bisimulacija ¢ € BR(A, B) takva da je

EY=FE i Ef=F, (5.31)

ako i samo ako tezinski faktor automati A/E 1 B/F jesu izomorfni.
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Dokaz. Ako postoji uniformna direktna bisimulacija takva da je E% = E
i EY = F, onda na osnovu Teoreme 5.12, imamo da su tezinski faktor
automati A/E i B/F izomorfni.

Obratno, neka je ¢ : A/E — B/F izomorfizam tezinskih faktor automata
A/E i B/F. Neka je relacija ¢ € BR(A, B) definisana na slede¢i nacin: za
sveae Aibe B je

ola,b)=1 < ¢(E,) = Fy,.

Jasno da je relacija ¢ kompletna i sirjektivna. Ako za neke a € A1 b €
B vazi (gp o ¢'op)(a,b) = 1, onda postoje a’ € A il € B takvi da je
o(a, 0"V, a')p(a',b) = 1, tj., postoje ' € Aib € B takvida je ¢(a,b) =
pla, b)) = go(a b) = 1. odavde je ¢(E,) = Fy = ¢(Ew) = Fp, pa je
¢(a,b) = 1. Dakle, p o ¢' 0@ < ¢, pa mozemo zakljuciti da je ¢ uniformna
relacija.

Dalje, za proizvoljne ay,as € A vazi

E%(a1,a0) =1 < (Vb€ B)p(ar,b) = ¢(az,b) < ¢(Fa,, Eq,)
= Ea1 = EQQ == E(Cl,l,a2> = ]_,

pa je E% = E. Sli¢no se dokazuje da je Ef = F. O
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potpuna, 9 relacijski morfizam
poduniverzum, 4 fazi, 92
pokrivanje, 95 relacijski sistem, 4, 47
polumreza, 7 reverzna relacijska nejednacina, 113

gornja (donja), 6 reverzni fazi automat, 29
poluprsten, 12 rezidual

komutativan, 12 desni, 38, 125

post-fiksna tacka, 40 levi, 38, 126
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reziduirana mreza, 10
kompletna, 10
lokalno konacna, 11

reziduum, 10

simulacija, 67, 123
direktna, 66, 122
dvosmerna, 68
jaka, 69
nazad, 122
povratna, 66

sirjektivna, 20

skup
ureden, 5

skup stanja, 27

slabo linearni sistemi, 36
heterogeni, 37, 114
homogen, 114
homogeni, 36

strogi homomorfizam, 95

struktura, 3

supremum, 6

tezina, 26
tezinska ekvivalencija, 106
tezinska funkcija prelaza, 30
tezinska relacija, 104
ekvivalencije, 106
refleksivna, 106
simetri¢na, 106
tranzitivna, 106
tezinski automat, 30
tezinski podskup, 104
tezinsko kvazi-uredenje, 106

UFB-ekvivalencija, 78
uniformna relacija, 25
unija, 6, 104
elemenata, 6
skupa, 6
uredenje, 3, 5
kvazi-, 3

linearno, 5
parcijalno, 5

visevrednosna relacija, 101

zavrsni tezinski vektor, 30
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