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NMPUPOOHO - MATEMATUYKUN DAKYIITET
HULW

KIbYYHA JOKYMEHTALUWJCKA NH®OPMALINJA

OOPEBMBAHE LUTAPKOBOTI NOMAKA 1 CTOTME JOHU3ALNJE ATOMCKNX
CUCTEMA CA JEAHUM U CA OBA AKTVBHA ENEKTPOHA Y CMOJbALLHEM
ENEKTPUYHOM MNOJbY METOAOM KOMIMNEKCHE POTALIMJE
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[IpenmMet uCTpakuBama OBE JOKTOPCKE AUCEPTALIH]E CY AaTOMCKH CHCTEMI
y CIIOJhAIIHEM CTATHYKOM €JICKTPUYHOM IOJBY Koje je Moryhe omucaru y
OKBHpY MOJENa ca jeIHHM WM [[BAa aKTHBHA CJCKTPOHA. [TaBHU Wb
nucepraije je onpehusame LlITapkoBor momMaka HajHUIKET CTarba U CTOIIE
jOHM3aIMje (MM eIEKTPOHCKOT OTKH/IAka y CIy4yajy joHa) y 3aBUCHOCTH
O]l javiHE T0Jba. 3a M3pauyHaBamk-e OBHX BEIMYMHA KOPHIITECH j€ METOJ
KOMILJIGKCHE poTaluje (KOMIUICKCHOT CKalupama) y3 pa3Boj NpoOHe
TajacHe QyHKUHje y 0a3uCy KYIOHCKHX MITypMHjaHa. VcruTuBaHU Cy
aTOMM BOJIOHMKA, AaJKaTHUX MeTana (IMTUjyM, HATpUjyM, KalujyM,
pyouamjym, neswjy™m, (paHumjym) u XelMjymMa Kao M BOZOHHMKOB
HETaTHBHH jOH. 3a aToMe anKaJHHX MeTala j¢ KOPHIITCHO HEKONHKO
THIIOBA IICEYNONOTEHIWjala, HOK Cy [BOCNCKTPOHCKH CHCTEMH
AHATM3HUpPAHU TMPUMEYjYHH er3akTaH ABOCIEKTPOHCKH OIHC alld U
jemHoeNeKTpoHCKe ampokcuManuje. JlobujeHo je n00po crnarame ca
pesynTatiMa Apyrux ayTopa KOjU Cy KOPUCTHIIM CIMYHE (HyMEpHUKe)
MeToe, Kao W ca (opmynaMa W3 CTaHIAPIAHOT TEOPHjCKOT OIHca Y
ciydajy ciabujux ToJba. JemaH ol 3HauajHHX pesyirara je Takohe u
aHAJN3a MPUMEH/PHBOCTH KOPHIITECHIX METOA M MOJIENa KO HaBEICHUX
cucrema.
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The subject of this Doctoral Dissertation is the study of atomic systems in
external static electric field, which can be described using models with one
or two active electrons. The main aim of the dissertation is determination
of the Stark shift of the lowest state and the ionization rate (or the electron
detachment rate in the case of ions) depending on the field strength. The
calculations are performed using the complex rotation (scaling) method
with the expansion of trial wave functions in the basis of Coulomb Sturm-
ians. The sistems analyzed here are the hydrogen atom, alkali-metal atoms
(lithium, sodium, potassium, rubidium, cesium, francium), helium atom,
and the hydrogen negative ion. For alkali-metal atoms several types of
pseudopotential are used, while the two-electron systems are studied by
applying the exact two-electron description as well as single-electron
approximations. A good agreement with the results of other authors, who
used similar (numerical) methods, and with the formulas of standard
theoretical description in the case of weak field, is obtained. An important
result is also an analysis of applicability of the methods and models used
for the considered system.
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1 Uvod

Proucavanje uticaja elektricnog polja na atome i molekule poc¢inje 1913. godine
eksperimentima nemackog nauénika Johanesa Starka (Johannes Stark) i italijanskog na-
ucnika Antonino Lo Surdoa (Antonino Lo Surdo) koji su nezavisno jedan od drugoga
otkrili cepanje i pomak spektralnih linija atoma vodonika u spoljasnjem elektricnom
polju. PokusSaj da se ova pojava objasni primenom klasi¢ne fizike nije dala rezultate.
Uspesno je objasnjena tek primenom kvantne teorije i danas je poznata kao Starkov
efekat. Do 1930. godine za raunanje Starkovog pomaka je uglavnom koristen per-
turabativni prilaz, medutim pokazalo se da u slucaju jacih polja Cak ni perturbaciona
teorija treeg reda nije dovoljna da adekvatno opiSe ovu pojavu. Lancos (Lanczos) je
prvi ukazao na nedostatke pomenutog aproksimativnog pristupa [1]. Kasnije pocinju
da se primenjuju razli¢ite aproksimativne metode kao Sto je Vencel-Kramers-Briluen
(Wentzel-Kramers-Brillouin - WKB) aproksimacija, perturbacione aproksimacije viseg
reda, itd. U sledeéem poglavlju bi¢e opisan linearni i kvadratni Starkov pomak energet-
skih nivoa atoma koristeci perturbacioni prilaz.

Landau (Landau) i LifSic (Lifshiz) [2] su osim gtarkovog efekta kod atoma vodo-
nika u spoljasnjem elektricnom polju analizirali i verovatnocu jonizacije ovog atoma u
funkeciji jaCine polja. Landauova formula se pokazala kao veoma pogodnom za proveru
ne samo drugih aproksimativnih metoda opisivanja jonizacije atoma vodonika, ve¢ i kao
polazna tacka u razvoju sli¢nih aproksimacija kod sloZenijih atomskih sistema. Medu
njima su najpoznatije Perelomov-Popov-Terentev (Perelomov-Popov-Terent’ev - PPT)
teorija [3] 1 Amosov-Delone-Krainov (Ammosov-Delone-Krainov - ADK) teorija [4].
Vrednosti za verovatnocu jonizacije u jedinici vremena (stopu jonizacije) dobijene ko-
risteCi ove aproksimacije ovde Ce biti koriStene kao referentne vrednosti kod slabijih
polja.

Starkov pomak i jonizacija atoma u spoljanjem elektriénom polju se mogu objas-
niti analizirajudi efektivni potencijal koji nastaje slaganjem Kulonovog (Coulomb) polja
jezgra i spoljas$njeg polja. U atomskom sistemu (atom ili jon) izvan spoljasnjeg polja
elektroni se kre¢u u potencijalnoj jami koju zajedno formiraju Kulonovo polje jezgra
i polje samih elektrona. Ova jama ogranicava kretanje elektrona i oni ostaju vezani u
njoj zauzimajuci stanja sa diskretnim vrednostima energije. Ovo je predstavljeno na
slici 1.1.
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Slika 1.1: Privla¢ni Kulonov potencijal V, (crvena linija) i energetski nivo elektrona E (vezano stanje,
plava linija) u slu¢aju jednoelektronskog sistema vodonikovog tipa.

U ovim vezanim stanjima elektroni mogu ostati neogranic¢eno dugo, a prelaz iz-

medu stanja ili njihova jonizacija ostvaruje se iskljucivo pod uticajem nekih spoljasnjih

uticaja.

Pri ukljucivanju spoljasnjeg elektricnog polja dolazi do superpozicije Kulonovog

potenciala i spolja$njeg polja §to dovodi do formiranja potencijalne (tzv. Starkove) ba-

rijere (slika 1.2.). Kao posledica toga elektroni sada mogu da napuste atom, zavisno od

jacine elektricnog polja, na jedan od sledeéa dva nacina - prolaskom kroz barijeru (tunel

efekat, slika 1.2.a) ili preko barijere (slika 1.2.b). Iz tog razloga stanja atoma u spoljas-

njem elektri¢cnom polju nisu viSe vezana, ve¢ postaju rezonantna (samojonizujuca) [5].

Svako rezonantno stanje je okarakterisano svojom energijom E i Sirinom I'.

(a) Spoljasnje polje spusta barijeru i elek-
tron prolazi kroz nju (jonizacija tunel efe-

katom).

(b) Spoljasnje polje je dovoljno jako da se
sedlasta tacka spusta ispod energije vezanog
stanja (jonizacija preko barijere). Sedlasta
tacka odgovara potencijalu Vg na rastojanju
Zg od jezgra atoma.

Slika 1.2: tipovi jonizacije



Prvi od dva pomenuta nacina jonizacije - tunel efekat je Cisto kvantno-mehanicka pojava
koja nema svog klasi¢nog analoga. Ova pojava se eksperimentalno potvrduje u mnogim
slucajevima. Npr. alfa raspad jezgra se tumaci upravo ovim efektom [6]. Jonizacija
tunel efektom se deSava pri slabijim poljima kada je energija osnovnog stanja manja
od potencijalne energije elektrona na sedlastoj tacki barijere. Verovatnoca tuneliranja
raste kada se jaCina spolja$njeg polja pribliZava kriticnoj vrednosti tog polja F;. Ova
vrednost polja razdvaja rezim tuneliranja od reZima jonizacije preko barijere 1 odredena
je uslovom E(Fy) = Vg (Fy) [7], gde je Vi ukupna potencijalna energija elektrona na
sedlastoj tacki barijere. Za razliku od tuneliranja, jonizacija preko barijere moze biti
u potpunosti objasnjena primenom klasi¢ne fizike. Sa stanoviSta kvantne mehanike,
medutim, nema sustinske razike izmedu ova dva procesa.

Posto je cilj ove doktorske disertacije odredivanje energija i Sirina najniZzeg sta-
nja atomskih sistema u elektricnom polju koje, kao $to smo zakljucili, ima rezonantni
karakter, postavlja se pitanje koji bi metod bio efikasan i pri jaCinama polja gde pertur-
bativni 1 drugi pribliZni prilazi nisu primenljivi. Napomenimo da postoji vise teorijskih
prilaza u proucavanju rezonantnih stanja. Ova stanja se npr. mogu posmatrati

1) sa taCke glediSta teorije rasejanja;

2) kao kvazi-vezana stanja locirana u kontinuumu;

3) kao eksponencijalno raspadajuca stanja;

4) u okviru njihove veze sa kompleksnim svojstvenim vrednostima
hamiltonijana.

U prvom slucaju rezonantna stanja su povezana sa efikasnim presekom rasejanja.
Posmatrajuci efikasni presek sudarnih procesa u zavisnosti od energije primecéeno je da
se pri nekim vrednostima energija projektila javljaju lokalni maksimumi preseka (re-
zonance). Kada energija projektila odgovara ovim rezonantim energijama dogada se
da upadna Cestica bude privremeno zarobljena od strane mete formirajuci metastabilno
stanje. Formiranje metastabilnih stanja predstavlja glavni uzrok pomenutih varijacija
efikasnih preseka. Za razliku od stabilnih (vezanih) stacionarnih stanja rezonance nas-
tale u sudarnim procesima nemaju ostre energije ve¢ poseduju odredenu energetsku
distribuciju sa odgovarajucom Sirinom I" koja je obrnuto srazmerna vremenu Zivota re-
zonance. Dakle, rezonantna Sirina I" predstavlja verovatnoCu raspada u jedinici vremena
za datu rezonancu. Efikasni presek kao funkcija energije je dat u obliku Brajt-Vignerove
(Breit-Wigner) distribucije.

Drugi pristup je razvijen od strane FeSbaha (Feshbach) [8] koji je rezonantne fe-
nomene predstavio kao deo formalizma teorije rasejanja. U tom pristupu se Sirine rezo-
nantnih stanja dobijaju kao rezultat interakcije izmedu otvorenih i zatvorenih kanala u
procesima rasejanja, Sto se racuna preko vandijagonalnih matri¢nih elemenata hamilto-
nijana. Oba navedena pristupa za odredivanje Sirina stanja zahtevaju kori$¢enje talasnih
funkcija kontinuuma.



Tredi prilaz se oslanja na vremenski zavisan formalizam i ovde nece biti detaljnije
razmatran.

Cetvrtom pristupu, koji odgovara direktnom radunanju rezonantnih svojstvenih
vrednosti hamiltonijana, nije mnogo pridavano pazZnje pre pojave metoda kompleksne
rotacije. Kako rezonantna ( tzv. Zigertova (Siegert) [9] ) talasna funkcija divergira, ovaj
pristup na prvi pogled izgleda veoma sloZen. Pokazalo se medutim da primenom tran-
sformacije r — re'®, gde je 6 realan i pozitivan parameter, rezonantna talasna funkcija
postaje kvadratno-integrabilna (tj. pripada prostoru L?) i ponasa se kao talasna funkcija
vezanog stanja. Ideja da se karakteristike rezonantnih stanja odreduju koriste¢i samo
talasne funkcije iz L? bez eksplicitnog prorauna rasejanja pokazala se veoma pogod-
nom.

Ovde ¢emo kao glavi metod za odredivanje energija i Sirina rezonantnih stanja ko-
ristiti upravo metod kompleksne rotacije. U praksi pri reSavanju konkretnih problema
ovaj metod se najceSce kombinuje sa varijacionim metodom. Standardan varijacioni
metod je aproksimativni metod kod koga se uvodi probna talasna funkcija, a variranjem
njenih parametara dobija se najverovatnija vrednost energije osnovnog stanja. Kod me-
toda kompleksne rotacije bira se kompleksno rotirana probna talasna funkcija koja se
razvija u pogodnom bazisu, pri cemu se variraju parametri bazisa i ugao kompleksne
rotacije 6. Ovde ¢emo koristiti tzv. Sturmijanski bazis. Ovaj bazis je pogodan i Cesto
se koristi u okviru atomske fizike jer pokriva i kontinualni i diskretan spektar hamil-
tonijana sistema. Pokazalo se da koriS¢enje Cisto diskretnog bazisa, npr. vodoni¢nih
talasnih funkcija u vecini sluCajeva nije korektno jer je u raznim problemima neop-
hodno da se ukljude i stanja kontiuuma. Iz tog razloga Holoin (Holoien), Sul (Shull)
i Lovdin (Lowdin) 1959. godine uvode Sturmijanske talasne funkcije [10], koje su po
obliku sli¢ne talasnim funkcijama atoma vodonika. Osnovne ideje i tehnicki detalji me-
toda su objasnjeni u poglavlju 3 dok su u poglavlju 4 uvedeni tzv. kulonski Sturmijani i
date njihove najvaznije osobine.

U poglavlju 5 ¢e biti demonstrirano racunanje najniZeg rezonantnog stanja atoma
vodonika u spoljasnjem stacionarnom elektricnom polju kao test pre nego Sto predemo
na odredivanje energija 1 Sirina rezonanci sloZenijih atomskih sistema. Prvo ¢emo pred-
staviti raCunanje matri¢nih elemenata koji su neophodni za primenu metoda komplek-
sne rotacije. IzvrSi¢emo poredenje dobijenih rezultata sa rezultatima dobijenim drugim
prilazima (analitickim prilazom i metodom propagacije talasnih paketa [11]). Uporedi-
¢emo dobijene rezultate i odrediti oblast primenljivosti Landauove formule za jonizaciju
tunel efektom [2].

U poglavlju 6 ¢e biti raCunate energije i Sirine osnovnog stanja alkalnih metala.
Na osnovu ¢injenice da atomi alkalnih metala pored elektrona unutra$njih popunjenih
ljuski ("core" elektroni) imaju jedan valentni elektron, moguce je uvesti pseudopoten-
cijal koji dosta dobro odreduje dinamiku tog elektrona. Prvi takav pseudopotencijal je
predlozio nemacki fizicar Hans Gustav Adolf Helman (Hans Gustav Adolf Hellmann)



1934. godine [12]. Ovakvi pseudopotencijali u principu sadrze kulonski Clan (kao
kod atoma vodonika) i dodatne ¢lanove koji su posledica prisustva "core"- elektrona.
Razmotri¢emo nekoliko razli¢itih pseudopotencijala, ukljucujuéi i Helmanov kao naj-
jednostavniji. Pokaza¢emo da je ovakav opis veoma uspesan kod alkalnih metala.

Vide¢emo, medutim, da jednoelektronski opis nije tako dobra aproksimacija kod
atoma sa dva ili viSe ekvivalentnih elektrona kao $to je npr. slucaj kod atoma heli-
juma. Atom helijuma, koji predstavlja kvantno mehanicki analog klasi¢nom problemu
tri tela, nije moguce egzakno resiti. Ukljucivanjem spoljasnjeg polja ovaj problem pos-
taje joS sloZeniji. Koristeci varijacioni metod Rejli-Rica (Rayleigh-Ritz) i Hilerasove
(Hylleraas) bazne funkcije problem helijuma prvi put je uspesno reSen 1929. godine
[13]. U poglavlju 7 je racunato najniZe rezonantno stanje atoma helijuma u spoljaSnjem
elektri¢cnom polju u okviru dva modela: (i) egzaktno, tj. koriste¢i puni dvelektronski
model atoma helijuma i (ii) primenom jednoelektronskih pseudopotencijala slicnih kao
za alkalne metale. U ovom drugom prilazu koristicemo Helmanov pseudopotencijal uz
odgovarajuu adaptaciju koeficijenata, te Singal-Linov (Shingal-Lin) pseudopotencijal
[14] 1 jednu njegovu varijantu. Kod dvoelektronskog modela ¢e pri raCunanju najnizeg
stanja biti uveden simetrini bazis da bi se smanjio broj matricnih elemenata i ubrzalo
racunanje.

U poglavlju 8 razmotri¢emo negativni jon atoma vodonika u spoljasnjem elektric¢-
nom polju. Kao kod atoma helijuma, problem otkidanja elektrona (eng. electron deta-
chment) od negativnog jona vodonika bice analiziran u okviru dva modela, koriste¢i: (i)
potpuni dvoelektronski hamiltonijan i (i1) jednoelektronske modele. U drugom prilazu
koristicemo tzv. Bakingemov (Buckingham) i Koen-Fiorentini (Cohen-Fiorentini - CF)
pseudopotencijal.



2 Starkov pomak i stopa jonizacije atoma u spolja$njem

elektricnom polju — analiticki opis

2.1 Starkov pomak kod atoma vodonika

Ako se atom nalazi u spoljasnjem elektricnom polju dolazi do pomeranja njego-
vih energetskih nivoa i taj fenomen je poznat kao Starkov efekat. Za razliku od drugih
atoma, kod atoma vodonika u homogenom elektri¢nom polju dolazi do cepanja nivoa
koje je proporcionalno jadini polja (linearni Starkov efekat). Ono je posledica degene-
racije energetskih nivoa koja kod drugih atoma nije prisutna. Ako je spoljasnje polje
dovoljno slabo, tj. ako je sila kojom polje deluje na elektron u atomu mnogo manja od
Kulonove sile jezgra, Starkov efekat se moZe analizirati koristeéi teoriju perturbacija. U
tom prilazu linearni Starkov efekat se dobija u okviru popravke prvog reda. Ako nivoi
nisu degenerisani, ova popravka je jednaka nuli, a da bi se dobio efekat polja, neop-
hodno je izratunati popravku drugog reda (kvadratni Starkov efekat). Ukoliko se mozZe
primeniti jednoelektronskom model, hamiltonijan nekog atomskog sistema izvan polja

ima oblik (u atomskim jedinicama)

Hy=—+V (7), 2.1

r
2
gde je p? /2 operator kineti¢ke energije aktivnog elektrona, a V() njegova potencijalna
energija. Kod vodoniku sli¢nih atoma V(r) je ¢ist Kulonov potencijal V.= —Z/r

(Z je naelektrisanje jezgra). Kada na atomski sistem deluje spoljasnje elektricno polje,

hamiltonijan postaje H = Hy+ H B gde ¢lan

H = —zF 2.2)

opisuje uticaj elektricnog polja F za koje cemo smatrati da je usmereno u negativhom

smeru z-ose. Ako je jacina polja mala ovaj ¢lan se moZe tretirati kao perturbacija.



Kako osnovno stanje atoma vodonika nije degenerisano, primenom stacionarne

teorije perturbacije prvog reda

E\ ) =< Y \H'| Wi > (2.3)
sledi
El(é% =< Y100 |H'| w100 >=0. (2.4)

Ovde su y,;,,, vodonicne talasne funkcije date kao svojstvene funkcije neperturbovanog
hamiltonijana (2.1). Rezultat (2.4) znaci da kod atoma vodonika u osnovnom stanju ne
postoji linearni Starkov pomak. Ovo se moZe objasniti &injenicom da atom vodonika u
osnovnom stanju ne poseduje permanentni elektri¢ni dipolni moment.

Ukoliko bismo razmatrali energetski pomak stanja za vrednosti glavnog kvantnog
broja n > 2, primena formule (2.3) u sfernim koordinatama nije pogodna, jer dodati
peturbacioni ¢lan potencijala narusava sfernu simetriju (I viSe nije dobar kvantni broj).
Separabilnost se u ovom slucaju ostvaruje u paraboli¢nim koordinatama. Zato uvodimo

parabolicke koordinate (&, n, @) gde su

E=r4z, n=r—z, (2.5)

dok je ¢ ugao rotacije oko z ose. Vrednosti paraboli¢kih koordinata & i 1 se krecu od

0 do o=. Radijus je izraZen formulom

_stm (2.6)

r= .

2

Privlaéni Kulonov potencijal u parabolickim koordinatama ima oblik

27
Vo= —————. 2.7
Ern (2.7)

Sredingerova (Schrodinger) jednac¢ina za atom vodonika (Z = 1) van polja u parabolic-
kih koordinatama ima oblik

Da bismo razdvojili promenjive, svojstvene funkcije y su date u formi

v = f1(&) f(n)e™?, (2.9)

gde je m magnetni kvantni broj.



Smenom (2.9) u (2.8), moZemo razdvojiti promenjive i dobiti dve odvojene jednacine

d af1(&) 1 1 m? _
d (_df(n) 1 Lm? —
dn (77 an ) _EETI 4 n ﬁz} () =0, 1D

gde su B3 i B, parametri razdvajanja (separacije) za koje vazi veza

Bi+pB=1 (2.12)
Uvedimo sledeée smene

! & n (2.13)
n

\/ﬁ ) p]zz , P2 =

gde je E diskretna vrednost energije £ < 0. Ubacivanjem ovih smena u (2.10) jednacina
za odredivanje f1(&) postaje

2
df1(P1)+idf1(P1)+[L<|m|+1+nl>_

P1 2

1(’"—2“)}“ )=0. (2.14)
dpt  p1 dpi 4\ p? oy =5 s

1

Jednacina za f>(n) ima analogan oblik. Ovde su

1 1
np= —5(\m| +1)+nfr, m= —§(|m’+ 1) +nps (2.15)

paraboli¢ni kvantni brojevi koji zajedno sa magnetnim kvantnim brojem m odreduju
stanja u paraboliCkim koordinatama. Ukoliko je ny > n,, tada je elektron najverovatnije
u oblasti z > 0, a ukoliko je n| < ny vaZzi suprotno. Veza izmedu glavnog kvantnog broja
n i parabolic¢kih kvantnih brojeva n; i ny je oblika

n=ny+n+|m|+1. (2.16)
Resenje jednacine (2.14) je
||

_P1
filp) =e 2 p% (Fi(=ny,|m|+1,py). 2.17)

1z uslova da talasne funkcije diskrednog spektra moraju biti normirane

oo oo 2
1
3 [ 4€ [an [ do vl E+m) =1 .18)
0 0 0
dobijamo odgovarajuce talasne funkcije atoma vodonika u parabolickim koordinatama
1 5 n eim(p
Wnlnzm - ;fnlm (;) fnzm (;) ﬁy (219)



gde su zbog jednostavnijeg zapisa uvedene smene

Jnim (Pi) = ﬁ (”%JT”D'X

TPy (=ni m| +1,00) e PPpimi2 0 za i=1,2. (2.20)

Talasne funkcije u parabolickim koordinatama nisu simetri¢ne u z = 0 ravni.
Iz (2.5) sledi z = (& — 1) /2 i operator perturbacije (2.2) u paraboli¢kim koordina-
tama ima oblik
(E—n)
2

H =-F (2.21)
Matri¢ni elementi perturbacionog €lana u paraboliCckim koordinatama uz koriS¢enje
(2.6) za radijus su date kao

,,———/dé /mdn/d(p% ) v, (2.22)

gde su {n',I',m'} =i, {n,I,m} — j skupovi kvantnih brojeva koji opisuju dato sta-
nje. Samo dijagonalni matri¢ni elementi su razliciti od nule, stoga na osnovu teorije
perturbacije prvog reda, pomak energetskih nivoa je

1 3
E) = ~SFn(m —n). (2.23)
Ukoliko bismo razmotrili energetsku razliku dva najudaljenija stanja tj. ny =n—1,
ny =01in; =0, np =n— 1 dobijamo da je cepanje nivoa

AE =3Fn(n—1). (2.24)

tj. proporcionalno je kvadratu glavnog kvantnog broja AE ~ n?. Ovo je povezano sa
¢injenicom da elektron Sto je udaljeniji od jezgra to atom poseduje veéi dipolni mo-
ment. Iz formule (2.24), kao i iz (2.4), sledi da atom vodonika u osnovnom stanju
(n = 1) ne poseduje dipolni moment. Takode na osnovu formule (2.23) linearni Starkov
efekat izCezava za sve sluCajeve kada je n| = ny, a degeneracija stanja nije u potpunosti
uklonjena Sto se vidi iz veze kvantnih brojeva (2.16). Ostaju dvostruko degenerisana
stanja za +m koja odgovaraju istoj apsolutnoj vrednosti |m|. Ovo odgovara projekciji
ugaonog momenta na pravac spoljasnjeg polja.

Kvadratni Starkov efekat se dobija u okviru teorije perturabacija drugog reda.
Ovde éemo navesti postupak dat kod Landaua i LifSica [2]. Sredingerova jednadina u
paraboli¢kim koordinatama atoma vodonika u homogenom stacionarnom elektri¢cnom
polju je takode separabilna sli¢no (2.10) i (2.11) uz dodatak ¢lana koji opisuje prisustvo
spoljasnjeg polja.



(625 + 52 L FFEA[ A =0 @2s)

dé 48
d [ dfr(n) 1 1m> 1_ , B
an (77 o > + lEEU “an ZFW +Bz} f2(n)=0. (2.26)

Ove dve jednacine su identicne osim znaka ¢lana koji ukljucuje polje.

Za parametre razdvajanja uslov (2.12) i dalje vazi dajuci energiju kao funkciju
jacine spoljasnjeg polja. U nultoj aproksimaciji (F = 0) reSenja jednacina (2.25)1(2.26)
su data u obliku

fl (é) = \/Efnlm (58) i f2 (Tl) = \/Efnzm (T[S) (2.27)

gde je prametar € u vezi sa energijom preko

e=v-2E. (2.28)

Odgovarajuce vrednosti za B i B, iz (2.15) (uz zamenu n sa 1/¢€) su

1 1
51(0):<n1+ im|+ = >8, ﬁz(o)z(n2+ Im| + > (2.29)

Funkcije f1(&) za dato € i razliCite vrednosti n; su medusobno ortogonalne. U
okviru teorije perturbacija korekcija drugog reda za parametar razdvajanja ima oblik

s\ (2
F? ‘<”1’52\”1>‘
B =" . (2.30)
1 6n/1§"1 B (m)— i (n})

Jedini elementi sume (2.30) koji su razliciti od nule su

(mI€m 1) = (1~ 112%m) = ~2 2 + ) YLD o 5y
(€% —2) = (1 — 2/E%my ) = YL ”ltz'm')(”ﬁ'm'_l), (2.32)

a imenilac ima oblik
B (n1) — B (ny) = e(ny —my). (2.33)

Jednaline za 3, su istog oblika, pri ¢emu je n; zamenjeno sa n,.
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Ukoliko iskoristimo vezu izmedu energije i parametra €, E = —&?/2, kao i relaciju
(2.12) dobijamo

F2
EZ) = —Bn“ 1702 = 3(ny —n2)? —9m? + 19 , (2.34)

$to odgovara kvadratnom Starkovom efektu. Za atom vodonika u osnovnom stanju for-
mula (2.34) daje E (2) = —(9/4)F? (videti sliku 2.1.b), odakle se dobija polarizabilnost
ovog atoma ot = 9/2.

0 -0.499
E | @ E (b)
-0.05+
-0.500 4
-0.104 ]
-0.501 -
-0.154
—0_20 T T T _0.502 T T T
0 0.01 E 0.02 0 0.01 E 0.02
(a) Linearni Starkov efekat za n = 2, dege- (b) Kvadratni Starkov efekat za vodonik u
nerisana stanja [15] str.214. osnovnom stanju [15] str.214.

Slika 2.1: Linearni i kvadratni Starkov efekat kod atoma vodonika.

11



2.2 Starkov pomak kod viseelektonskih atoma

Starkov efekat postoji i kod atoma sa viSe elektrona, medutim zbog odsustva de-
generacije energetskih nivoa tu se javlja iskljuéivo kvadratni Starkov efekat (ili viseg
reda). Starkov pomak energije osnovnog stanja neutralnog sferno-simetri¢nog atoma
pri malim vrednostima spoljasnjeg homogenog elektricnog polja F < 1 moZe se pred-
staviti u obliku Maklorenovog (Maclaurin) reda AE = —F? /2! — yF* /4! — ..., gde su
o 1 Y dipolna polarizabilnost i druga dipolna hiperpolarizabilnost [16]. Vrednost polari-
zabilnosti moZe da varira za nekoliko redova veli€ine od atoma do atoma posto induko-
vana polarizacija veoma zavisi od veli¢ine elektronskih orbita valentnih elektrona. Ova
zavisnost se moze grubo povezati i sa vrednoSc¢u energije vezivanja valentnog elektrona
Ep (koja se kod neutralnog atoma podudara sa njegovim jonizacionim potencijalom /).
Pokazuje se da se kod vecine atoma red veliCine polarizabilnosti moZe proceniti uzima-
juéi da je skalirana polarizabilnost (2Eg)”c za taj atom reda veli¢ine polarizabilnosti
atoma vodonika (o = 9/2). U tabeli 2.1 su dati jonizacioni potencijal, polarizabilnost i
odgovarajuce skalirane vrednosti za nekoliko razli¢itih atoma.

Tabela 2.1
r

eletl)it(r)i)na Ip(eV) o a(2E3)2 Y(zEB)S/ 12
1 (H) 13.60 4.5 4.5 111.09375
2 (He) 24.59 1.382 4.51424 68.5

3 (Li) 5.39 164.39 25.8 -

4 (Be) 9.32 37.755 17.7 408

5 (B) 8.30 20.5 7.6 -

6 (O 11.26 11.0 8.2 -

7 (N) 14.53 7.43 8.4 -

8 (0) 13.62 6.04 5.41 -

9 (F 17.42 3.76 6.2 -

10 (Ne) 21.56 2.67 6.7 97

18 (Ar) 15.76 8.27 11.1 -

36 (Kr) 14.00 15.77 16.7 -

54 (Xe) 12.13 34.35 27.3 -

Za relativno lake atome skalirane polarizabilnosti su bliske onim za atom vodo-
nika, izuzev za Li i Be. Skalirana polarizabilnost helijuma je skoro indenti¢na kao kod
vodonika. Njen rast sa povecanjem broja elektrona je odreden strukturom atomskih lju-
ski. Helijum ima dodatni 1s elektron u odnosu na vodonik, tj. dva slicna elektrona. S
druge strane Li i Be imaju elektrone u 2s podljusci. Unutrasnji (1s) elektroni odbijaju
ove elektrone dalje od uobicajnih poloZaja i polarizabilnost znacajno raste.
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2.3 Stopa jonizacije atoma vodonika u spoljasnjem elektricnom polju

Stopa jonizacije (tj. verovatnoca jonizacije u jedinici vremena) atoma vodonika u
osnovnom stanju pod uticajem slabog spoljasnjeg stacionarnog elektri¢nog polja (F <
1) moze se odrediti racunajuéi struju verovatnoée za elektron koji tuneliranjem kroz
potencijalnu barijeru napusta atom [2]. Ako je uticaj polja dat izrazom (2.2) (u refe-
renci [2] je H' = Fz) potencijalna barijera je smeStena duz & koordinate, a jonizaciji
atoma odgovara nalaZenje elektrona u oblasti velikih vrednosti koordinate & i malih
vrednosti 1. Prema tome, da bi se dobila stopa jonizacije potrebno je odrediti oblik
talasne funkcije izlaznog elektrona pri velikim vrednostima &.

Talasna funkcija osnovnog stanja atoma vodonika van polja (u atomskim jedini-
cama) glasi

—r

e
= ) 2.35
Yo NG (2.35)
U parabolickim koordinatama ova talasna funkcija ima oblik
_ &
2
¢ (2.36)

W0=ﬁ~

Isti izraz daju jednacine (2.19) i (2.20) za ny = np = m = 0. Potrazimo sada talasnu
funkciju najniZeg stanja atoma vodonika u oblasti velike vrednosti parametra & i malih

n u prisustvu spoljasnjeg polja. Uvodeéi smenu x(&,1) = /EW(E,N) i uzimajuéi

vrednosti E = —1/2, m =01 ; = 1/2 koje odgovaraju osnovnom stanju, jednacina
(2.25) poprima oblik
a2%+ Lol e oo (2.37)
gE2 T |28 Tag2 T4t T | kT '

Neka je &y neka vrednost koordinate & koja je dovoljno velika da se nalazi unutar
barijere, a dovoljno mala da je energija polja zanemarljiva. Sledi 1 < §y < &1, gde je &
vrednost koordinate £ u izlaznoj tacki barijere. U oblasti & > &, se moZe primeniti se-
miklasi¢na (WKB) aproksimacija za talasnu funkciju (videti formule (50.2) u referenci
[2]). Uzimajudi u obzir da reSenje jednacine (2.37) mora u tacki § = &j da zadovoljava

1/2

grani¢ni uslov x/&"/= = yy, WKB talasna funkcija ) u oblasti izvan barijere (izlazni

talas) ima oblik
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¢
g Sl _7‘l+§0+i/pd§+£ , (2.38)
Tp 2 4

%
gde je

p(é)z\/%+é+}fa—}l. (239)

Uocimo da integral |, ééo pd& u eksponentu izraza (2.38) ima realni i imaginarni deo
posto je impuls p izvan barijere (§ > &;) realan, a unutar nje (§y < & < &) imaginaran.

g, 3 ¢ (au)

60 80

E/4 =-1/8

0o | U()

Slika 2.2: Potencijalna barijera duz & koordinate (U = —1/(4€) —1/(8&?)
—F&/8, F =0.02). U tacki &, se postavlja grani¢ni uslov koji povezuje izlazni ta-
las i talasnu funkciju osnovnog stanja atoma vodonika (/ \/E = ) dok je &; izlazna
taCka barijere.

Za odredivanje stope jonizacije bi¢e nam potreban kvadrat modula od ). Posto
imaginarni delovi eksponenta u izrazu (2.38) ne igraju nikakvu ulogu u |x |2, sledi

&
-n-2 [|pld§—&o
=—e¢ % .

|x|2 §0|p0|
p

(2.40)

Vrednost koordinate & u izlaznoj tacki barijere &; je odredena uslovom p(&;) =
0. U slucaju slabih polja (F < 1) je & ~ 1/F. U oblasti £ > 1 je priblizno p =
VFE—1/241/(2E\/FE —1)i (s obziromdaje 1 < & < 1/F) |pol = |p(&0)| =~ 1/2.
Koristedi priblizni izraz za impuls, integral po & u (2.40) se moZe reSiti analiti¢ki, §to
daje

2
P = ——e 3 . 2.41)
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Stopa jonizacije w je jednaka ukupnoj struji verovatnoce za elektron koji napusSta
barijeru. Posto elektron u principu odlazi u pravcu polja (z-ose), a gustina struje vero-
vatnoce se tada moze napisati kao j = |y|?v,, gde je v, brzina elektrona u pravcu z—ose,
ukupna struja se moze izraCunati kao integral od j kroz ravan normalnu na z—osu

w= / \w|?v. 2mp dp. (2.42)
0

Ovdejep = V2 —22=/En, |w|* = x|* /&, av, = \/2(E — V) je brzina elek-
trona po napustanju barijere. Posto je E ~ —% iVR2U=—1/2E)—1/(4E%)—FE/4
(videti drugu od jednacina (77.12) u [2]) sledi v, ~ v/ (—1 —4U(§) = 2p. U ovoj oblasti
& je mnogo veée od jedinice i sporo se menja dok su vrednosti promenljive 17 male i

ona se menja brzo. Tada je dp = d (\/én) S %\/é/n dn. Prema tome
w:Zn/\x]Zp dn. (2.43)
0

Zamenjujuci izraz (2.41) u (2.43), nakon integracije po 1, sledi

2

W= e, (2.44)
F w 10 °[
[ J

002  6.6765x 10713 sl .
0.03 2.9782x 1078 L .
0.04 5.7777 x 107° = . .
0.05 1.2957 x 104 106
0.06 9.9636 x 10~* = e
0.07 4.1766 x 1073 109
0.08 1.2018 x 1072 -
0.09 2.6966 x 1072 i

5 1012 v v 1 v v v L e by
0.10 5.0905 x 10 000 002 004 006 0.8

F(au.)

Tabela 2.2: Stopa jonizacije
prema formuli (2.44) za neko-

liko vrednosti jacine polja F'. jedinicama.
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Slika 2.3: Graficki prikaz rezultata zavisnosti w od
F iz tabele 2.2. Sve vrednosti su date u atomskim



2.4 Uopstenje formule za stopu jonizacije na druga stanja i atome.
PPT i ADK formula

Nacin na koji je izvedena stopa jonizacije za atom vodonika u elektricnom polju se
moze primeniti i na tzv. vodoniku slicne atome, tj. pozitivne jone koji imaju samo jedan

elektron (He™, Li™™, itd.). Ako je Z naelektrisanje jezgra, izraz (2.44) se u opstava na

7’ 273
—4= S 2.45
V=R ( 3F ) (2:45)

Posto je energija vezivanja elektrona u osnovnom stanju ovakvog jona Eg = Z2 /2, izraz

(2.45) se mozZe napisati i u obliku

R 2F

gde je Fy = (2Ep)3/2.

Uopstenje ovog izraza na druga vodonicna stanja su prvi razmatrali Smirnov (Smir-
nov) i Cibisov (Chibisov) [17], ali su korektnu formulu izveli tek Perelomov, Popov i
Terentev [3]. Neka je Wy = Ry (7)Y (9, @) redenje Sredingerove jednadine za atom
izvan polja koje opisuje stanje odredeno kvantnim brojevima n,l,m. Kao i u slucaju
osnovnog stanja atoma vodonika, osnovna ideja je da se ova talasna funkcija 1 WKB
talasna funkcija glatko povezu u nekoj tacki &y unutar barijere, tj. 1 < k&) < Fy/F,
i na taj nacin odredi nepoznata konstanta koja figuriSe u WKB funkciji. Ovde je Kk =
(2Ep)'/2 i Fy = 3, pri éemu je sada Ep = Z%/(2n?) (dakle x = Z/n). U ovoj oblasti ra-
dijalni deo talasne funkcije moze biti predstavljen u svom asimptotskom obliku R,;(r) =
Cu® 2 (kr)" exp(—xr), gde je Cpy = (—1)"1=12"/\/n(n+1)!(n— 1 — 1)! [3]. Kako

nas interesuje talasna funkcija u blizini z-ose, gde je & veliko i 1 malo, preeksponenci-

jalni deo u radijalnom &lanu R,,;(r) moZe biti napisan kao #"~! = (£ /2)"~!. Sli¢no kod
sfernih harmonika ¥,, (9, @) glavna zavisnost je oblika (1 — cos? (9)) Imi/2 (4n/é§) ml/2,
Kao posledica toga talasna funkcija atoma (van polja) napisana u parabolickim koordi-

natama u ovoj oblasti priblizno ima oblik
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n—|ml|/2—1
Ynim (ganv (P) =Cu Kn+1/2¢e7’<§/27‘[|m‘/2efKTl/2><

on—|m|—1
(21+1) (I —|m])! (I + |m])! .
\/ Am(l+|m|)! [2m||m]!(l—|m’)g}e P (2.47)

Clan u zagradi je koeficijent asociranog LeZendrovog polinoma Pl‘m| (x).

Zamenom (2.47) u Sredingerovu jednadinu u paraboli¢kim koordinatama, dobija
se da su separacione konstante (2.29) oblika B,/kx = (|m|+1) /21 B1/x = n— (|m| +
1)/2. U sledeCem koraku se talasna funkcija (2.47) glatko povezuje sa WKB talasnom
funkcijom i tako odreduje konstanta koja figuriSe u ovoj drugoj. Analogna procedura
kao u slucaju osnovnog stanja atoma vodonika daje stopu jonizacije za proizvoljno po-

¢etno vodoni¢no stanje [3]

o QLD (I |m)) [ 2Fy 2 25,
W= 1B i xp(~52 ) @49

pri &emu je Ep = Z2/(2n?), Fy = (2Ep)3/* i

22n

Cul? = .
Gl n(n+0)!(n—1—1)!

(2.49)

Kod vecine atoma koji nisu vodonikovog tipa proces jonizacije pod dejstvom spo-
ljasnjeg elektri¢nog polja moZe se opisati na sli¢an nacin kao kod vodoniku sli¢nih
atoma. Ako je Z ukupno naelektrisanje atomskog ostatka nakon jonizacije, onda se
energija vezivanja elektrona (koji pri jonizaciji biva izbacen) moZe napisati u obliku
Eg=27°/ 2n*2, gde je n* tzv. efektivni glavni kvantni broj. Ovaj broj za razliku
od glavnog kvantnog broja n nije ceo, a razlika 4 = n —n* je poznata kao kvantni
defekt. Zamenjujuci u formuli (2.48) glavni kvantni broj odgovaraju¢im efektivnim
n—n*=27/ \/E i sli¢no za orbitalni kvantni broj [ — I* = nj— 1, gde je n;) efektivni
glavni kvantni broj najniZeg stanja za orbitalni kvantni broj /, dobija se izraz za stopu

jonizacije za proizvoljni (nevodonic¢ni) atom

20+ 1) (1+|m|)! [ 2F,\ 2" Im-! 2F,
— |Crs|PE ( = —— . 2.50
W= Gt (1 )1 \ F AT (220

17



Formulu (2.50) (1 (2.48) kao njen specijalni slucaj) su prvi dobili Perelomov, Popov 1
Terentev (PPT formula) [3]. Konstanta |C,+|? je za vodoniku sli¢ne atome data izra-
zom (2.49), dok se u opstem slucaju odreduje kao kvadrat modula koeficijenta atomske
talasne funkcije u asimptotskoj oblasti kr > 1. Ovi koeficijenti se mogu naci u pri-
ruc¢nicima referentnih podatka za atome i jone [18]. Amosov, Delone 1 Krainov [4] su

predlozili sledece uopStenje izraza (2.49) za nevodonicne atome

*

22n

’Cn*l*‘zz * * * * *)
[ (n*+1*+1)T (n* —1*)

(2.51)

gde je I'(x) gama funkcija. Formula (2.50) uz izraz (2.51) se obi¢no naziva Amosov-
Delone-Krainov (ADK) formula. U formuli (2.51) se u slucaju velikih kvantnih brojeva
moZe primeniti Stirlingova (Stirling) aproksimacija za faktorijele tako da se umesto nje

Cesto koristi izraz [4]

|Cere|* = ( ) ( ) (2.52)

n*2 o 1*2 n* — I* 2t
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3 Metod kompleksne rotacije

3.1 Osnovne ideje

Kao §to smo pomenuli u uvodu, rezonantna stanja se mogu tretirati kao svo-
jstvena stanja hamiltonijana koja, poSto se asimptotski ponaSaju kao odlazeéi talas,
nisu kvadratno-integrabilna i koja odgovaraju kompleksnim vrednostima svojstvenih
energija. Ako je H hamiltonijan posmatranog sistema, a y(7) talasna funkcija nekog
rezonantnog stanja, onda je

HW(?) :Eresll/(?)a (3.1

gde je E,.s odgovaraju¢a kompleksna svojstvena energija. Metod kompleksne rotacije
omogucéava odredivanje ovakvih reSenja svojstvenog problema (3.1). Osnovna ideja
metoda je da se talasna funkcija rezonantnog stanja primenom transformacije

r— reie, 3.2)

gde je O realan i pozitivan parameter, nacini kvadratno-integrabilnom. Uvedimo opera-
tor kompleksne rotacije R(6) na slede¢i nacin [19]

R(O)y () = y(7e) = o (7). (3.3)

Deluju¢i ovim operatorom na obe strane jednacine (3.1) sledi da je rotirana talasna
funkcija yy(7) reSenje svojstvenog problema

Hg Yo (?) = Eyes Yo (?) ) (3.4)

gde je
Hg =R(0)HR'(0) (3.5)

tzv. (kompleksno) rotirani hamiltonijan. Za razliku od originalnog hamiltonijana roti-
rani hamiltonijan nije ermitski operator (sem u trivijalnom slucaju 6 = 0 kada se Hy
svodi na H). Medutim, bez obzira na to, ako pri nekoj vrednosti ugla 6 rotirana ta-
lasna funkcija yy (¥) postaje kvadratno-integrabilna, svojstveni problem (3.4) se moze
reSiti nekim standardnim metodom (npr. dijagonalizacijom rotiranog hamiltonijana u
pogodnom bazisu).
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Metod kompleksne rotacije je posebno pogodan za raCunanje rezonantnih stanja
kod sistema sa Kulonovom interakcijom posto se tada potencijalna energija V skalira
kao Vg = Ve™®. S druge strane, posto se pri transformaciji (3.2) operator impulsa
transformiSe kao

P — pe 9, (3.6)

operator kinetiCke energije T =X, p% /2 se skalira kao Ty = Te~%%. Prema tome, ako je
H =T +V hamiltonijan nekog kulonskog sistema, rotirani hamiltonijan e biti oblika

Ho=Te %0 4ye®, (3.7)

3.2 Energetski spektar hamiltonijana i polovi matrice rasejanja

Razmotrimo spektar hamiltonijana pre 1 nakon rotacije. Spektar nerotiranog ha-
miltonijana je direktno odreden poloZajem polova matrice rasejanja (S-matrice) u ravni
kompleksnog impulsa (k-ravan) odnosno kompleksne energije. Ova matrica predstav-
lja unitarni operator koji prevodi sistem iz asimptotskog slobodnog stanja pre sudara
V; u asimptotsko slobodno stanje nakon sudara yy. Kvadrat modula matri¢nih ele-
menata ovog operatora ‘<l[/f N IV,> ]2 je proporcionalan eksperimentalno detektabilnim
veli¢inama, kao sto je diferencijalni efikasni presek, odnosno verovatnoci prelaza iz ini-
cijalnog u finalno stanje. Objasnjenje takozvanog rezonantnog rasejanja se moze dobiti

analizom osobina S-matrice. Postoje tri odvojena dela spektra koja su ovde od znacaja
(slika 3.1.a):

1. Polovi koji odgovaraju vezanim stanjima (ukoliko postoje) locirani su na negativ-
nom delu realne ose energetske ravni (beli krugovi);

2. Skup zaseka (talasaste linije) se prostiru od elasti¢nih 1 neelasti¢nih pragova (crni
krugovi) pa sve do beskonacnosti u pozitivnom smeru realne energetske ose. Pri
tome se (npr. u jednokanalnom slucaju) gornja polovina k-ravni preslikava na
fizicki deo Rimanove (Riemann) energetske povrsi (tzv. prvi energetski list), dok
se donja polovina k-ravni preslikava na nefizicki deo Rimanove energetske povrsi
(drugi energetski list);

3. Polovi koji odgovaraju rezonantnim stanjima se nalaze u blizini zaseka i skriveni
su u viSim delovima Rimanove povrsi.
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Im(E) Im(E)

vezana stanja | pragovi za rasejanje vezana stanja | pragovi za rasejanje

FTTTT T e/ TV T T e

R Ak

skrivena otkrivena
rezonantna stanja rezonantna stanja

a) b)

O—O0—O0—0—

Slika 3.1: Spektar H i Hg u energetskoj ravni.

Da bi se rezonantni polovi locirali potrebno je izvrSiti analiti¢ki prelaz sa fizicke
oblasti rasejanja na nefizicku Rimanovu povrs. Kompleksna rotacija koordinata se moze
posmatrati kao jedan takav analiti¢ki prelaz. Nakon kompleksne rotacije spektar hamil-
tonijana se transformise na sledeéi naCin (slika 3.1.b):

1. Polovi vezanih stanja ostaju neizmenjenti;

2. Zaseci su sada rotirani za ugao 26 u odnosu na realnu osu u smeru kazaljke na
Casovniku;

3. Rezonantni polovi su otkriveni u odnosu na zaseke ukoliko je ugao rotiranja veci

od EArg(E,es), gde je E,.; kompleksna energija rezonance, t.].

r .
Eyes = E — 15 = ‘Eres’ eilﬁ~ (38)

Ovde je B fazni faktor kompleksne energije, a £ i I su pozicija odnosno S$irina
rezonance. Matemati¢ki dokaz navedenih osobina izveli su Agiler (Aguiler), Balslev
(Balslev) 1 Kombes (Kombes) u radovima [20, 21]. Na slici 3.1 je prikazana promena
energetskog spektra pri transformaciji 7 — 7¢. Deo (a) na slici odgovara spektru ne-
rotiranog hamiltonijana. Rezonantna stanja su ovde maskirana kontinualnim stanjima
rasejanja (talasasta kriva). Deo (b) prikazuje spektar rotiranog hamiltonijana. Prime-
nom date transformacije zaseci se rotiraju za ugao 26, dok vezana stanja, jonizacioni
pragovi 1 rezonantna stanja ostaju invarijantni.
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3.3 Tehnika racunanja (metod stabilizacije i kompleksne trajektorije)

Prvi korak kod primene metoda kompleksne rotacije je odabir optimalne talasne
funkcije koja treba da opiSe trazeno rezonantno stanje. Ova funkcija se najces¢e zadaje
u obliku razvoja po nekom bazisu koji mora da bude kompletan u smislu da pokriva
pored diskretnog 1 kontinualni deo spektra. Bazne funkcije u principu zavise od jednog
ili viSe parametara Cijim se variranjem dolazi do optimalne talasne funkcije. U tu svrhu
moze se iskoristiti metod stabilizacije [22, 23]. Za neko izabrano 0 traZi se tzv. plato
stabilizacije, tj. interval varijacionog parametra gde se kompleksna svojstvena energija
koja odgovara traZenom rezonantnom stanju najsporije menja. Ovaj metod se oslanja na
¢injenicu da rezonantna stanja imaju vecu amplitudu u unutraS$njoj oblasti u poredenju
sa stanjima rasejanja, tj. rezonantna stanja su bolje lokalizovana. Posledica ovoga je ta
da je rezonantna talasna funkcija manje osetljiva na promenu nekih parametara, dok se
talasna funkcija stanja rasejanja menja intenzivnije.

U sledecem koraku primenjujemo metod kompleksne rotacije na platou stabiliza-
cije. Zaneku vrednost varijacionog parametra na platou varira se ugao 6, ¢cime se dobija
tzv. kompleksna (ili 0) trajektorija (Re[E.s(0)],Im[Es(0)]), a zatim se izabere vred-
nost ugla 6 = 6,,; gde se svojstvena vrednost kompleksne energije E,.s (6) najsporije
menja (tj. gde su tacke trajektorije najgusce). Tako se dobija stacionarna tacka varira-
nja koja odgovara kompleksnoj svojstvenoj vrednosti Eyes = Ejes (6,),). MatematiCki
zapisano stacionarna tacka je odredena uslovima

(a ‘Eres| /806) =0, (3.9)

=0 pt

(9 |Eres| /90)g—g

opt

=0, (3.10)

gde je o varijacioni parametar. U vecini proracuna na malim sistemima veoma tacni
rezultati se dobijaju koristeéi ova dva uslova kao i uobicajni uslov za konvergenciju
uzimajuci u obzir red razvoja N

(9 |Eres| /ON) g—g

opt ,O=0opr

3.11)

Uocimo da ovaj postupak ima sli¢nosti sa Rejli-Ritcovom varijacionom metodom
za racunanje energija vezanih stanja, s tom razlikom S$to ovde stacionarna tacka ne od-
govara minimumu energije, osim u specijalnom slucaju kada je 6 = 0, tj. kada su
svojstvene energije realne. Ukoliko metod konvergira, osim §to je na mestima gde su
locirani rezonantni polovi promena kompleksne energije u funkciji ugla 6 minimalna,
u njihovoj blizini takode razliCite kompleksne trajektorije konvergiraju jedna drugoj.
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3.4 Kompleksni svojstveni problem

ReSavanje svojstvenog problema (3.4) se nacesSce vrsi dijagonalizacijom rotiranog
hamiltonijana u nekom pogodnom bazisu ¢;. Kao §to smo ve¢ pomenuli ovaj bazis
mora da bude kompletan u smislu da pokriva i diskretni 1 kontinualni deo spektra ha-
miltonijana. Neka je

Vo =) cj0; (3.12)
j

razvoj probne talasne funkcije Wy u tom bazisu.
Razmotrimo prvo sluc¢aj ortonormiranog bazisa. Smenom (3.12) u (3.4) 1 skalar-
nim mnoZenjem proizvoljnim elementom bazisa ¢; sledi

(¢:|Ho —E|yp) Zc, — §;jE) = (3.13)

gde je (¢i|¢;) = &;j i
Hf = (¢;|Ho|0;). (3.14)

Ovde radi kraCeg zapisa kompleksne svojstvene energije obeleZzavamo sa E. U matric-
noj notaciji sistem linearnih jednacina (3.13) postaje

H(6)X (6)=E(8)IX (6), (3.15)

gde je H(60) matrica rotiranog hamiltonijana u izabranom bazisu, / jedini¢na matrica,
a X (0) matrice kolone sa koeficijentima c;. PoSto se svojstvena vrednost E menja sa
promenom ugla 6, jasno je da ce i koeficijenti c;, odnosno cela matrica kolona X (0)
koja odgovara toj svojstvenoj vrednosti, zavisiti od 6.

Kompleksni svojstveni problem moZe biti reSen na primer redukovanjem matrice
H na gornju Hesenbergovu (Hessenberg) formu [24], 1 ceo energetski spektar moZe biti
dobijen u jednoj dijagonalizaciji. Ponavljajuéi dijagonalizaciju za razli¢ite vrednosti
ugla 6 dobijamo mogucénost da ispitamo konvergentno ponasanje celokupnog spektra
svojstvenih vrednosti u funkciji promene ugla 6. Prednost ovakvog pristupa je mogué-
nost da se viSe rezonantnih stanja ispituje istovremeno u okviru istog svojstvenog spek-
tra. Glavnih nedostatak je da veliina matrica koje figuriSu u svojstvenom problemu
mora iz tehnickih razloga da bude ogranicena.

U sucaju kada se probna talasna funkcija razvija po nekom neortogonalnom bazisu
(Sto je Cest slucaj kada bazis pokriva i kontinualni deo spektra) dolazi do modifikacije
svojstvenog problema (3.13). U tom slucaju se dobija uopsteni kompleksni svojstveni
problem

23



Y cj(Hjj—SiE) =0, (3.16)
J

gde su S;; = <¢,~|(bj> uobicajni matri¢ni elementi prepokrivanja. U matri¢noj notaciji
(3.16) postaje

H(6)X(0)=E (6)SX(0). (3.17)

Svodenje uopsStenog svojstvenog problema (3.17) na formu (3.15) moZe se ostvariti
mnozZenjem (3.17) inverznom matricom S ~! matrice S. Jednacina (3.17) postaje

ST'H(6)X(6)=H'(0)X(0) =E(0)X(6). (3.18)

Ovakav proizvod, medutim, moze dovesti do odredenih nestabilnosti, pogotovu kada
su dimenzije kompleksnog svojstvenog problema izuzetno velike. JoS jedna procedura
koja se Cesto koristi a koja je numericki stabilnija je metod dekompozicije. Pretpostav-
ljajuci da se u racunu koriste realne funkcije, matrica S se moZe napisati kao proizvod
gornje trouglaste matrice A i njene transponovane A7 | t.j.

S=ATA. (3.19)

Stavljajuéi I = A~ 'A izmedu H(0)iX(6) saleve strane (3.18) dobijamo
H(0)A™'AX () =E (0)ATAX (0). (3.20)
Kako je E(0) dijagonalna matrica, jednacina (3.20) se moZe transformisati na formu
(3.15), t;.
B(6)Y(6)=E(6)Y(0), (3.21)
T

gde su Y (6) = AX (0) i B(6) = (A7) 'H(6)A™! = (A7)
ne 1 ermitske matrice.

H(0)A~! simetri¢ne ali

Ovde ¢emo koristiti dva nacina za reSavanje svojstvenog problema - QR 1 Jakobiev
(Jacobi) algoritam koji su razvijeni tokom Sezdesetih godina u programskom jeziku
FORTRAN. Skup procedura i podprograma LAPAK se intenzivno koristi u okviru fi-
zike 1 postoje njihove adaptacije na druge programske jezike.
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4 Sturmijanski bazis

4.1 Istorijska pozadina

Sturmijani su dobili naziv prema Sturm-Liuvilovoj teoriji, oblasti matematike
koju su postavili Sarl Fransoa Sturm (Jacques Charles Francois Sturm) i Zozef Liuvil
(Joseph Liouville). Sturm-Liuvilove jednadine moZemo napisati u obliku:

L%(p@%%)—q@)+MWUﬂuﬂﬂzﬂL n=12,... @.1)

gde su p(r), g(r) i w(r) kontinualne funkcije realnog parametra r. Takode p(r) ima prvi
izvod p '(r) kao neprekidnu funkciju realnog parametra r.

Ako su p(r) > 01iw(r) > Ouintervalu a < r < b i ako za reSenja Sturm-Liuvilovih
jednacina vaze granicni uslovi

up(a)cosoe —p(a)u, (a)sina =0, O0<a<m,

uy (b)cos B — p(b)u, (b)sinf =0, 0<p<m, (4.2)
moze se pokazati da vazi )
(l:/ - ln) /”Z’ (ryw(r)u, (r)dr=0. 4.3)

a

Iz jednaCine (4.3) se mozZe videti da su svojstvene vrednosti A, realne, a da su svojstvene
funkcije koje odgovaraju razlicitim svojstvenim vrednostima ortogonalne ako se njihov
unutra$nji proizvod definiSe u obliku

b
/MZ’ (r)w(r)u, (r)dr=0 akoje A% # Ay, 4.4

a

gde je w(r) tezinski faktor. Ukoliko su gore pomenuti uslovi zadovoljeni, moZe se
pokazati da su svojstvene vrednosti poredane na sledeci nacin

M<h<AZ<-- <A < —> oo, 4.5)

Svaka svojstvena vrednost A, je jednoznacno povezana sa svojstvenom funkcijom u,,(r)
koja ima tacno n — 1 nula u oblasti a < r < b.
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Svojstvene funkcije u,(r) se mogu normirati na sledeci nacin

b

/u:, (rw(r)up(r)dr=28, (4.6)

a

tako da formiraju ortonormirani bazis u Hilbertovom (Hilbert) prostoru sa teZinskom
funkcijom w(r). Sve obi¢ne diferencijalne jednacine drugog reda se mogu transformi-
sati u Stum-Liuvilovu jednadinu.

4.2 Sturmijani i kvantna teorija

Jedan od prvih uspeha kvantne teorije je bilo dobijanje egzaktnog resenja Sredinge-
rove jednaCine za atome vodonikovog tipa. Bilo je prirodno probati da se ove orbitale
iskoriste kao gradivni elementi za talasne funkcije kompleksnijih atoma. Medutim,
ubrzo se uvidelo da tacno predstavljanje talasnih funkcija npr. atoma helijumovog tipa
nije moguce ukoliko je bazis konstruisan isklju¢ivo od orbitala vodonikovog tipa bez
ukljuéivanja kontinualnih stanja. Ova dilema je navela Holoina, Sula i Lovdina da
1959. godine uvedu radijalne talasne funkcije oblika [25]

Uy \r
Ry (r) = % (4.7)
gde u, ;(r) zadovoljavaju jednacinu
1d* 1(1+1) K &k
L& i+l K ke s (r) =0, n=1023,...  (48)

Ovde k ima istu vrednost za sve elemente bazisa. Sul i Lovdin su pokazali da se korek-
tna reprezentacija moze postici koristeéi radijalne funkcije ovog tipa bez ukljucivanja
kontinuma. Naziv “Sturmijani” za ove funkcije dao je Rotenberg (Rotenberg) naglasSa-
vajuéi njihovu vezu sa Sturm-Liuvilovom teorijom. Koriste¢i smene

p(r)—1/2,
K 1(1+1)
q(r) —>E+T,

Aow (r) — k—:l, 4.9)

Sturm-Liuvilova jednagina se svodi na jednadinu (4.8).
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Sturm-Liuvilova jednacina je dovoljno fleksibilna da se njome moZe predstaviti i
standardni tip svojstvenog problema u kvantnoj mehanici, gde su svojstvene vrednosti
A, povezane sa energijom, kao i tzv. “konjugovani svojstveni problem”, gde svojstvene
vrednosti A, predstavljaju teZinske faktore sa kojima je potencijalna energija pomno-
Zena sa ciljem da sva reSenja odgovaraju odredenoj energiji E.

4.3 Jednoelektronski kulonski sturmijani

Rotenberg je definisao Sturmijane kao reSenja jednacine [25]

2

%%——laz—;l)%—E—ln,zVo(r) Uny (r)=0 (4.10)
za bilo koje Vy(r) koje je negativno u oblasti a < r < b. Za skup Sturmijana koje su
koristili Sul i Lovdin &lanovi E — An.1Vo(r) su oblika kao u jednacini (4.8) a bazisi ovog
tipa se nazivaju “kulonski Sturmijani”. Jednoelektronski kulonski Sturmijani imaju
identi¢nu formu kao orbitale vodonikovog tipa, izuzev §to je faktor Z/n koji se javlja u
vodoni¢nim radijalnim funkcijama zamenjujen sa k, koji je isti za sve ¢lanove bazisa.
Jednoelektronski kulonski Sturmijani se mogu predstaviti u obliku

Xnlm (?) :Rnl(r)Ylm(ﬁa(P)a (4.11)

gde su Yy, (9, @) sferni harmonici, dok je radijalna funkcija oblika

Ry (r) = an(2kr) R Fy (L1 — 320 + 23 2kr) (4.12)
sa
3
2k>2 (n+1)!
N, = . 4.13
i)\ ni—1=1)! (4.13)
Ovde je | F(a;b;x) je konfluentna hipergeometrijska funkcija prve vrste
>, (a), x9 a ala+1) ,
Fi(a;bix)= ) ——=1+-x+———">= 4.14
1F1 (a:bx) ; g b wmr)t (4.14)
Ona je na sledeci nacin povezana sa uopStenim Lagerovim polinomima [26]
o+1 o
Ly (x) = 1) +n)1F1(—n;oc+1;x). (4.15)

n!
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Nakon smenan —-n—I[—110 — 2]+ 1 sledi

n+1)!
(2l+1()‘(nzl_1>,1F1(1+1—n;2l+2;x) (4.16)

tako da se kulonski Sturmijani konacno mogu napisati u obliku

2[+1
Lnjfl (X) =

(n—1—1)!

(k) 12y _ ~73/2
Znim (7) = 2K n(n+1)!

(2kr) e K L2 (2kr) Yy (9, 9). (4.17)

Kako kulonski Sturmijani imaju istu formu kao i orbitale vodonikovog tipa uz za-
menu Z/n sa k, sledi da oni moraju da zadovoljavaju Sredingerovu jednaéinu za vo-
doniku sli¢an sistem sa ovom istom zamenom. U atomskim jedinicama ova jednacina
glasi

1 1 nk
[—§V2+§k2 ]xn,m( ) =0. (4.18)

Za neki drugi element ovog bazisa imamo

1 n'k o
—EVZ + Ekz — T] %n/l/m/ (I") = 0 (419)

1z jednacina (4.18) 1 (4.19) se dobijaju sledece relacije

- . 1 1 . o .. nk B
/ &7 ¥y, (7) {—§V2+5k2] Xotm () = / &7 Xyt )2 (), (4.20)

1

/d r%nlm |:__V2+ 2

. . . n'k . .
k2:| X "l ( ) = /d37‘ Xnlm (i") TXn,l/m/ (7") . 4.21)

Ukoliko jednacine (4.20) i (4.21) oduzmemo, koristeci ermitivnost Laplasovog (La-
place) operatora dobijamo

(n—n' /d3rx/l/  (7) xn,m():o, (4.22)
odnosno

/ TG aim () =0 akoje n . 4.23)

Konac¢no, koristeci €injenicu da orbitale vodonikovog tipa zadovoljavaju teoremu Viri-
jala, kao 1 to da su sferni harmonici medusobno ortogonalni, dobijamo

/ d37x:/l/ ' (F) xnlm() 6 67,68 (4.24)

Sto predstavlja relaciju ortonormiranosti za bazis kulonskih Sturmijana sa Kulonovim
potencijalom kao tezinskim faktorom.
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5 Odredivanje energija i Sirina najniZzeg stanja atoma
vodonika u elektricnom polju metodom kompleksne
rotacije

U ovom poglavlju ¢emo proucavati jonizaciju atoma vodonika iz osnovnog stanja
pod uticajem spoljasnjeg statickog elektricnog polja koriste¢i metod kompleksne rota-
cije. Za razliku od analitickog prilaza opisanog u poglavlju 2 gde su energija najnizeg
stanja E 1 stopa jonizacije w kao funkcije jaCine spoljas$njeg polja racunate odvojeno,
ovde ¢emo ove veli¢ine odrediti raunajuci kompleksnu energiju E,.; = E — il"/2 naj-
niZeg stanja ovog sistema koje zbog prisustva polja ima rezonantni karakter. PoSto
se talasna funkcija rezonantnog stanja u asimptotskoj oblasti menja sa vremenom kao
W ~ exp [—(i/h)E,.st], gustina verovatnoée nalaZenja elektrona u toj oblasti opada eks-
ponencijalno kao W/\z ~ exp (—I't/h). Prema tome, stopa jonizacije je proporcionalna
Sirini rezonantnog stanja

W= —. (5.1)

S obzirom da smo usvojili atomski sistem jedinica gde je # = 1, u daljem tekstu ¢emo
pisatiw =T.

Uzimajudi, kao 1 pre, da je spoljaSnje staticko polje F usmereno u negativhom
smeru duz z-ose, hamiltonijan ovog sistema se moZe napisati u obliku

H=T+Vc+Vp, (5.2)

gdesuT = p?/2, Ve = —1/ri Vg = —Fz operator kineti¢ke energije elektrona, Kulonov
potencijal jezgra i €lan koji odreduje uticaj spoljasnjeg polja na elektron.

U poglavlju 3 smo videli da se kompleksne svojstvene energije hamiltonijana koje
odgovaraju rezonantnim stanjima dobijaju reSavanjem kompleksnog svojstvenog pro-
blema odgovarajuéeg rotiranog hamiltonijana Hy i nalazenjem optimalne vrednosti ugla
6 pomocu uslova (3.10). Suma prva dva ¢lana u hamiltonijanu (5.2) nakon komplek-
sne rotacije uzima oblik (3.7) dok treéi ¢lan prelazi u V2 = Vre'®. Svojstveni pro-
blem ovako dobijenog rotiranog hamiltonijana Hg ¢emo reSavati dijagonalizacijom u
Sturmijanskom bazisu. U prethodnom poglavlju smo videli da ovaj bazis nije ortogo-

nalan Sto znaCi da ¢emo imati uopSteni svojstveni problem (izrazi (3.16), (3.17)).
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Posto Sturmijanski bazis zavisi od prametra k, dobijene kompleksne svojstvene energije
¢e zavisiti od dva parametra: ki 8. Kao §to je objasnjeno u poglavlju 3, kompleksna
svojstvena energija koja odgovara traZenom rezonantnom stanju se dobija variranjem
ovih parametara dok ne budu zadovoljeni uslovi stacionarnosti (3.9), (3.10) 1 (3.11).

Pre nego Sto predemo na reSavanje svojstvenog problema od Hg potrebno je odre-
diti matricne elemente koji se pojavljuju u jednacini (3.16). Videcemo da je sve ma-
tricne elemente u Sturmijanskom bazisu moguce predstaviti u analitickom obliku $to
znacajno pojednostavljuje numericki postupak dijagonalizacije. Neki od rezultata pred-
stavljenih u ovom poglavlju su publikovani u referenci [11].

5.1 Racunanje matricnih elemenata

5.1.1 Matricni elementi prepokrivanja

Koristeci bazis jednoelektronskih kulonskih Sturnijana (4.17), matri¢ni elementi
prepokrivanja (skalarni proizvodi baznih funkcija) u jednacini (3.16) glase

si= (2" | 1) (5.3)

Indeksi i 1 j koji prebrojavaju bazne funkcije ovde zamenjuju skupove od tri indeksa
koji karakteriSu kulonske Sturmijane: {n’,',m'} — i, {n,l,m} — j. Zamenjujuéi izraze
(4.17) za bazne funkcije u izraz (5.3) dobijamo

3 [ =11 (n—l—l)!/ .
Slj = 4k \/I’l/(l’l/—Fl/)' l’l(l’l—}—l)' 2 Yl’m’(ﬁv(p)Ylm(ﬁ7¢)dQ

% / drrZ(zkr)l'(2kr)le*2ergf’_+l}_1 (2kr) L2 (2kr). (5.4)
0

Na osnovu uslova ortonormiranosti sfernih harmonika

/ Y (9,9) Vi (8, 0)dQ = 818y (5.5)
Q
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sledi da su svi matri¢ni elementi matrice prepokrivanja nule za koje nisu ispunjeni uslovi
'=1im=m. (5.6)

Da bismo radijalni deo izraza (5.4) pojednostavili uveséemo sledece smene
x=2kr,o=2l4+1,u=n"-1-1,v=n—1-1 (5.7)

1 konstantu

1 F—1—1)! —1—1)!
oL@ ) ! (5.8)
2\ n'(n'+1)! n(n+1)!
Nakon sredivanja, radijalni deo izraza (5.4) postaje

/ oL (1) L% (x) dx. (5.9)
0

Da bi smo ovaj integral sveli na oblik pogodan za primenu relacije ortogonalnosti ge-
neralisanih Lagerovih polinoma

(u+a)!
u!

/xaexL{f (x)LY (x)dx = Ouy » (5.10)
0

primeni¢emo sledecu rekurentnu formulu koja vazi za ove polinome [27]

u

L% (x) = LI (x) — L%] (x). (5.11)

Integral (5.9) postaje

_N / X=X L0 () — L9 ()] [LOH! (x) — L&) ()] dix. (5.12)

Nakon sredivanja ovog izraza dobijamo Cetiri integrala na kojima mogu da se primene
relacije ortogonalnosti (5.10) generalisanih Lagerovih polinoma. Konacno, izraz za
matri¢ne elemente prepokrivanja glasi

S,'j:

(n'+1+1)! {n'—l—l

(n’—l—l)! W l+1 [Snﬁn_énﬁn—l—l} +5n’,n_6n’,n—l}6m’m- (5.13)
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5.1.2 Kineticki matri¢ni elementi

Ako je p operator impulsa elektrona, matri¢ni elementi operatora kineti¢ke energije

Iij = <7Cl'(k)

Nakon rotacije u kompleksnoj ravni za ugao rotacije 0, iskoristimo (3.6) za rotaciju

glase
P
2

xj(.")> : (5.14)

operatora impulsa, (5.14) postaje

. 52
T8 =% < %l_(k) %

x,(k)> : (5.15)

Zamenom operatora impulsa u koordinatnoj reprezentaciji sa p — —iV , (5.15) postaje

V2

o __ —2ie /. k)
Iij =e <%,- —

x,(k)> . (5.16)

Da bi smo izracunali (5.16) polazimo od diferencijalne jednacine (4.18) koju éemo
napisati u obliku

V2 o1, nk] | w\
[—7+§k —7] (xj >_o. (5.17)

Mnozedi je sa leve strane sa < xi(k)‘ dobijamo

Tk x](k>> —o. (5.18)

Odavde, sredivanjem dobijamo matricne elemente kinetickog operatora (5.15)

Tls) _ p2i0 [nk<)(l-(k)

e ) e

Koristeci relaciju ortogonalnosti (4.24) i definiciju (5.3) preklopnih matri¢nih elemenata
S;j konaCno imamo

, 1
Ti?’ — 12200 [51”— ESU] . (5.20)
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5.1.3 Kulonovi matric¢ni elementi

Matricni elementi koji odgovaraju Kulonovom potencijalu V¢ u Sturmijanskom ba-
zisu se direktno dobijaju iz formule (4.24). Konacno, koristeci transformaciju (3.2)
sledi

Ve =—e <Xi(k)

%§k>> — —e""’SSH/némémrm- (5.21)

5.1.4 Matricni elementi spoljasnjeg ¢lana

Uzimaju¢i kao i u poglavlju 2 da je polje usmereno duz z-ose, ¢lan koji u hamilto-
nijanu (5.2) opisuje interakciju elektrona u atomu vodonika sa spoljaSnjim elektriénim
poljem F glasi

Vg = —Fz (5.22)

Posto je ¥ ugao izmedu vektora polozaja elektrona 7 i z ose, potencijalni ¢lan
(5.22) mozemo napisati u obliku:

Vi = —Frcos ¥, (5.23)
tako da je odgovarajuci matri¢ni element
Vijj=—F < 2 |rcos 9| x,(-k)> . (5.24)
Koristeci razlaganje (4.11) dalje sledi
Vi =—F <Rf1’,‘}, |r|Rfj§)> Y [cOS D] Vi) - (5.25)

0

Nakon rotacije r — re'?, ovaj izraz postaje

j k k
V= —Fe® (REL RS ) - Yy 05| Yi). (526)

U nastavku ¢emo razmotriti prvo ugaoni, a zatim i radijalni deo izraza (5.26).
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5.1.4.1 Ugaonideo

Razmotri¢emo najpre deo matri¢nih elemenata (5.26) koji zavise od uglova ¥ i1 ¢,
UL = (Y [cos O] Y) - (5.27)

Ovaj izraz u razvijenom obliku postaje

27 T

Ul = /d<p/sim9cos19Y;m,(19,<p)Y,m(z9,<p)de. (5.28)
0 0

Zamenjujudi izraz za sferne harmonike

_ m 21+1(l_m)‘ 7 im@
Yim (%,0) =(—1) \/ in (l+m)!Pl (cost)e (5.29)
u (5.28) dobijamo:
or Ve JE = = mt T e
T
/sinﬁcosﬁ l’/"/ (cos®) B (cos ) d . (5.30)
0

Integral po uglu ¢ daje Dirakovu (Dirac) delta funkciju

21
/ 040 — 215, . (5.31)
0

tako da uvodecdi konstantu

NU:%\/(21’+1)(21+1)\/E§:J—FZ;;:S;Z%:, (5.32)
(5.30) postaje: i
U§ = Nubum / sin ¥ cos 19Pl’/”/ (cos®) B (cos ) dD. (5.33)
0
Uvodedi smenu cos ¥ = x uz kori$éenje delta funkcije, (5.33) dobija oblik
1
Ul =Ny / xP" (x) P" (x) dx. (5.34)

-1
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Iskoristimo sledecu rekurentnu formulu za asocirane LeZendrove polinome
(I=m)P"(x)=Q2I=1)xP" (x) = (I+m—1)P",(x) =

(= S+ L ), 539

Povecavajuéi vrednost kvantnog broja [ za jedan / — [/ + 1 dobijamo

- _(l—m+1) m (I+m)
Zamenom (5.36) u (5.34) sledi
1
o= [ |G s G ] w63

Integral unutar (5.37) moZemo predstaviti kao zbir integrala

l—m+1) [
IU] = %/PH»I (X) Il (x)dx, (538)
|
i I +m) |
I, = ((2l+””i)) / P, (x) P (x) dx. (5.39)

-1

Oba ova integrala (5.38) 1 (5.39) se lako reSavaju koristeci relaciju ortogonalnosti za
asocirane Lezendrove polinome

1
/le (.X) l’;n (.X) dx = 2y 1 (l/ _m)iélll. (540)
-1

Dobijamo
2(—=m+1) (I'+14m)!

QU+1)2I+3) (' +1 —m)!51'+1”’
2(—m)  (I'+m)!

2= U —1)Q2I'+1) (l/—m)!Sl/_l’l ' (5.42)

Iy, = (5.41)

Koristec¢i ove rezultate, izraz (5.37) se nakon nekoliko transformacija svodi na oblik

F 1 \/(z’+m)!(l—m)!><

Ty @ V),

[(Fbma1) 8yt =m)dy ) (543)
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5.1.4.2 Radijalni deo

Na osnovu (5.41) i (5.42) vidimo da su matri¢ni elementi od Vr razliciti od nule
samo kada je

[=1+1. (5.44)

Prema tome u izrazu (5.26) je dovoljno razmotriti radijalne matri¢ne elemente

RE = (RS

|’

R(k)> (5.45)

nl

koji zadovoljavaju uslove (5.44).
Razmotrimo prvo slucaj [ = I’ + 1 . Formula (5.45) u razvijenom obliku, koristeé¢i
radijalni deo Sturmijana (4.17), glasi

RE+ — 413 (n=0I'-1)! | (n—=1'-2)! "
H W +U) \n(n+10"+1)!

(o)

/ (2kr) 2 P2 2] (k) L2 (2kr) (5.46)
0
Neka je sada
x=2kr, =241, u=n"-1'"-1,v=n-1'-2, 5.47)
1 [(n=U—=1)! | (n—=1"-2)!
Ng = — : 5.48
R4\ n' (0 41! \/n(n+l’+1)! (5.48)
Tada radijalni deo poprima oblik
RIH = N / XL (1) L9 (x) dix. (5.49)

0

Uz primenu relacije ortogonalnosti generalisanih Lagerovih polinoma (5.10), viSestru-
kim kori$¢enjem rekurentne relacije (5.11) dobijamo

/ / / /
. (n'+1)! (0 +1'+1)!
R =4 { g o0 de-aa) 43 B0 +
(' +1'+2)! (' +1+3)!
Sy Ortn = Sl oy Bein =bua] g 530
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Razmotrimo sada slu¢aj [ = I’ — 1. Tada izraz (5.45) u razvijenom obliku glasi

Y — 1))
RE = 48 (' —1'—1) (n=0)!
J n (W +0U) \|n(n+l'—1)!

/ ke T P 20 k) L2 (2kr)dr. (5.51)
0

Ponovo uvedeci smene radi jednostavnijeg zapisa

x=2kr,B=2'"-1,u=n~-1I'"-1,v=n-"I (5.52)
1 =U-1) (n—=1")!
= 5.53
Ne = % n (n' 4-1')! \/n(n—l—l’—l)!’ (5-53)
dobijamo oo
RZI;_ =N, /xﬁHe_xLEJr2 (x) LP (x) dx. (5.54)
0

Uz primenu relacije ortogonalnosti generalisanih Lagerovih polinoma (5.10), viSestru-
kim kori$¢enjem rekurentne relacije (5.11) dobijamo

N n+1'+1
RF _N {W [5n’—ln+36n’+ln 35n’,n_5n’+2,n]+

(' +1')!

m [36n’—1,n + 6n’+1,n - 36n’,n - 6n’—27n} } . (5.55)

Kona¢no matri¢ne elemente ¢lana (5.22) koji u hamiltonijanu opisuje uticaj spoljasnjeg
polja moZemo zapisati u obliku

!/

\/ (I'+m)!( m)'
X
\/(21+1 @ +1) V (=m)t(+m)!

REE (1 4m+1) 8y +RE( =m)dy 18,0, (5.56)

6 _
VEij=—

37



5.2 Rezultati

Kao $to je reCeno na pocetku ovog poglavlja, energiju najniZzeg stanja E i odgova-
rajucu rezonantnu Sirinu I" (odnosno stopu jonizacije w) atoma vodonika u spoljasnjem
elektricnom polju ¢emo odrediti racunajuci kompleksnu energiju E,.; najnizeg stanja
ovog sistema, odnosno njen realni i imaginarni deo

E =Re(Eps), (5.57)
I = —2Im(Ep). (5.58)

Prva faza u raCunanju kompleksne energije rezonantnog stanja je pronalazenje pla-
toa stabilizacije (videti poglavlje 3.3). U naSem slucaju to ¢e biti interval vrednosti
parametra k gde se realni delovi odgovarajuéih kompleksnih svojstvenih energija roti-
ranog hamiltonijana veoma sporo menjaju pri variranju tog parametra. U tom cilju za
datu vrednost spoljasnjeg polja F treba izabrati neku vrednost ugla rotacije 0 pri kojoj
se u dijagramu zavisnosti energije E od parametra k ovaj plato jasno uocava (slika 5.1).

Analizom energetskih nivoa E;(k) pri promeni parametra k uo¢avamo da vrednosti
energije rezonantnog stanja odgovara ona vrednost gde funkcije E;(k) pokazuju staci-
onarno ponaSanje. Sa grafika se jasno vidi da plato stabilizacije koji odgovara najnizem
stanju formira vise svojstvenih vrednosti hamiltonijana (5.2) ali u razli¢itim intervalima
vrednosti parametra k. Ovo proizilazi iz ¢injenice da je u okviru varijacionog metoda
moguce dobro reprodukovati svojstvene vrednosti pogodnim odabirom probnih talasnih
funkcija. Prvi grafik na slici 5.1 odgovara slucaju F' = 0, tj. osnovnom stanju atoma vo-
donika, koje nije rezonantno, tako da je ovde 6 = 0, ali je raCunato kao test radi provere
tatnosti metoda. Ukljudivanjem slabog spoljasnjeg polja vrednost energije najnizeg
(sada rezonantnog) stanja se ne menja u velikoj meri u odnosu na pocetnu vrednost -0.5
(atomskih jedinica). Porastom jacine polja energija najniZeg stanja se pomera ka niZim
vrednostima pri ¢emu je potrebno izabrati veéi ugao rotacije 8. Ovo moZemo protu-
maciti ¢injenicom da porastom jaine polja sedlasta tacka potencijala Vi (slika 1.2.b)
se pomera nhaniZe i najniZe rezonantno stanje se priblizava kontinumu. Uticaj konti-
nualnih stanja postaje sve znacajniji i potrebno je hamiltonijan rotirati za veci ugao u
kompleksnoj ravni da bi se njima zaklonjena rezonantna stanja otkrila.

Precizne vrednosti energije i Sirine rezonanci dobijaju se u sledecoj fazi metoda
kompleksne rotacije analizom 0-trajaktorija. Ove trajektorije su neprekidne linije koje
povezuju razlicite vrednosti kompleksne svojstvene energije rotiranog hamiltonijana
koje se dobijaju variranjem ugla rotacije 6 pri fiksnim vrednostima ostalih parametara
(ovde su to k i veli€ina bazisa). Prema tome, svaka trajektorija je ovde okarakterisana
vredos¢u parametra k, koja treba da bude negde na platou stabilizacije, i maksimalnom
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vrednos$¢u indeksa n u izabranom skupu Sturmijanskih baznih funkcija. Kompleksna
energija koja odgovara posmatranom rezonantnom stanju se nalazi u blizini stacionar-
nih taCaka odgovarajuéih O-trajaktorija. Pri variranju ugla 6 sa nekim konstantnim
korakom, stacionarne tacke se prepoznaju po najvecoj gustini tacaka trajektorije u ravni

kompleksne energije.

0.5 T T T T -0.25 T T T r
| 0=0rad ] | @=0rad
F=00au. F=0.05au.
01 // 0375 -
~ — 1 I ]
ut u 0.5061
& -03f 4 & o5+ -0. -
= -0.5 =
07+ N 06251 — E — E-
— E Es — E Es
e — E Eo |
-1.1 1 1 1 -0.75 1 | 1
0.8 1.2 1.6 2.0 24 0.5 0.5875 0.675 0.7625 0.85
k k
0.1 T T T T T T T -0.4 T y T T
L 0=037rad ]
F=0.10 a.u
01751 - 0475 .
~~ I —~ 4
= =}
S -045+ = 8 -055
m m

e 0.5274 e
-0.725— — E, — Ei| -0.625 — E;, — Eu|
— E; Es — E; Es
— E; Eq — Es E¢
-1 . I . . | . -0.7 I | 1

1
0.8 0.975 1.15 1325 1.5 0.9 1175 1.45 1.725 2.0

k
-0.4 T T -0.45 T T T
0=0.5rad
F=020au.
-0.475 — -0.5125
[ -
5 =
& -055 i - & -05751 -0.585
5] - m
-0.6251 — B, — E. -06375Q
— E; Es
L — el
-0.7 1 1 L -0.7 s L L 1 L 1
1.2 1.5 1.8 2.1 24 14 1.7 20 23 26
k k

Slika 5.1: Svojstvene energije E; (realni deo (5.57) kompleksnih svojstvenih vrednosti)
rotiranog hamiltonijana za izabrani ugao 6 u funkciji varijacionog parametra k za razli-
Cite vrednosti spoljasnjeg elektri¢nog polja. Horizontalni deo funkcija E;(k) predstavlja
plato stablizacije za najniZe stanje.
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-3.63x10°°

-3.75x10'5:

= 3.88x10°|
-3.88x

-4.01x10°°

-4.13x10°°
-0.506111

6=0.78 < k=1.17
\ 0~ 044 /
\o\'\.\ '/'/'
k=1.28 i
S

F=0.05a.u.

6=0.78

\ 0=0.12

E=-0.5061
o012 L= 0.000077
.-0.50(13108 . -0.50IG104 . -0.50I6101 -0.506097
Re E

Slika 5.2: Teta trajaktorije koje odgovaraju najniZzem stanju atoma vodonika za spoljas-
nje polje jaCine F = 0.05 a.u. pri vrednostima parametra k = 1.28 (plava boja) u inter-
valuugla 6 €[0.12,0.78], k = 1.17 (crvena boja) u intervalu ugla 6 € [0.12,0.78], k =

0.92 (

) u intervalu ugla 6 € [0.12,0.76]. Optimalni ugao 6 ~ 0.44 rad.

-6.5x10°°

-6.9x10°°

- 7.2x10°8
-(. X -
k=
L
-7.5x1073F y
E=-0.52742
I'= 0.014528
-7.9x10°° , . . . .
-0.52756 -0.52749 052742  -0.52735  -0.52728
Re E

Slika 5.3: Teta trajaktorije koje odgovaraju najniZzem stanju atoma vodonika za spoljas-
nje polje jacine F = 0.10 a.u. pri vrednostima parametra k = 2.34 (plava boja) u inter-
valuugla 0 € [0.32,0.82], k = 1.36 (crvena boja) u intervalu ugla 6 € [0.17,0.86], k =

2.03 (

) u intervalu ugla 6 € [0.29,0.84]. Optimalni ugao 6 ~ 0.55 rad.
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-0.0295 T T T T
F=0.15a.u. “’/
-0.0298 F 6-0.26 / i
8 ~0.58 /
\.\.\ \ /./.
m > " k=178
= 00300 T i
— o0 k=1.63 '\
\20.82
-0.0304 - L
E=-055106
= 0.060037
-0.0306 , . . .
-0.5515 -0.5512 -0.5510 -0.5508 -0.5506
Re E

Slika 5.4: Teta trajaktorije koje odgovaraju najniZzem stanju atoma vodonika za spoljas-
nje polje jaCine F = 0.15 a.u. pri vrednostima parametra k = 1.63 (plava boja) u inter-
valuugla 6 €[0.26,0.8], k = 1.78 (crvena boja) u intervalu ugla 6 € [0.24,0.82], k =

2.71 (

) u intervalu ugla 6 € [0.32,0.76]. Optimalni ugao 6 ~ 0.58 rad.

-5.96x1072 5 : . . - .
6=0.84
\ F=0.20a.u.
. 6=0.29
-6.01x1072 /. 7
k=22 ]
L . e~o.66/ k=20 i
/ 6=0.84 |
=4} 4 .
=-6.05x102| S -
o ‘0.
‘-\.
\.\
-6.11x102 \ .
6=0.29
E=-0.57013
= 0.121227
-6.15x107 , . ! . .
-0.56712 -0.56706 -0.56994  -0.56934  -0.56873
Re E

Slika 5.5: Teta trajaktorije koje odgovaraju najniZzem stanju atoma vodonika za spoljas-
nje polje ja¢ine F = 0.20 a.u. pri vrednostima parametra k = 2.2 (plava boja) u inter-
valuugla 6 €[0.29,0.84], k = 2.0 (crvena boja) u intervalu ugla 6 € [0.29,0.84], k =

2.386 (

) uintervalu ugla 6 € [0.3,0.82]. Optimalni ugao 6 ~ 0.66 rad.
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Nekoliko O-trajaktorija koje odgovaraju najniZem rezonantnom stanju atoma vo-
donika pri razli¢itim vrednostima spoljaS$njeg polja je prikazano na slikama 5.2 - 5.5.
Na svakom od ovih grafika za datu vrednost jacine polja (F = 0.05, 0.1, 0.15 1 0.2)
prikazane su po tri trajektorije odredene za razlicite vrednosti parametra k. Broj tacaka
po trajatoriji je 25. Na svim trajektorijama su jasno vidljive stacionarne tacke koje su za
datu vrednost jaCine polja okarakterisane istom (optimalnom) vrednoS¢u ugla 0 i sve se
nalaze u blizini vrednosti kompleksne energije rezonantnog stanja (crna strelica). Dobi-
jene vrednosti energije i Sirine najniZeg stanja za odgovarajuce jacine polja su navedene
na slikama, a Sira lista za vrednosti polja F u intervalu (0.03, 0.25) je data u Tabeli 5.1.

Tabela 5.1: Energije i Sirine najniZeg stanja atoma vodonika pri razli¢itim vrednostima
jacine polja, dobijene metodom kompleksne rotacije (ovaj rad) i metodom propagacije
talasnog paketa (PTP) [28]. Sve vrednosti su date u atomskim jedinicama.

Polje ovaj rad metod PTP

(a.u) E r E r
0.03 - 0.50207 0.000000022079 - 0.50207425 0.00000002
0.04  -0.50377 0.000003882571 -0.5037718 0.0000039
0.05 -0.50610 0.000077 - 0.5061054 0.0000772
0.06  -0.50920 0.000515 - 0.5092035 0.000515
0.07 -0.51308 0.001847 -0.513075 0.00185
0.08 -0.51756 0.004539 - 0.51756 0.00454
0.09 -0.52241 0.008784 - 0.5224 0.0088
0.10  -0.52741 0.014528 - 0.52745 0.0145
0.11 -0.53242 0.021645 -0.53245 0.0216
0.12  -0.53733 0.029916 -0.5374 0.0299
0.13 -0.54210 0.039173 - 0.54215 0.0392
0.14  -0.54668 0.049258 - 0.54675 0.0493
0.15 -0.55106 0.060037 -0.5512 0.0600
0.16  -0.55525 0.071416 - 0.5554 0.0714
0.17 - 0.55925 0.083290 - 0.55945 0.0832
0.18 - 0.56305 0.095588 -0.5633 0.0955
0.19  -0.56668 0.108252 - 0.567 0.1080
0.20  -0.57013 0.121227 - 0.57055 0.1209
0.21 - 0.57340 0.134473 -0.574 0.134
0.22  -0.57653 0.147956 -0.577 0.147

0.23 - 0.57950 0.161642 -0.58 0.160
0.24  -0.58234 0.175505 -0.583 0.174
0.25 - 0.58504 0.189524 -0.586 0.188
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Na kraju ¢emo uporediti vrednosti za £ 1 I" (odnosno w) dobijene metodom kom-
pleksne rotacije sa vrednostima dobijenim na druge nacine. U tabeli 5.1 su ovde dobi-
jeni rezultati uporedeni sa vrednostima dobijenim metodom propagacije talasnog paketa
[28]. Slaganje rezultata je veoma dobro Sto potvrduje tacnost raCunanja matri¢nih ele-
menata i numericke procedure. Konacno, dobijene vrednosti za I" se pri manjim vred-
nostima jacine polja dobro slaZzu sa vrednostima za stopu jonizacije w dobijenim Lan-
dauovom formulom (2.44) (slika 5.6). Ovo poredenje pokazuje da formula (2.44) daje
pribliZzno dobre vrednosti u oblasti jonizacije tunel efektom, tj. za polja F' < F, gde je F;
kriticna vrednost polja koja razdvaja reZim tuneliranja od reZima jonizacije preko bari-
jere. Kao §to je pomenuto u uvodu, ova vrednost se dobija iz uslova E (Fy) = Vi (F) [11.
Sedlasta tacka barijere je locirana na z-osi i moZe se odrediti iz uslova (dV /dz) —y—o =
0, pri cemu je V = —1/r — Fz, koji daje zy(F) = 1/V/F i Vy(F) = —2+/F. Posto je kod
atoma vodonika Starkov pomak u reZimu tuneliranja mnogo manji od energije osnov-
nog stanja atoma izvan polja, moZe se uzeti da je E(F;) ~ —0.5. U toj aproksimaciji
uslov za kritiénu vrednost polja daje F, = 1/16 = 0.0625. Uzimajudi u obzir Starkov
pomak tacnija vrednost iznosi F; = 0.06517.

U ee— T
i jonizacija © jonizacija :
104 tunel efektom » preko barijer L

Fi
000 005 010 015
F(a.u.)

Slika 5.6: Poredenje Sirina I" najniZeg energetskog nivoa atoma vodonika u spo-
ljasnjem polju F' dobijenih metodom kompleksne rotacije (e plavi krugovi) i formule
(2.44) (puna linija). Vertikalna isprekidana linija oznacava vrednost polja (F ~ 0.065
a.u.) gde je najniZi energetski nivo jednak vrednosti potencijalne barijere na sedlastoj
tacki.
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6 Odredivanje energija i Sirina najnizeg stanja atoma
alkalnih metala u elektricnom polju

U ovom poglavlju ¢emo metod kompleksne rotacije primeniti za odredivanje ener-
gija i §irina najniZeg stanja atoma alkalnih metala u spolja$njem statickom elektricnom
polju na slican nacin kako je to uradeno kod atoma vodonika u prethodnom poglav-
lju. U tom cilju bi¢e razmotreni jednoelektronski modeli koji su u moguénosti da opiSu
jednoelektronske ekscitacije i jonizaciju ovih atoma. Na kraju poglavlja dobijeni re-
zultati za energije i Sirine bi¢e uporedeni sa odgovaraju¢im vrednostima procenjenim
koristeéi razvoj do &etvrtog reda za Starkov pomak odnosno ADK formulu. Rezultati

predstavljeni u ovom poglavlju su publikovani u referencama [29] 1 [30].

6.1 Jednoelektronski opis i aproksimacija zamrznutog atomskog os-

tatka

Alkalni metali su elementi Ia grupe periodnog sistema elemenata i tu spadaju: li-
tijum (Li), natrijum (Na), kalijum (K), rubidijum (Rb), cezijum (Cs) i francijum (Fr).
Glavna karakteristika ovih atoma je da pored elektrona u popunjenim ljuskama (unu-
trasnji ili "core" elektroni) poseduju po jedan valentni eletron. Mnoge osobine alkalnih
metala su upravo odredene ponaSanjem valentnog elektrona. Medutim za korektan opis
dinamike valentnog elektrona neophodno je uzeti u obzir i uticaj unutrasnjih elektrona.
Ukupni orbitalni moment i spin unutrasnjih elektrona jednak je nuli te se na osnovu
toga potencijal koji ovi elektroni formiraju zajedno sa atomskim jezgrom moZe sma-
trati sferno simetri¢nim. Elektroni iz unutrasnjih popunjenih ljuski zapravo ekraniraju
Kulonovo polje jezgra —Z /r tako da se moze uzeti da se valentni elektron krece u ne-
kom efektivnom potencijalu atomskog ostatka V.. (r) (effective core potential - ECP).
S obzirom da je naelektrisanje jezgra Z ekranirano sa Z — 1 elektrona, efektivi potenci-
jal na velikim rastojanjima od jezgra ima oblik Kulonovog potencijala V., = —1/r (slike

6.1a16.3). Za razliku od unutrasnjih elektrona valentni elektron je slabo vezan za jegro.
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Ovo objasnjava mnoge osobine alkalnih metala kao Sto je na primer opticki spektar koji
je odreden prelazima iskljucivo valentnih elektrona.

U najnizem stanju orbitalni ugaoni momenat valentnog elektrona je takode jednak
nuli (/ = 0) 1 odgovarajuca orbitala se moze oznaciti sa ngs, gde je ng najniZza vrednost
glavnog kvantnog broja n ovog elektrona (nyp = 2 za Li, 3 za Na, 4 za K, itd). Ener-
getski nivoi valentnog elektrona atoma alkalnog metala mogu se predstaviti formulom
Ridbergovog (Rydberg) tipa E,; = —1/2n*2, gde je n* = n— Wy (n > ng) efektivni
glavni kvantni broj, a u,,; kvantni defekt. Kvantni defekt predstavlja korekciju kojom se
uzima u obzir uticaj unutraSnjih elektrona na energetske nivoe valentnog elektrona. Za
odredeni alkalni metal ,; je priblizno funkcija samo od / (videti npr. tabelu 8.1 u ref.
[31]). Tada je energija vezivanja valentnog elektrona u najniZem stanju, tj. jonizacioni
potencijal atoma, jednak 7, = 1/ 2n*2, pri ¢emu efektivni glavni kvantni broj n* u ovom
sluc¢aju odgovara orbitali ngps. Uticaj unutraSnjih elektrona na valentni elektron, izraZzen
preko efektivnih kvantnih brojeva, je npr. primenjen pri izvodenju ADK formule (videti
poglavlje 2.4).

Za egzaktnije raCunanje stanja valentnog elektrona (npr. metodom kompleksne ro-
tacije) potrebno je, medutim, poznavati eksplicitnu formu efektivnog potencijala. Raz-
liciti modeli efektivnog potencijala se obi¢no nazivaju pseudopotencijali. Ovakav opis
atoma sa ve¢im brojem elektrona prvi je predlozio nemacki fizicar Hans Gustav Adolf
Helman 1934. godine (videti radove [32] 1 [33]). Primer Helmanovog pseudopoten-
cijala za natrijum 1 cezijum je dat na slici 6.3. Jednoelektronski opis viSeelektronskog
problema zbog svoje jednostavnosti ubrzo je postao predmet interesovanja mnogih na-
ucnika. Razmatrani su razliCiti oblici efektivnog potencijala - od Helmanovog pse-
udopotencijala sa modifikovanim vrednostima parametara koji ¢emo ovde Koristiti, te
viSeparametarskih modela [14], sve do tzv. nelokalnih pseudopotencijala poput onog
koji je predlozio Bardsli (Bardsley) u radu [34].

U okviru modela efektivnog potencijala dalje uvodimo pretpostavku da je uticaj
spoljasnjeg polja na unutras$nje elektrone zanemarljivo mali. Ova aproksimacija, tzv.
aproksimacija zamrznutog atomskog ostatka (frozen-core approximation - FCA), vazi
ukoliko je uzajamna interakcija unutrasnjih elektrona i njihova interakcija sa jezgrom
mnogo intenzivnija od njihove interakcije sa spoljasnjim poljem. Ovaj uslov je ispunjen
ukoliko spoljasnje polje nije isuviSe jako. Interakcija valentnog elektrona sa unutras-
njim elektronima je mnogo slabija od interakcije izmedu samih unutraSnjih elektrona.
Intenzitet ove interakcije naglo opada u procesu jonizacije, odnosno pri udaljavanju va-
lentnog elektrona od atomskog ostatka. Dakle, dinamika valentnog elektrona atoma
alkalnih metala se dobro opisuje ukoliko uracunamo njegovu interakciju sa atomskim

ostatkom 1 spoljasnjim poljem [29].
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Prema tome potencijalna energija valentnog elektrona alkalnih metala u okviru

aproksimacije zamrznutog atomskog ostatka je data formulom
V(r):Vcore(r)_an (6.1)

a hamiltonijan koji opisuje dinamiku ovog elektronaje H =T + V.

Efektivni potencijal atomskog ostatka i spoljaSnji potencijal zajedno formiraju po-
tencijalnu barijeru u obliku sedla. Sedlasta taCka barijere se nalazi na z-osi u tacki
0.

Efektivni potencijal atomskog ostatka V. (r) se za r > |z| moZe aproksimirati ¢istim

z = zy, koja zavisi od jaCine polja i moZe se odrediti iz uslova (dV/dz),_,_o =

Kulonovim potencijalom Ve = —1/r.
(a) energija (a.u.) (b) energija (a.u.)
0.2+ 0.2[4+
LY 4
z (au.) zst  z(au)

~

—& -10 10 20 A1 10 20

-0.6 + -0.6 +

(©) energija (a.u.)

0.2|+

Zg 2 (q.u.)

20 -1'0\ T 10 20
2L \\\\

-0.6 +

V- Fz

Slika 6.1: Potencijalna energija V (r) = Viore(r) — Fz (presek x = y = 0, crvena linija) i
najniZi energetski nivo E valenetnog elektrona natrijuma Na (plava linija) za tri jaCine
spoljasnjeg statickog elektricnog polja: (a) F =0, (b) F =0.008, 1 (c) F = 0.015 a.u.
Efektivni potencijal atomskog ostatka V. (r) je reprezentovan Helmanovim pseudopo-
tentialom (6.8). Slika (b) odgovara tunel jonizaciji, a slika (c) slucaju jonizacije preko
barijere. Kulonov potential Vo = —1/r je predstavljem sivom linijom, a spolja$nje polje
—Fz isprekidanom linijom.

46



Kada polje nije isuvise jako energija najniZeg stanja E(F') leZi ispod sedlaste tacke
(slika.6.1.b) i kao §to smo vec objasnili atom moZe biti jonizovan samo prolaskom elek-
trona kroz barijeru. Porastom jaine polja sedlasta tacka se spusta nanize i kada jacina
prede kriti¢nu vrednost F; elektron ¢e napustiti atom preko potencijalne barijere (slika
6.1.c). Kriticna jacina polja F; mozZe da se odredi izjednaCavanjem energije najniZzeg
stanja atoma i ukupnog potencijala u sedlastoj tacki barijere E(F) = Vg (F). Posto se
kod alkalnih metala efektivni potencijal atomskog ostatka na rastojanjima r > |zy| do-

bro aproksimira Kulonovim potencijalom, F; ¢e biti reSenje jednacine

E(F) =—-2VF, 6.2)
koja ne zavisi od ECP modela. Ovde F; grubo moZe biti procenjena uzimajuci da je
E(F) = E(0) = —I,, $to daje F;, ~ 112, /4. Potencijali jonizacije I, za alkalne metale su

dati u tabeli 6.1.

Tabela 6.1: Vrednosti jonizacionih potencijala I, u atomskim jedinicama za atome
alkalnih metala.

Atom Li Na K Rb Cs Fr

I, 0.19814 0.18886 0.15952 0.15351 0.14310 0.14967

Vrednost grani¢ne jacine polja izmedu jonizacije tunel efektom 1 jonizacije preko
barijere F; moZe se proceniti preciznije ukoliko se uzme u obzir Starkov pomak najnizeg
energetskog nivoa atoma u spolja$njem elektricnom polju. U okviru jedno elektronskog

modela i FCA aproksimacije Starkov pomak moZe da se prikaZe kao

AE(F)=E(F)—E(0) =E (F)+1,. (6.3)

U poglavlju 2.2 je pomenuto da se pri malim vrednostima jacine spoljaSnjeg polja

F (F < 1) Starkov pomak moZe razviti u Maklorenov red

AE=—0——9Y——"", 6.4)

gde su koeficijenti razvoja o i ¥y poznati kao dipolna polarizablnost i druga dipolna
hiperpolarizabilnost, respektivno.

Prema tome, najniZi energetski nivo valentnog elektrona moze da se aproksima-
tivno odredi pomoc¢u jednacine Cetvrtog reda oblika

E(F)=—-I,—o——7—. (6.5)
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Koeficijenati & 1 ¥ su u principu velikih vrednosti za atome sa malim jonizacionim
potencijalima. Njihove vrednosti za alkalne metale su dati u tabeli 6.2. Navedene vred-
nosti za polarizabilnost su odredene eksperimentalno [35], osim za francijum, dok su
vrednosti za hiperpolarizabilnost dobijene teorijski [16]. Za francijum su obe veliCine,
zbog nedostatka podataka, procenjene na osnovu ovde dobijenih numerickih rezultata.

Tabela 6.2: Vrednosti za dipolnu polarizablnost ¢ 1 drugu dipolnu hiperpolarizabilnost
Y. Fi je grani¢na vrednost jacine polja koja razdvaja tunel jonizaciju 1 jonizaciju preko
barijere alkalnih metala. (*) — vrednosti procenjene na osnovu ovde dobijenih numeri-
¢kih rezultata.

Atom o Y Fy
H 4.5 1333.125 0.06517
Li 164.2+1.1 (2.90+£0.09) x 10° 0.01078
Na 162.7+£0.8 (9.56+0.48) x 10° 0.00969
K 290.8+1.4 (3.6 1.1) x 10° 0.00697
Rb 318.8+1.4 (6.241.9) x 10° 0.00645
Cs 401.0£0.6 (1.1£0.2) x 107 0.00562
Fr 350 £ 50 * ~ 107 * 0.00615
-0.154 -
-0.20- -
B
=
& _
-0.254 u
-0.50 H . . R
O.OOI o IO.E)1 o IO.IOZI o IO.O3

F(au.)

Slika 6.2:  Energije valentnog elektrona u najniZzem stanju atoma alkalnih metala u
zavisnosti od jacine spoljaSnjeg polja (obojene linije), dobijene koristeci jednoelektron-
ski model i metod kompleksne rotacije ( plavi krugovi ), zatim (6.5) razvoj do drugog
reda po jacini polja ( ) i razvoj do Cetvrtog reda po jacini polja (crvene linije
—). Vertikalne sive linije odgovaraju granici tunel jonaizacije i jonizaciji preko barijere.
Unete su 1 najniZe vrednosti energije atoma vodonika radi poredenja. 48



6.2 Korigovana ADK formula

Pre nego $to predemo na raCunanje energija i Sirina najniZeg stanja atoma alkalnih
metala u elektricnom polju koriste¢i metod kompleksne rotacije, razmotriéemo ADK
formulu i njenu poboljSanu verziju za taj slucaj.

Kod alkalnih metala u osnovnom stanju orbitalni kvantni broj / valentnog elektrona
ima nultu vrednost / = 0. U ovom slucaju se ADK formula za staticko spoljasnje polje
(2.50) redukuje na oblik

2n*—1
w= \Cn*olzlp (?) e*2F0/3F, (6.6)
gde je n* = Zyore/ /21, efektivni glavni kvantni broj za osnovno stanje, Fy = (211,7)3 2,
ICpeo|* =227 /n*T (n* + 1)T (n*) i I, jonizacioni potencijal, dat u Tabeli 6.1. Naelek-
trisanje atomskog ostatka nakon jonizacije ima vrednost Z.,, = 1.
Posto Starkov pomak energije najniZeg stanja atoma alkalnih metala sa porastom
jacine polja brzo raste, moZe se ocCekivati da ¢e vrednosti dobijene pomocéu formule
(6.6) biti znacajno bolje ukoliko se u njoj izvrsi zamena

I, —E(F)=1,—AE(F). (6.7)

Najjednostavniji nacin da se to uradi je da se iskoristi razvoj (6.5) 1 vrednosti za ¢ 1 y
date u tabeli 6.2. Napomenimo da se zamena (6.7) mora izvesti konsistentno imajuci u
vidu da parametri n* i Fy zavise od ,,.

6.3 Pseudopotencijali i raCunanje matricnih elemenata

Efektivni potencijal atomskog ostatka alkalnih metala moze se predstaviti u rela-
tivno jednostavnom obliku (tzv. pseudopotencijal) sa parametrima koji se biraju tako da
svojstvene energije jednoelektronskog hamiltonijana sa ovim potencijalom §to tacnije
reprodukuje posmatrani atomski spektar. Takav pseudopotencial u principu sadrZi ne-
koliko ¢lanova, medu kojima su obavezno Kulonov ¢lan i kratkodometni ¢lanovi. Oblik
ovih drugih mora biti izabran tako da budu mali izvan atomskog ostatka. Primenlji-
vost pseudopotencijala se zasniva na pretpostavci (koja sledi iz teorije kvantnog defekta
[36]) da se dobra aproksimacije za talasnu funkciju valentnog elektrona izvan atom-
skog ostatka dobija ukoliko efektivni potencijal dobro reprodukuje energetske nivoe
svih Ridbergovih serija atoma.
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6.3.1 Helmanov pseudopotencijal

Jedan od najjednostavnijih modela za efektivni potencijal atomskog ostatka i koji
je primenljiv na atome alkalnih metala je Helmanov pseudopotential [12, 33]

1 A .
Vcore (7‘):—;-1-78 ar. (68)

Ovaj efektivni potencijal pripada klasi lokalnih pseudopotencijala poSto na sve talasne
funkcije deluje na isti nacin. Kratkodometni ¢lan je predstavljen ekraniranim Kulono-
vim potencijalom sa podesivim parametrima A i a. Oc¢igledno, kada se valentni elektron
nalazi daleko od atomskog ostatka (r — o), pseudopotential (6.8) se svodi na Cist Kulo-
nov ¢lan —1/r. Helmanov pseudopotencijal za natrijum i cezijum sa originalnim Hel-
manovim parametarima je prikazan na slici 6.3. Jasno se vidi asimptotsko priblizavanje
Kulonovom potencijalu sa porastom rastojanja.

1 -
Véore
0 _
- 1/r,”
1 'T" | | 7 (a.u.)
0 1 2 3 4 5

Slika 6.3: Helmanov pseudopotencijal sa originalnim Helmanovim parametrima za Na-
trijum (Na: A = 1.826; a = 0.536) i [12, 37]

Parametri A i a za dati atom u principu nisu jednoznacno odredeni i u literaturi
se mogu nadi razlicite vrednosti predloZene od strane razlicitih autora [38, 39]. Ovo je
posledica Cinjenice da je oblik ovog pseudopotentcijala gotovo neosetljiv na varijacije
jednog od parametara ukoliko se drugi simultano prilagodava tako da pseudopotencijal
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reprodukuje istu energiju jonizacije. U tabeli 6.3. su date vrednosti parametara za
natrijum i kalijum koje je predloZio Svarc (Schwarz) [38], te dobijene vrednosti energije
prvog pobudenog stanja (oznacenog sa 2s zbog primene jednoelektronskog modela,
umesto sa (ng + 1)s) u odnosu na osnovno stanje, kao i odgovarajuce eksperimentalne
vrednosti.

Tabela 6.3: Modifikovani parametri A i a Helmanovog pseudopotencijala i energija
prvog pobudenog stanja (u eV). E» su energije koje je dobio Svarc, dok su Erg(exp)
experimentalne vrednosti energija

Atom A a —Ey _E2s(exp)
Na 14 2.267 1.96 1.95
K 18 1.866 1.76 1.73

Vrednosti parametara koje ¢emo koristiti ovde (tabela 6.4) su odabrane tako da po-
tencijal (6.8) za dati atom reprodukuje: (i) taCnu energiju vezivanja valentnog elektrona
u osnovnom stanju, tj. jonizacioni potencijal I, (videti tabelu 6.1) i (ii) Sto je moguce
ta¢nije odgovarajuée energije za dva najniza pobudena stanja nop i (ng+ 1)s (videti
tabelu 6.6).

Tabela 6.4: Vrednosti parametara A 1 a Helmanovog pseudopotencijala za alkalne me-
tale koje ¢emo ovde koristiti.

Atom Li Na K Rb Cs Fr
A 34 21 6.5 4.5 4.6 5.1
a 3.14331 2.54920 1.34523 1.09993 1.00340 1.11600

6.3.2 Matricni elementi za ekranirani Kulonov potencijal

Razmotri¢emo matri¢ne elemente pseudopotencijala (6.8) u bazisu kulonskih Stur-
mijana (4.17). Prvi Clan pseudopotencijala odgovara dugodomentnom Kulonovom po-
tencijalu koji je identiCan potencijalu za slucaj atoma vodonika. Matricne elemente
ovog Clana smo dobili kod analize atoma vodonika i dati su formulom (5.19). Drugi
kratkodometni Clan je ekranirani Kulonov potencijal

e~

VSCI‘ — A

(6.9)

7
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1 njegovi rotirani matri¢ni elementi glase

VljcrO _ieA <Xl(k) e

x,(k)> . (6.10)

Uvedimo smenu a(0) = ae'®, gde je a(0) kompleksni parametar koji zavisi od ugla
rotacije 0. Koristeci izraz (4.17), matri¢ni elementi (6.10) dobijaju oblik

vcr@ 3 (I’Ll—l,—l)! ( _l_l 16/ I'+1 72kr
\%e 4k°A drr(2k
i \/ n'(n'+1")! n(n+1)! rr(2kr)

O LAY (o) 241 (2kr) / Yy (8,9)Y,, (3,9)dQ. (6.11)

Q
Uvodimo sledeée smene
2kr=x,214+1=a,n—l-1=u,n—1—1=v (6.12)
(n—=1-1)! [(n—1-1)!
Neer = k . 6.13
e \/n’(n’—i—l)! nn+1)! (©6.13)
Na osnovu ortonormiranosti sfernih harmonika
/Y[’km’(ﬁ?(p)ylm(ﬁa(p)dgz 61’16m’m7 (614)
Q
jednacina (6.11) se svodi na
V" = Nycr81iSyme A / (1 >LO‘( L% (x) dx. (6.15)

(6)

Uvededi sledecu smenu w(6) =1+ a2k , predhodna jednacina poprima oblik

Vljcre = Nyer 01Oy e ’GA/x e WOV LY () L% (x)dx. (6.16)

Integeral u (6.16) odgovara integeralu 7.414 (4) u knjizi integrala [40],
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C(utv+a+1)(w®)—1)""

/ e O L& () [ (x) dx =
0

ulv! W(G)u+v+a+1
g () [w(8) 2]
X 5 F} (—v,—u, a; (6) 1T ) (6.17)

Na osnovu integrala (6.17) , (6.16) poprima oblik

scr,0 —ib F(u+v+a+1) (W(e)_l)thv
Vij = Nycr Oy Sprme " A uhy! w(9>u+v+a+l

X 5 F] (—v,—u;—v—u— o; w(6) [w(6) _22]> . (6.18)

[w(6) —1]

Uzimajuci eksplicitne vrednosti za smene o, u, v,w uz sredeni izraz

w(O)w(0)-2) { a2_k) r, (6.19)

w(6)—1) (6

dobijamo konacni izraz za matricne elemente kratkodometnog ¢lana Helmanovog pse-
udopotencijala u obliku

, 2k 22 (n'+n—1)! 1
V_s_crﬁ:N r5/5/ —t@A
N TO T T e L
a
2% 1?
X »Fy <l+1—n',l+1—n;1—n’—n;1—[a(e)} > (6.20)

6.3.3 Bardsliev pseudopotencijal

Tacnije vrednosti energetskih nivoa atoma u jednoelektronskom opisu se mogu do-
biti koristeéi nelokalne pseudopotencijale. Parametri u kratkodometnom clanu takvog
pseudopotencijala imaju razlicite vrednosti kada on deluje na razliCita stanja. Ovi pse-
udopotencijali mogu, pored Kulonovog i kratkodometnih ¢lanova, sadrZati i multipolne
Clanove. Jedan takav pseudopotencijal za atome alkalnih metala je predlozio Bardsli
[34]
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1 0y 0y
Veore (1) = —= — - +Vsr (7). (6.21)
core ) r 2(d2—|—1’2)2 2(d2—|—l’2)3 (

Ovde su o 1 o dipolna i kvadrupolna polarizabilnost atomskog ostatka, a d parametar
odsecanja koji odreduje domet polarizacionih ¢lanova i reda je veli¢ine poluprecnika
zadnje popunjene ljuske, tj. dimenzije atomskog ostatka. Ukoliko je ovaj parame-
tar pravilno odabran tada pseudopotencijal (6.21) ima korektno asimptotsko ponaSanje
kada r — oo, Vgp(r) je kratkodometni potencijal. Ovaj ¢lan ima zanemarljiv doprinos
izvan atomskog ostatka i moZe se predstaviti u obliku sume po orbitalnim kvantnim
brojevima

Vg (r) =Y Vi (r) 1) (1] (6.22)
[

VSZR(r) su Clanovi kratkodometnog potencijala koji odgovaraju razli¢itim vrednostima
orbitalnog kvantnog broja /. U opstem slucaju ¢lanovi VSfR(r) su odbojni ukoliko postoje
unutrasnji elektroni sa ugaonim momentom /. U suprotnom su privlacni. VSZR(r) Jje dat
u formi

Vip(r) =ApPe 8", (6.23)

Postoje nekoliko razli¢itih moguénosti odabira vrednosti parametra p i g. Ovde ¢emo
izabrati vrednosti p = —1 1 g = 1 uz koje se VSIR(r) svodi na ekranirajuci ¢lan (6.9) u
Helmanovom pseudopotencijalu (ili Yukawa potencijal)

e*Cl"

Vie (r) = A (6.24)

pant
Vrednosti koeficijenata A; i {; za razli¢ite vrednosti orbitalnog kvantnog broja [ za liti-
jum 1 natrijum su dati u tabeli 6.5. PoSto su matri¢ni elementi za Kulonov i ekranirani
Kulonov potencijal dati u poglavljima 5.1.3 1 6.3.2, u nastavku éemo odrediti matri¢ne
elemente za dipolni i kvadrupolni ¢lan.

Tabela 6.5: Parametri A; i {; kratkodometnog ¢lana Bardslievog pseudopotencijala pri
odabiru parametara p = —1 1 ¢ = 1 u formuli (6.24) za litijum i natrijum u zavisnosti
od razlicite vrednosti orbitalnog kvantnog broja /.

[ Li Na
A & A &
=0 26.7618 2.89636 164.896 3.85772
=1 -1.85461 2.67566 26.3684 2.40297
[ >2 0.69607 2.61247 -2.78823 1.7936

oy =0.1925 a; = 0.112d = 0.75 oy =0.1925 a; = 0.112d = 0.75
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6.3.4 Dipolni ¢lan

Dipolni ¢lan Bardslievog pseudopotencijala ima formu

(0%
V, = 6.25
a(r) 2(d2—|—r2)2 ( )

Matri¢ni elementi odgovarajuceg rotiranog ¢lana su

(04
Vit (=% <x,-(k)

Zamenom Sturmijanske talasne funkcije (4.17), u izraz (6.26) dobijamo

(k)
W) (6.26)
(d2+r262ie)2 J >

4o, _ Oa 3 [(W=1U—1)! (n—l—l)!/ §
Vij (r)_ 24k\/n’(n’—}—l’)! n(n+l)! QYl’m’(ﬁ7(P)Y}m(197(P)dQ

(2kr) 2k ,
/d ’ d2:— o) 212)) 72erif +l’l 1(2kr)L,211j11,1 (Zkl’). (6.27)
ree

Na osnovu ortogonalnosti sfernih harmonika (6.14) te uvodeci sledece smene

2kr=x,2l4+1=a.,n—1—-1=u,n—1—1=v (6.28)

== =11y
Np_\/n’(n’—i—l)! \/ nn+1)!’ (6.29)

(6.27) se svodi na oblik

o)

o+1

4.0 ad X _
Vi (1) = B SNy [ v LS ). 630
ij mn- 4 po (d2+r262’9)2 u v

Koristeci transformaciju
ok 2\
2, .2,2i0 2 r
(a2+ 2" ) {d [H(W) ” 6.31)

55



1 smenu
E(0) =& =2kde ™®, (6.32)
izraz (6.30) moZemo napisati u obliku

X —
VA () = 5,,15,","4 N, / dx— eI () LE (v). (6.33)
i [1+ (¥) }
Uvodeci dalje smenu
=t, (6.34)
(6.33) postaje

[

—thtoH—l
d,0 +2
Vi (1) = =SS NpE*? [ ar =L

0

(1) L (Et) Ly (81). (6.35)
Koristeci razvoj asociranih Lagerovih polinoma

Lr‘i‘(x):i(—l)i( e ))li, (6.36)

dobijamo

Vijl"9< ) 6l’l6mm4d4 §a+2i <_.'€)l ( u+a ) X
§

i—0 b u—1
~ (_ )j vV4+o 2
Zo ! v Ii(+)j+a+l (&), (6.37)
= !
gde smo uveli integral
s ) l‘Ke_ét
Ii)(§)=/(1+t2)sdt. (6.38)
0

Resenja ovog intergrala za s = 2 su razli€ita za parne i neparne vrednosti parametra K.
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Za neparne vrednosti je

Ovde su iskoriS¢eni sledeci integrali

(o)

I (§) = /1Il(l+t2) e Sldt = sin§ [ —28Si(&)] —2Ci(§)cos§

g

cosé [ =28100)] | (g)siné,

2

sin& [r—2Si(&)] —2Ci(&)cosé

0
e
Iél)(g): 1—|—t2dt:
0
te
IEI) (&)= 1—|—t2dt:
0

L (&) = /arctan (t)e ¢
0

2 Y

tdt

_ cos& [r—2Si(&)] +2Ci(§)sin§.

26

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)
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6.3.5 Kvadrupolni clan

Kvadrupolni ¢lan Bardslievog ECP ima formu

_ %

Matri¢ni elementi odgovarajuceg rotiranog ¢lana su

BN G [ (k)
Vi? (’”)——7<Xi

Zamenom Sturmijanske talasne funkcije (4.17) izraz (6.46) postaje

q,0 __% 3 (n/—l/—l) (l’l—l—l /
Vij (r) = D) 4k \/ n (0 + 1) n(n+1i)! Y (8,0) Y, (9, 9) dQ

(2kr)" (2k
/ a2 (2) r)3 g2l (k) L2 (2kr). (6.47)
(d2 + r2€20)

1
(d2+r262i9)3

x,(-k)> . (6.46)

Koriste¢i smene (6.28) 1 (6.29), (6.47) ovaj izraz uzima oblik

[

0 Oy
VA (1) = —8ndum Ny / dx
0

a+1

(@t LR (049

Koristeci transformaciju

<d2+r2e2‘9>3 {dz

1 smenu (6.32) dobijamo

3
2kr \?
1+ (deer_ ie) ]} (6.49)

= Lo+l -
VA () = ~ 88y N / dr— L (1) L% (x). (6.50)
0

. 2
(2]
Uvodeci dalje smenu (6.34) ovaj izraz postaje

(o)

,0
V0 (1) =~ 8uubum g NoE % [t
0

éjtta+1

(i) Ly (§) L (&1). (6.51)
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Koristeci razvoj (6.36) dobijamo

d,0
Vij ( ) 5l’lsm’mé‘_

Z - (H?)Ii(i)ij(é)- (6.52)

3)

Integral L g (&) je tipa (6.38). ReSenja ovog integrala za s = 3 su za neparno K
_1)(x=1)/2 _ _
@ =" { [ @ s -0 @ - @] ¢
(K=5)/2 (_qyi -3 -1 \TQi+1
(k—2)+ ; (i) (Kz —z) (Kz —1) (g;f )}, (6.53)
a za parno K
_1)K/2 _ _ —
2@ =S { [+ 2 @+ @)

K22 (k/2—i—1)(x/2—i) T(2i

Integrali Iy, (&), I8 (€), I (€) i 1y (€) koji se pojavljuju u relacijama (6.53) 1 (6.54) su
dati u formulama (6.41) , (6.42) , (6.43) 1 (6.41), resepektivno, dok su

/°° ,_ —bcosg[m—28i(§)|+2-26Ci(E)sing 655
(1+122)° 4
0
/te 5’ sm§[ﬂ—ZSi(é)]—ZCi(é)cosé. 6.56)
1+ t2 2
0
Ovde se javljaju sinusna integralna funkcija
[ sing
Si (&) = / Slg de 6.57)
0
1 kosinusna integralna funkcija
- / Cog S e, (6.58)
X
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6.4 Rezultati

Razmotrimo najpre vrednosti za energije i Sirine najniZeg stanja atoma alkalnih me-
tala dobijene metodom kompleksne rotacije koriste¢i Helmanov pseudopotencijal (6.8).
Vrednosti parametara A i a koje su ovde koriStene su date u tabeli 6.4. Ove vrednosti
su odabrane tako da potencijal (6.8) za dati atom reprodukuje tacno energiju vezivanja
valentnog elektrona u osnovnom stanju, tj. jonizacioni potencijal I, (videti tabelu 6.1)
i, odrediti Sto je moguce tacnije odgovarajuce energije za dva najniZza pobudena sta-
nja nop i (ng+ 1)s (videti tabelu 6.6). Ove vrednosti su izracunate dijagonalizacijom
jednoelektronskog hamiltonijana sa pseudopotencijalom (6.8) u Sturmijanskom bazisu
koriste¢i odgovarajuce matricne elemente za nulti ugao rotacije (6 = 0, poSto u od-
sustvu polja stanja nisu rezonantna). Odgovarajuci izraCunati nivoi su ovde oznaceni
sa Ef;lc i nglc posto u spektru dobijenog pomocu pseudopotencijala nema svojstvenih
energija koje odgovaraju orbitalama unutrasnjih elektrona. Ovi rezultati su uporedeni
sa odgovaraju¢im eksperimentalnim vrednostima Eﬁgﬁ’ 1 E(e’fé’ i s [39-42]. no je naj-
niZza vrednost glavnog kvantnog broja valentnog elektrona. Treba imati na umu da se
sa Helmanovim pseudopotencijalom mogu posti¢i dobre s 1 p energije samo za atome
srednje veli¢ine. Za litijum npr. nije moguce pronaci vrednosti parametara koje pruZaju
dovoljno dobro slaganje sa eksperimentalnim vrednostima za s i p stanja istovremeno.
U ovom slucaju, posto je preciznost jonizacionog potencijala od klju¢nog znacaja, pa-
rametri su odabrani tako da se dobija najbolje slaganje za s stanja. Poslednje dve kolone
u tabeli 6.6 predstavljaju relativno odstupanje izraCunatih vrednosti energija (koristeci
navedene parametre pseudopotencijala) u odnosu na eksperimentalne vrednosti.

Tabela 6.6
Atom A a —Effc <ES' ng —Enp  —EQN Sip 8
Li 34 314331 0.11464 0.07418 0.13023  0.07418  —12% 0%
Na 21 254920 0.11242  0.07210 0.11160  0.07158 0.7%  0.7%
K 6.5 1.34523  0.10302 0.06543 0.10035  0.06371 2.7%  2.7%

Rb 45  1.09993 0.10009 0.06426
Cs 4.6  1.00340 0.09654 0.06145
Fr 5.1 1.11600  0.09918  0.06309

0.09620 0.06178 4.0% 4.0%
0.09217 0.05865 48%  4.8%
0.09391 0.05976 5.6%  5.6%

~N NN RN

Energije najniZeg stanja i odgovarajuce Sirine (stope jonizacije) za atome alkalnih
metala pri razli¢itim vrednostima primenjenog elektricnog polja, dobijene metodom
kompleksne rotacije u okviru jednoelektronskog modela, date su u tabelama 6.7 — 6.10.
Da bi testirali osetljivost rezultata na izbor modela efektivnog potencijala, proracuni za
litijum 1 natrijum su izvrSeni paralelno koriste¢i Helmanov i Bardsliev pseudopotencijal
(tabele 6.7 1 6.8). Kao $to je i oCekivano bolje slaganje rezultata za razliite vrednosti
pseudopotencijala je dobijeno za natrijum. Rezultati dobijeni koriStenjem Helmanovog
pseudopotencijala u oblasti F € (0,0.03) ne odstupaju vise od 0.3% za energiju i 0.8%
za Sirine u odnosu na rezultate dobijene koriSéenjem Bardslievog pseudopotencijala.
Za litijum Helmanov psudopotencijal slabije reprodukuje posmatrani spektar, ali 1 ovde
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odstupanja ne prelaze 1.5% za energiju 1 11.3% za Sirinu. U tabelama 6.9 1 6.10 pred-
stavljeni su rezultati za kalijum i rubidijum, odnosno za cezijum i francijum dobijeni
koriste¢i Helmanov pseudopotencijal.

Tabela 6.7: Energije 1 Sirine najniZeg stanja litijuma (Li) u funkciji jaCine polja F,
dobijene metodom kompleksne rotacije koriste¢i (odvojeno) Helmanov i Bardsliev pse-
udopotencijal. Vrednosti koeficijenata koji su koriS¢eni dati su u tabeli 6.6

Helman ECP Bardsli ECP

F E r E r
0.000 -019814 0 -0.19814 0
0.001 -0.19821 -0.19824
0.002 -0.19842 - 0.19849
0.003 -0.19876 -0.19891
0.004 -0.19925 - 0.19949
0.005 -0.19989 -0.20023
0.006 -0.20067 -0.20115
0.007 -0.20161  4.836x 1077  -0.20224
0.008 -0.20271 3.179x 107°  -0.20350  3.002x 10~
0.009 -0.20400  2.203x 1077 -0.20496  2.065x 107
0.010 -0.20549  9.628 x 107 -0.20662  8.965x 1072
0.011 -0.20721 2966 x 107*  -0.20850  2.745x10~*
0.012 -020913  7.150x107*  -0.21059  6.573x107*
0.013 -0.21123 1.431 x 1073 -0.21285 1.309 x 1073
0.014 -0.21348  2.481x1073 -0.21525 2.264 x 1073
0.015 -0.21583 3.883 x 1073 -0.21775 3.538 x 1073
0.016 -0.21824 5.633x 1073 -0.22031 5114 %1073
0.017 -0.22070  7.686 x 1073 -0.22293 6.961 x 1073
0.018 -0.22317 0.01001 -0.22553 9.064 x 1073
0.019 -0.22565 0.01258 -0.22814 0.01138
0.020 -0.22813 0.01538 -0.23076 0.01391
0.021 -0.23059 0.01837 -0.23336 0.01660
0.022 -0.23305 0.02153 -0.23597 0.01944
0.023 -0.23549 0.02484 -0.23851 0.02243
0.024 -0.23791 0.02827 -0.24105 0.02554
0.025 - 0.24030 0.03182 - 0.24356 0.02873
0.026 - 0.24268 0.03548 - 0.24604 0.03199
0.027 - 0.24504 0.03925 - 0.24852 0.03533
0.028 -0.24738 0.04306 -0.25093 0.03876
0.029 - 0.24970 0.04696 -0.25335 0.04222
0.030 -0.25200 0.05094 -0.25574 0.04578
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Tabela 6.8: Energije i Sirine najniZzeg stanja natrijuma (Na) u funkciji jacine polja F,
dobijene metodom kompleksne rotacije koriste¢i (odvojeno) Helmanov i Bardsliev pse-
udopotencijal. Vrednosti koeficijenata koji su koris¢eni dati su u tabeli 6.6

Helman ECP Bardsli ECP

F E r E r
0.000 -0.18886 0 -0.18886 0
0.001 -0.18894 -0.18895
0.002 -0.18919 -0.18920
0.003 -0.18961 -0.18962
0.004 -0.19020 -0.19021
0.005 - 0.19096 -0.19098
0.006 -0.19190 -0.19193
0.007 -0.19303 1.276 x 107 -0.19307
0.008 -0.19437 1.279x 1075 -0.19442 1.382 x 1073
0.009 -0.19595  7.426x 107>  -0.19598  7.464 x 107
0.010 -0.19778  2.684 x 1074 -0.19783 2.695 x 10~4
0.011 -0.19986  7.097 x 107*  -0.19993  7.131x107*
0.012 -0.20215 1.503 x 103 -0.20229 1.511 x 1073
0.013 -0.20461 2.691 x 1073 -0.20477  2.712x 1073
0.014 -020717  4.287x1073  -0.20739  4.321x1073
0.015 -0.20979  6.261 x 1073 - 0.20998 6.307 x 1073
0.016 -0.21245 8.577 x 1073 -0.21269 8.633 x 1073
0.017 -0.21513 0.01120 -0.21540 0.01127
0.018 -0.21780 0.01409 -0.21811 0.01415
0.019 - 0.22047 0.01721 - 0.22080 0.01730
0.020 -0.22312 0.02051 -0.22347 0.02061
0.021 -0.22575 0.02400 -0.22614 0.02411
0.022 -0.22836 0.02763 -0.22878 0.02776
0.023 - 0.23094 0.03139 -0.23141 0.03155
0.024 -0.23351 0.03527 - 0.23401 0.03545
0.025 - 0.23605 0.03928 - 0.23659 0.03943
0.026 - 0.23856 0.04331 -0.23915 0.04349
0.027 -0.24106 0.04745 -0.24170 0.04762
0.028 -0.24353 0.05166 - 0.24420 0.05182
0.029 - 0.24598 0.05595 - 0.24671 0.05607
0.030 -0.24841 0.06025 - 0.24920 0.06037
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Tabela 6.9: Energije i Sirine najniZeg stanja K i Rb u funkciji jacine polja F', dobijene
metodom kompleksne rotacije koriste¢i Helmanov pseudopotencijal. Vrednosti koefici-
jenata koji su kori§¢eni dati su u tabeli 6.6.

K Rb

F E r E r
0.000 -0.15952 0 -0.15351 0
0.001 -0.15967 -0.15368
0.002 -0.16013 -0.15420
0.003 - 0.16090 -0.15506
0.004 -0.16199 -0.15629 1.780 x 1078
0.005 -0.16341 6.045 x 1077 -0.15790  2.274x10°°
0.006 -0.16520  1.638x 107>  -0.15995  4.638 x 107
0.007 -0.16741 1.439x 1074  -0.16250  3.248 x 10~*
0.008 -0.17007  6.219x 10~* -0.16552 1.168 x 103
0.009 -0.17309 1.700 x 103 -0.16887 2.788 x 1073
0.010 -0.17635 3.475x 1073 -0.17239  5.185x 1073
0.011 -0.17974  5.909%x 1073  -0.17598  8.252x 1073
0.012 -0.18317  8.906x 1073  -0.17958 0.01187
0.013 -0.18661 0.01237 -0.18316 0.01592
0.014 -0.19003 0.01621 -0.18670 0.02033
0.015 -0.19342 0.02036 -0.19020 0.02503
0.016 -0.19677 0.02477 -0.19365 0.02995
0.017 - 0.20008 0.02938 -0.19706 0.03507
0.018 -0.20335 0.03416 - 0.20042 0.04034
0.019 - 0.20658 0.03909 -0.20373 0.04034
0.020 -0.20977 0.04414 -0.20701 0.05126
0.021 -0.21292 0.04929 -0.21024 0.05687
0.022 -0.21604 0.05452 -0.21343 0.06255
0.023 -0.21911 0.05983 -0.21658 0.06829
0.024 -0.22216 0.06520 -0.21969 0.07410
0.025 -0.22517 0.07062 -0.22278 0.07994
0.026 -0.22815 0.07608 -0.22583 0.08583
0.027 -0.23110 0.08158 - 0.22884 0.09175
0.028 -0.23403 0.08711 -0.23183 0.09770
0.029 -0.23692 0.09267 - 0.23479 0.10368
0.030 -0.23979 0.09825 -0.23772 0.10967
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Tabela 6.10: Energije i Sirine najniZeg stanja Cs i Fr u funkciji jac¢ine polja F, dobi-
jene metodom kompleksne rotacije koristeCi Helmanov pseudopotencijal. Vrednosti

koeficijenata koji su koriS¢eni dati su u tabeli 6.6.

Cs Fr
F E r E r

0.000 -0.14310 -0.14967

0.001 -0.14333 -0.14986

0.002 -0.14400 -0.15044

0.003 -0.14514 -0.15140

0.004 -0.14675 3.258 x 1077 -0.15277 6.371 x 108
0.005 -0.14889 1.923 x 107> -0.15457 5.135x 107°
0.006 0.15164 2.350%x 107 -0.15687 8.647 x 1073
0.007 -0.15499 1.092 x 1073 -0.15972 5.190 x 1074
0.008 -0.15875 2.903 x 1073 -0.16303 1.662 x 1073
0.009 -0.16271 5.655x 1073 -0.16662 3.659 x 1073
0.010 -0.16671 9.181 x 1073 -0.17035 6.442 x 1073
0.011 -0.17071 0.01331 -0.17411 9.874 x 1073
0.012 -0.17467 0.01791 -0.17786 0.01382
0.013 -0.17858 0.02287 -0.18158 0.01818
0.014 -0.18242 0.02812 -0.18525 0.02287
0.015 -0.18620 0.03359 -0.18888 0.02781
0.016 -0.18993 0.03925 -0.19245 0.03297
0.017 -0.19360 0.04506 -0.19597 0.03829
0.018 -0.19721 0.05098 -0.19944 0.04376
0.019 -0.20077 0.05700 -0.20286 0.04934
0.020 -0.20428 0.06311 -0.20624 0.05502
0.021 -0.20775 0.06928 -0.20958 0.06078
0.022 -0.21117 0.07551 -0.21287 0.06660
0.023 -0.21455 0.08178 -0.21612 0.07249
0.024 -0.21789 0.08809 -0.21934 0.07841
0.025 -0.22119 0.09444 -0.22252 0.08438
0.026 -0.22445 0.10081 -0.22567 0.09038
0.027 -0.22768 0.10720 -0.22878 0.09641
0.028 -0.23088 0.11361 -0.23186 0.10246
0.029 -0.23404 0.12003 -0.23492 0.10853
0.030 -0.23718 0.12647 -0.23794 0.11462
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Slika 6.4: Sirine najniZeg stanja (stope jonizacije) atoma litijuma u statickom elektric-
nom polju F odredene numericki (simboli ¢ ), ADK formulom (isprekidane linije),
ADK formulom sa Starkovom popravkom energije drugog i etvrtog reda (puna
odnosno crvena linija) i korigovanom ADK formulom gde su iskoriStene numericki pro-
racunate energije (e crne tacke ). Odgovarajuca energija [ dobijena numericki i koristeci
jednacinu (6.5) ] je predstavljena u umetnutom delu (tacke 1 pune linije, respektivno).
Vertikalna siva linija oznacava jaCinu polja Fj koja razdvaja tunel jonizaciju i jonizaciju
preko barijere.

Na slici 6.4 predstavljene su S§irina i energija najniZeg stanja litijjuma u funkciji
jacine spoljasnjeg polja dobijene metodom kompleksne rotacije (numericki), pomocu
ADK formule i korigovane ADK formule koja ukljucuje korekciju energije (6.7). Raz-
lika izmedu vrednosti dobijenih pomocu poslednja dva prilaza raste sa povecanjem ja-
&ine polja F. Ovo je posledica zanemarivanja Starkovog energetskog pomaka za atome
malih jonizacionih potencijala u standardnoj ADK formuli. Ukoliko se ova promena
energije ukljuci (tako dobijena korigovana) ADK formula daje znatno bolje slaganje sa

numerickim rezultatima (slika 6.4).
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Slika 6.5: Sirine najniZeg stanja (stope jonizacije) atoma natrijuma u statickom elek-
tricnom polju F odredene numericki (simboli © ), ADK formulom (isprekidane linije),
ADK formulom sa Starkovom popravkom energije drugog i etvrtog reda (puna
odnosno crvena linija) i korigovanom ADK formulom gde su iskoriStene numericki pro-
racunate energije (crne tacke e ). Odgovarajuca energija [ dobijena numericki i koristeci
jednacinu (6.5) ] je predstavljena u umetnutom delu (tacke 1 pune linije, respektivno).
Vertikalna siva linija oznacava jaCinu polja Fj koja razdvaja tunel jonizaciju i jonizaciju
preko barijere.

Pomeranjem od litijuma ka francijumu jonizacioni potencijal alkalnih metala sve
viSe opada (videti tabelu 6.1) i odstupanja ADK aproksimacije od numerickih vrednosti
postaje sve izrazenija. Ovo se jasno uocava posmatrajuci slike od 6.4 do 6.9 ( 1
crvena linija). Ukoliko primenimo Starkovu korekciju energije kao u formuli (6.5) za
sve alkalne metale ovo odstupanje se drasticno smanjuje.
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Slika 6.6: Sirine najniZeg stanja (stope jonizacije) atome kalijuma i rubidijuma u stati¢-
kom elektri¢cnom polju F odredene numericki (simboli ¢ ), ADK formulom (ispreki-
dane linije), ADK formulom sa Starkovom popravkom energije drugog i ¢etvrtog reda
(puna odnosno crvena linija) i korigovanom ADK formulom gde su iskoriStene
numericki proracunate energije (crne tacke o ). Odgovarajuca energija [ dobijena nu-
mericki i koristeci jednacinu (6.5) ] je predstavljena u umetnutom delu (tacke i pune
linije, respektivno). Vertikalna siva linija oznaCava jacinu polja Fj koja razdvaja tunel
jonizaciju i jonizaciju preko barijere.
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Slika 6.7: Sirine najniZeg stanja (stope jonizacije) atome atoma cezijuma i francijuma
u stati¢kom elektri¢nom polju F odredene numericki (simboli ¢ ), ADK formulom (is-
prekidane linije), ADK formulom sa Starkovom popravkom energije drugog i etvrtog
reda (puna odnosno crvena linija) i korigovanom ADK formulom gde su iskori-
Stene numericki proraCunate energije (crne tacke o ). Odgovarajuca energija [ dobijena
numericki i koriste¢i jednacinu (6.5) ] je predstavljena u umetnutom delu (tacke i pune
linije, respektivno). Vertikalna siva linija oznaCava jacinu polja Fj koja razdvaja tunel
jonizaciju i jonizaciju preko barijere.
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Slika 6.8: Stopa jonizacije atoma alkalnih metala u zavisnosti od intenziteta laserskog
polja I. Vertikalne sive linije odreduju intenzitet polja koja razdvaja jonizaciju tunel
efektom od jonizacije preko barijere za dati alkalni metal.

U rezimu tuneliranja stopa jonizacije u promenljivom polju w,;; se moZe izraziti

preko stope jonizacije u statiCkom polju w preko formule [3]

3F
wair (F) =4/ ﬂ_FoW (F). (6.59)

Slika 6.8 prikazuje stopu jonizacije w,;, atoma alkalnih metala za razliCite vrednosti
intenziteta laserskog polja I = IpF? (ako je F izraZeno u atomskim jedinicama onda je
Ip = 3.50945 x 106 W/ecm? ).
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7 Odredivanje energija i Sirina najnizeg stanja atoma

helijuma u elektricnom polju

U ovom poglavlju éemo formalizam metoda kompleksne rotacije, koji je u 5. i
6. poglavlju primenjen na jednoelektronske modele atoma, uopstiti na dvoelektronske
atomske sisteme, a zatim ga iskoristiti za odredivanje energija i Sirina najniZeg stanja
atoma helijuma u spoljaSnjem statickom elektri¢cnom polju. Pored toga razmotri¢emo
i neke jednoelektronske modele kojima je moguée priblizno opisati proces jonizacije
ovog atoma i odrediti navedene veli¢ine na nacin kako je to uradeno u prethodna dva
poglavlja. Kona¢no numericki rezultati za energije i Sirine dobijeni u okviru ova dva
prilaza Ce biti uporedeni sa odgovaraju¢im vrednostima koje slede iz formule za razvoj

Starkovog pomaka odnosno ADK formule.

7.1 Dvoelektronski model

Hamiltonijan atoma sa dva elektrona koji se nalazi u spoljasnjem konstantnom elek-
tricnom polju F' (usmerenom duz z-ose u negativnom smeru) glasi

H=Ti+T+Vc1+Vca+Vee + V1 + V2, (7.1)

gde su T, = p2/2 operatori kineti¢ke energije pojedina¢nih elektrona (v = 1,2),
Vev = —Z/ry potencijali koji opisuju Kulonovu interakciju elektrona sa jezgrom (Z
je naelektrisanje jezgra), Vo, = 1/r2 tzv. korelacioni ¢lan koji opisuje interakciju medu
elektronima (ovde je rip = |[Fj —72|) i Vry = —Fz, Clanovi koji opisuju interakciju
pojedinacnih elektrona sa spolja$njim poljem.

Za primenu metoda kompleksne rotacije bice potrebno, kao i u slucaju jednoelek-
tronskih modela, odrediti matri¢ne elemente svih ¢lanova odgovarajueg rotiranog ha-
miltonijana

Hy = Tle72i6 + T2€f2i6 + VCleiie + cheiie + Veeeiie + VFleie + szeie. (7.2)
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U tu svrhu je potrebno izabrati neki dvoelektronski bazis koji pokriva i diskretni
i kontinualni deo spektra hamiltonijana (7.1). Iako se za primenu metoda kompleksne
rotacije na dvoelektronske sisteme u praksi kao najpogodniji pokazao Hilerasov bazis,
uzimajuéi u obzir steCeno iskustvo sa jednoelektronskim sistemima i Sturmijanskim
bazisom, ovde ¢emo za reprezentovanje stanja i racunanje matri¢nih elemenata Kkoristiti
dvoelektronski bazis konstruisan od jednoelektronskih kulonskih Sturmijana (4.17). Za
pocetak ¢emo kao bazne funkcije koristiti proizvode ovih Sturmijana za prvi i drugi
elektron. Tada se probna talasna funkcija yk) (¥1,72) razvija na slede¢i nacin

Mnax Mmax M1—1np—1 [

vOER =Y Y Y Y X le

n=1ny=11=0 L=0m=—Il; m=-1

a®) © Al ), (33

nlllm1n2l2m2%nlllml naloymy

gde je nyqy neka izabrana maksimalna vrednost od n; 1 ny. Kasnije éemo prilikom
racunanja najniZeg stanja koje je singletno, 1 prema tome prostorno simetri¢no, koristiti
odgovarajuéi simetrizovani bazis. Sa ovim poslednjim se ista tacnost raCunanja postize
uz manji broj matri¢nih elemenata, $to znacajno skrauje vreme raCunanja (reSavanja
generalizovanog svojstvenog problema za Hy).

7.2 Matricni elementi u nesimetrizovanom bazisu

7.2.1 Matri¢ni elementi prepokrivanja

Matri¢ni elementi prepokrivanja za dvoelektronske sisteme su dati u obliku

5= (XY ‘ X, (7.4)

gde su X J(k) (r1,r2) dvoelektronske bazne funkcije oblika

S k N -

X5 ) (F1,72) = Xlgl,)lhml (rl)%lgz,)lzmz (72). (7.5)
Indeksi i 1 j koji prebrojavaju bazne funkcije ovde zamenjuju skupove od Sest indeksa:
{n,],l; ,m,] ,nlz,llz,m,z} — i, {ny,l1,my,n2,lr,my} — j. Napomenimo, medutim, da ¢emo
u nekim izrazima indeksima i i j oznacavati i odgovarajuce redukovane skupove (npr.

{nll,l/l,mll} — i ili {ny,l1,n2,1b} — j). U nastavku éemo razmotriti ugaoni i radijalni
deo matri¢nih elemenata (7.4) zasebno.
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7.2.1.1 Ugaoni deo

Ugaoni deo matri¢nih elemenata prepokrivanja datih formulom (7.4) u razvijenoj in-
tegralnoj formi ima oblik

21 T 2
/d(p1/51n191d01/d(p2/s1n192d192><
0
l?m/l (P )Yl:% (72)Y1ym, (F1) Yim, (72) - (7.6)

Razdvajanjem sfernih harmonika jednog i drugog elektrona dobijamo

2 ®

// (71) Yy, (1) sin 01 d6,d @y X

2n T

//YT 1 (P2) Yiym, (P2) sin 02d 02d 5. (7.7)

lZ2

Primenom ortogonalnosti za sferne harmonike (5.5) dobijamo da ugaoni deo dvoelek-
tronskih matri¢nih elemenata prepokrivanja ima formu

=0,,0/, 0 0. (7.8)

Ll 7L m1m1 m2m2

7.2.1.2 Radijalni deo

Radijalni deo matri¢nih elemenata prepokrivanja u istom bazisu glasi
R _ [ g6 pk) | pk) p(k) >
Sij = < . l, L R R . (7.9)

nily " nply
Dvoelektronske radijalne funkcije koje se pojavljuju u ovom izrazu su proizvodi od-
govarajucih jednoelektronskih funkcija, tako da se izraz moze napisati kao proizvod
jednoelektronskih radijalnih matri¢nih elemenata

8 (RO, [R9)) (&
SL/ - < n/llll nil <Rn;l;

Ovi jednoelektronski faktori su identi¢ni radijalnim delovima matri¢nih elemenata pre-
pokrivanja kod atoma vodonika. Ukoliko iskoristimo reSenje (5.13) za atom vodonika i
izraz (7.8), dobijamo

RrW > SRIsR, (7.10)

ml

Sii SRISR25/ S 8. & (7.11)

Y mlml m2m2
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7.2.2 Matricni elementi korelacionog ¢clana

1 Xﬁ.’{)> . (7.12)

Matri¢ni elementi korelacionog ¢lana kod nerotiranog hamiltonijana su oblika
2

(Vee) = <X§">
(6)

Nakon kompleksne rotacije (3.2), odnosno ry,” = |r1€i6 —rzei(” =e
elementi (7.12) poprimaju formu

(Vee)ij=e " <Xz(k)

0, , matriéni

1 X_S.")> . (7.13)

r2

Reciproc¢na vrednost meduelektronskog rastojanja moZze biti predstavljena slede¢om su-
mom po Lezendrovim polinomoma
1 l
— = Z ﬁP, cos B2), (7.14)

r12 0r>

gde je ¥12 ugao izmedu vektora poloZaja jednog 1 drugog elektrona u odnosu na koor-
dinatni sistem vezan za jezgro atoma. Sa r~ i r— su obeleZeni veéi odnosno manji od
radijusa rq i rp. Zamenjujuci adicionu formulu za sferne harmonike

T Y (1) Y () (7.15)
2l+1m:_1 m\r )X, —m\r2), .

P (cos V) =

u (7.14), korelacioni matri¢ni elementi poprimaju oblik

l

(V& = (X, )Z = Y ) ()Y ()X .16)

m=—1

Zamenjujuéi u (7.16) izraz (7.5) za bazne funkcije sa eksplicintnim oblikom Sturmijana
sledi

21 T
(Vez)ij:eie/d(p /51n191d191/dg02/sm192d192><

k (oo}
/drlrl /dr2r2 R()l (1’2) (r1) Y/ ! (r2 Z l+1 21+1

1) 1 1

Z ()™ (1) Vi (P2) RS, (1) RY), (72) Vi, (F1) Yigmy (F2) . (7.17)
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Ovo moZemo zapisati u sazetijoj formi

ede su (V2)j=e Y Ir-Ia, (7.18)
=0
r
Ir= / dri / drarr2 ljl (%) () R, ()R (m)RY), (12) (7.19)
272

radijalni Slejterov (Slater) integral 1

2 ®
4 . A o
lo=75"7 Y (D" /Y,;mfl (P1) Yim (P1) Yiym, (P1) sin 91d01d @y x
m=—1 00
2

/ / Yy (P2) Yt (72) Yiymy (P2) sin S2d Oadpy - (7.20)
00

ugaoni integral.

7.2.2.1 Ugaoni integral

Koristeci relacije
!

ro(F1) = (= 1)m1Y' (F1), Yy (F2) = (=1)"2Y, _ i (7a) (7.21)

lymy lpfml lym, Ly, —my

izraz (7.20) se moZe napisati u obliku

2 ®

Ay ' N N
IQ = Z (—l)m+m'+m2//yl/__m/ (rl)Ylm (rl)Yllml (rl)s1n191d191d(p1
20+1,%, Ly
o 00

2 ®

X//Yl; (7)Y, —n (P2) Yim, (72) sSinodShd @r.  (7.22)
00
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Ako dalje iskoristimo izraz

/Yllml (Q) lemz (Q) Yl3m3 (Q) dQ =

TQ

\/(2zl+1)(212+1)(213+1)(11 L L )( 11] L I

7.23
4 0 0 O my m3)’ ( )

gde su ( bbb ) Vigner (Wigner) 3-j simboli, integrali u (7.22) postaju
mp mp m3

2

/9
//Yl —m, (71) Yin (71) Yiym, (F1) sindd ey =
1 1
00
@h+1)h+1)Q@i+1) (1 L o1 b o
in 0 00 —m, my m
T

2r
/ Yy (32)Yi o (P2) Vi, () sin sy =

200 +1) (2L +1) (21 + 1 ! !
2L+1)Ch+1)Q2+1) [, L I 12/ L 1 (725
47 0 0 O —m, my —m

Nakon smene (7.24) i (7.25) u (7.22) dobijamo

1 ’ ’

m=—1
I Lol L b1 11, L1 ’2, L) (7.26)
0 00 0 00 —my; mp m My my —m

Na osnovu osobina Vigner 3-j simbola sledi da je za parno /| + I, + I3 ugaoni integral

I razlicit od nule samo pod uslovima
‘z;—zljglgl’lwl i ‘l’z—zz‘gzgz;HZ. (7.27)
Ovi uslovi odreduju granice kvantnog broja [

max(’z’l—ll(, IZD << min (1’1+zl,1’2+12). (7.28)
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Uslov (7.28) prekida beskona¢nu sumu po / u (7.18) 1 time mogucava da se nade odgo-
varajuée numericko reSenje korelacionih matri¢nih elemenata.
Posto Vigner 3-j simboli mogu biti razliciti od nule jedino ukoliko je ispunjen uslov

my+my+m3 =0, (7.29)

za (7.26) vaze uslovi —ml1 +mp+m=0 1 —m/2 + my —m = 0 koji odreduju uzajamnu
vezu izmedu magnetnih kvantnih brojeva elektrona

!

my=—mp m/z = —my. (7.30)
7.2.2.2 Radijalni integral

Da bismo resili Slejterov integral oblika (7.19) prvo razdvajamo promenjive
= [dnr (r (r1) [ drar? I < gt (r )R(k) (r2) (7.31)
i’ n 1) n111 1) 212 P // 2) R (12) - .

Integeral po r, ¢emo predstaviti kao sumu dva ¢lana. Prvi ¢lan odgovara oblasti u kojoj
je r» < rq, adrugi onoj u kojoj je r» > ry

nyl nyly

r /
(k) k r k k
Ig = /drlrlzR ) rl)Rfll)ll (r) /dr2r2 }J%R(,), (I”Q)R,(n)l2 (r2)
0 1

[
r k k
+ / drerZ?ilRi,z)é(rz)Rﬁlz)b(rz) . (132)

r

Prema tome, integral /g moZemo predstaviti kao sumu dva integrala

Ig=I}+13, (7.33)
koji su oblika
oo }"1
r
= [ SR (DR () [arnd PR (m)RE, (), 03
0 I"l 1°1 0 272
i k k [ dr) k
2o / driry 2R 1)11 (r)RY) () / rlz_lRi;)l; (r2) R (r2). (7.35)
0 1
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ReSavacemo prvo integrale po r;

n

r
h(r) = [ drans 2RY), (1) R, (12). (7.36)
2
0
Ubacujudéi eksplicitan izraz za radijalni deo Sturmijana (4.17) u integral (7.36), on pos-
taje
r
" ok s 261
I} (r) = 4k°N, / 1ol T2 (2kry) 2t e k2 72 . (2kry) 2% (2kry)dry. (7.37)

_ n
n,—h 2
0

Ovde je radi jedostavnosti zapisa uvedena smena

Nv:\/(”V_lv_l)!\/(”v_lv_l)! v=12. (7.38)

n, (n’v+l(,)!

Koristeci razvoj asociranih Lagerovih polinoma (6.36) dalje imamo

N n;—l;—l _li n/ —|—l,
(m)=—+ ¥ (.)< 22 X

z(zk)l = i! nlz—llz—l—i

) 2kry
-1 j ;
Yy &b ( 2t )/ e S TR 2y (7.39)

= ! np—h—-1-—j
=0 J 2— 8 I) 3

Preostali integral u (7.39) odgovara nekompletnoj gama funkciji za koju vaZzi sledeci
razvoj

T
—X.q -7 5 Té
/e xdx=gq! | 1—e Za : (7.40)
0
gde su
g=i+j+h+L+1+2, T=2kr (7.41)
Smenom (7.40) u (7.39) dobijamo

/71171 . , ,
Ny & (-1 41
Ill(’(rl): Z i i ?/2_21_1 X

220) & \m-
nzfl(—l)j ny+ b q! l—e_TZq:(zkrl)5 . (742)
s i \m—bh-1-j =
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Uvodeéi smenu

CNE Y (e
=5 L o lan )

= i! —ly—1—i
nyh=1_1)J I
y & mER ) g4
j=0 ] nz—lz—l—]

mozemo pisati

! 9. (2kry)°
L (r) :2& (1 —e ¥y ﬂ) , (7.44)

Sto zamenom u (7.34) daje

2 9 (2k ¢
/ dnRY) (n)RY, () ey (1—6‘2”‘2%) (7.45)
r i=o S

Ovaj integral dalje razlazemo na dva Clana

Ih =1 — 1, (7.46)
gde su
drR (r YRY (7 )LZ (7.47)
2 1 // 1 nily r rll+17 .
9 1 = (k r12 B
112_-2 Z i / an ,, (r1) n1)ll (rl)rllﬁe 21 (2 ). (7.48)
§=0 0

Zamenjujuci eksplicitne izraze za radijalne funkcije integral unutar (7.47) poprima

oblik

1’12

) _
/dranl [ nlll ( )rll—H -

r1

413N, / (2kry)2 o141 *2kr2LZZ_+l;_l(2kr2)L§iZj,21_l(2kr2)dr2. (7.49)
0
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Koristeci ponovo razvoj asociranih Lagerovih polinoma (6.36), integral (7.49) postaje

20 " 1) ( 1, ) 3
2 ! !

=0 u! n—Il,—1—u

—l—1 < ,
ni Zl (_l)v ( ny+ ll ) /e_xx”+v+ll+ll+]_ldx. (750)
0

—0 v! nl—ll—l—v

Integral koji se javlja unutar ove formule se svodi na gama funkciju, tako da 1 }el mozemo
zapisati

' = (2k)[3],[3],¢'T (u+v+l'1 +1 —l+2>, (7.51)

gde je

1:%’11_211:_1 (—1)”( ' nll,—H/l )x

n—lL—1-u

Drugi ¢lan (7.46) u sebi sadrzi integral oblika

g
/dr]R I rl )l ( )(2]7’11) e*Zkr] =

"

F<u+v+§—|—l/1—|—ll —l—|—2)

I+1
(2013} QuAVHEH 1 —1+2 (7.53)
Odavde dobijamo
q F(u+v+§ +1+0 —l+2)

= (2k)| 3}, | 3},q! 7.54
( )2 lq &g() §!2u+v+§+li+11*l+2 ( )

Smenom (7.51) 1 (7.54) u (7.46) dobijamo

1k = (20)[3],[3],q! [r <u+v+l; +1 —l+2) .
g F<u+v+§ +0 410 —l+2)

7.55
520 g1putv+E A —142 (7:55)
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Potrazimo sada reSenje integrala (7.35) koga ¢emo zapisati u obliku

n
nl !

= / drin™ 2R, (m)RY), (r) B (r1), (7.56)
0

pri ¢emu je

r k
R ) = [ RS, )R, (r2) =

(20)"*'[3], / e WP gy (7.57)

2kry

Integral u (7.57) predstavlja takode nekompletnu gama funkciju (sa gornje strane) Cije
je reSenje

- .
/ (e ™) dx=mle ™Y % (7.58)
0%

a

Zamenom u (7.57) , (7.56) postaje
S 1 e 3 .
=" [Bh st ) gy [dnn 2 @kn)fe VR, ()RS (), (759
§=0 . 0 1°1

gde smo uveli smenu s = [ + 1/2 +i+ j—1+1. Zamenjujuéi eksplicitene izraze za
radijalne funkcije u (7.59) 1 koristeci razvoj asociranih Lagerovih polinoma (6.36) sledi

u+v+§+l;+ll+l+3>

§!2u+v+§+l;+11—1+3 (7.60)

s T
=k (3L(3) st Y <

£=0

Konac¢no radijalni deo matri¢nih elemenata korelacionog ¢lana (7.13) dobijamo sme-
nom (7.55) 1 (7.60) u (7.33)

1% = op[3l3), {q! [r (u+v+z'1 + —l+2) .
q F(
)3
£20

ut v &L+ —1+2)

g 1QuAvHE+I +1 — 142

_|_

i F<u+v+§+l;+ll+l+3>
s!

7.61
£=0 g !2u+v—|—§ +l;+ll—l+3 ( )
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7.2.3 Matricni elementi kinetickog clana

Matri¢ni elementi rotiranog operatora kineticke energije pojedinaénog elektrona
79 = e 29T, (v = 1,2) u dvoelektronskom bazisu (7.5) imaju oblik

(1) =5 <Xi( )‘P%

X}")> . (7.62)

Koristeci razlaganje (7.5) mozemo pisati

1 .
o\ _ 1 —2i0/ .,k (k) 2|, k) (k)
(TV >ij - 26 <anzl;m/2 <%n'll;m’1 Pv x"111m1> xﬂzlzmz>’ (7.63)
takodajenpr. zav =1
1 .
o\ _ 1 —ie /K 21,,(k) (k) (k)
(1 >l~,-_ ¢ <Xn;z;mg P %nlzlml><%n;z;m; X"212m2>' (7.64)

Vidimo da matri¢ni elementi kinetickog ¢lana jednog od elektrona u hamiltonijanu (7.2)
imaju oblik proizvoda matri¢nih elemenata kinetickog ¢lana atoma vodonika sa tim
elektronom i matri¢nih elemenata prepokrivanja za drugi elektron, t;.

(12)ij =178 (7.65)

j2*

Indeksi iy, ji, ip i jo ovde zamenjuju skupove od tri indeksa: {n/1 , lll,m/l} — iy, {ny,lj,m } —

J1 {nlz,llz,mlz} — ip, {na,lr,my} — jo. Jednoelektronski matri¢ni elementi Ti?j] iSi,
su dati izrazima (5.20) i (5.13). Analogno za v = 2 sledi
(T)ij = Sijn Ty (7.66)

j2:

7.2.4 Matricni elementi Kulonovog ¢lana

Matri¢ni elementi rotiranog Kulonovog ¢lana pojedinacnog elektrona VC9v =Veye 0
1,2) u dvoelektronskom bazisu (7.5) su oblika
—i k)| — k
(VE,)ij = —Ze ™ <X( Nt X! )> , (7.67)
pri ¢emu je za helijum Z = 2. Koristeci razlaganje (7.5) za v = 1 imamo
0\ _ 5 —ie/ (k) —11,,k) (k) (k)
(Va)ij =ze <%n/111m'1 "1 Xn111m1> <anzl;m'2 X"zlzmz>' (7.68)
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Konacno, koriste¢i izraz (5.21) za Kulonove matri¢ne elemente za atom vodonika do-
bijamo

k
0 _ —i0 )
(Ve = ~2e™® -8, 81,8, S (7.69)
Analogno za drugi elektron
_ig k
(V&)ij=—2e"°—=8, 8,8 S (7.70)

ny n2n2 llg my

7.2.5 Matricni elementi ¢lanova interakcije sa spoljasnjim poljem

Matri¢ni elementi rotiranog Clana koji opisuje interakciju pojedinacnog elektrona
sa spoljasnjim poljem V = =¢"® Vp, (v =1,2) u dvoelektronskom bazisu (7.5) su
oblika

(1), ~r s

Koristeci razlaganje (7.5) za v = 1 imamo

V0> =-F i (f()/ /
<Fl ij ¢ <%nlllml

2y X}">>. (7.71)

<1

(k) (k)
%n111m1> <xn/2[;m/2

X,E’z‘}zm2> , (7.72)
odnosno

(Vigl)lj = (Vfg)iljlsizjza (773)

gde su (VIQ )i, j; matri¢ni elementi interakcije elektrona sa spolja$njim poljem dati izra-
zom (5.56). Analogno za drugi elektron

V&)ii = (VE)ijnSirjr- (7.74)
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7.3 Simetri¢ni bazis

Da bi se postigla zadovoljavajuca tacnost pri dijagonalizaciji hamiltonijana (7.2)

potrebno je uzeti dovoljno veliki broj matri¢nih elemenata. Pri tome zbog sloZenosti
odgovarajuéih izraza vreme racunanja moze biti veoma dugo. Medjutim, kao §to smo

pomenuli u uvodnom delu ovog poglavlja, prilikom racunanja najniZzeg stanja (koje je
prostorno simetricno) pogodno je koristiti simetrizovani bazis. Na taj nacin se ista tac-

nost postiZze uz manji broj matri¢nih elemenata, $to znacajno skracuje vreme racunanja.

7.3.1 Klasifikacija elemenata simetrizovanog dvoelektronskog bazisa

Izvrsimo najpre klasifikaciju stanja |nlm) koja Cine neki bazis u orbitalnom prostoru

jednog elektrona uvodecdi redni broj stanja ¢ na nacin dat u tabeli. Primeri ovakvog ba-
zisa su bazis vodoni¢nih funkcija (pokriva samo diskretnja stanja) i Sturmijanski bazis.

n ) m | o
1 0 011 Redni broj stanja se moZe odrediti po sledecoj formuli
210 0| 2 3 2
2n° —3n“+n
» 11 =211 3 Oé(n,l,m):( G )—I-l(l—l—l)-l-m-l-l. (7.75)
2 1 0| 4
2 I [+1 | 5 Ovo nam omoguéava da izvr§imo klasifikaciju i odgovaraju-
3 0 0] 6 ¢ih dvoelektronskih stanja.
3 1 [ -1 1] 7
3] 1 0] 8 Neka su |o) = |ny,11,m1) 1|B) = |n2,lp,mp) dva jedno-
3 1 [+11] 9 elektronska stanja. Elementi bazisa u podprostoru dvoelek-
3 > [ 22 10 tronskih simetri¢nih stanja su tada
302 |—-1]11
312 012 1 .
—(|lx + a),), ako je o ;
3 2 11|13 o, B) = ﬁ(| 1B+ (Bl >2) jea#p '
312 2 12 o) |or),, akoje a=P.
(7.76)
Izraz (7.76) se moZe napisati u jedinstvenom obliku
- |, B) = Ngg(la)[B),+1B)]0),) (7.77)
gde je
V2 1-V2
NaB = B3 + 5 505[3. (7.78)
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Posto za simetri¢na stanja |a, B) vaZi |a, B) = |B, &), ona se potpuno prebrojavaju
uzimajuci
o> p. (7.79)

7.3.2 Matri¢éni elementi

Matri¢ni elementi prepokrivanja koji odgovaraju stanjima simetrizovanog dvoelek-
tronskog bazisa (7.77) imaju oblik

(a,B | o', B"Y =2NggNyp ({ala) (BIB") + (a|B") (B|a’)) (7.80)
ili

Saﬁ;a’,ﬁ’ = 2NaﬁNa’ﬁ’(Saa’Sﬁﬁ’ +SaB’Sﬁa’) (7.81)

gde su Sy matricni elementi prepokrivanja jednoelektronskih stanja |@) i |o).
Matri¢ni elementi operatora A koji deluje u prostoru dvoelektronskih stanja u istom
bazisu glase

(o, Bl Al B') = NogNep ({ly (Bl Al ) 1B + (el (BL,AIB), ),
+ (Bl (alyAla'), B, + (Bl (@l AIB) |),).  (7.82)

Razmotrimo slucaj kada je A = A| +A», gde su ¢lanovi A; i A, istog oblika ali deluju
u prostoru stanja prvog odnosno drugog elektrona. (Matematicki korektan oblik ovog
operatora ustvari je A = A; @ I, + I} ® A, gde su I, jedini¢ni operatori u odgovarajuéim
jednoelektronskim prostorima stanja.) Izraz (7.82) tada poprima oblik

(0. BlA]0,B') = NagNog { (@l Ar e}, (Bly|B'), + (Bl A2 1B), (el o), +
(al A |B); (Blyla )y + (BlyAz o), (el [B')y +
(Bl A1), (aly|B), + (aly Az [B'), (Bl o) +
(Bl A1IB ), (aly ), + (e, Ax ), (B, 1B, }- (7.83)

S druge strane, poSto vrednost integrala

(alvAvle)y = [ dFuoG)Avta ) (784
ne zavisi od toga u kom se jednocesticnom prostoru (v = 1,2) izraCunava, tj.

(al A ]a), = (al, Az ), (7.85)
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matricni elementi (7.83) se svode na oblik

(o, BlAlac,B) = 2NopNep ({ar] Ar o) (BIB) +
(BIA1|B) (aler) + (| A1 [B') (Bler) + (Bl A1 ]er) (@] B)), (7.86)
ili
Aa,B;a’,B’ = 2Na[)’NOt’/3’(A(XOC’SBB’ +AupSpar + A Saa +A[3a’SaB’)- (7.87)
Ovde je A matrica koja reprezentuje operator A u simetrizovanom dvoelektronskom
bazisu, a A matrica koja reprezentuje operatore A; i A> u odgovarajuéim jednoelektron-
skim bazisima i koja ima isti oblik za oba operatora.

Poslednja formula se moZe primeniti na operatore 7' =71 + 15, Ve = Vo1 + Ve 1
Vg = Vg1 + Vi, dakle

Ta,ﬁ;a’,ﬁ/ = 2NO£/3Na’[3’(T(XOC’Sﬁﬁ’ —+ TaB/Sﬁa’ =+ Tﬁﬁ’S(X(X’ + TBa’SaB’)7 (788)
V(Ca,ﬁ;a’ﬁ/ = 2NaﬁNa’/3’(VCaoc’Sﬁ[3/ +VCO¢[3’S[306’ —I—Vcﬁﬁ/saa/ +Vcﬁa/5aﬁ/), (7.89)

V]Fa,ﬁ;a’,ﬁ’ = ZNaﬁNa’ﬁ’<VFaa’Sﬁﬁ’ 4+ VFaﬁ’Sﬁa’ + VFﬁﬁ’Saa’ + VFﬁa’Saﬁ’)' (7.90)

S druge strane za operator V,, = 1/ry5, (korelacioni ¢lan) zbog simetrije u odnosu
na indekse 11 2, vazi

(@l (BlyVeelB )z l)y = (Bl {ctly Vee | )5 )y . (7.91)

na osnovu ¢ega su matricni elementi ovog operatora u simetrizovanom bazisu

(0, B Vee |0, B') = 2NggN o r (2] (B, Vee B )a | '), +
(@l (Bl Vee | )3 |B),), (7.92)

ili
(Vee)a.ﬁ;a’ﬁ’ = 2NaﬁNa’ﬁ’((Vee)a,ﬁ;a’,B’ + (Vee)a,ﬁ;ﬁ/,a/)a (7.93)

pri cemu su (Vee) g p:q/,pr Matricni elementi korelacionog ¢lana u nesimetrizovanom
bazisu (oblika (7.12)).
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7.4 Jednoelektronski modeli

Kao §to smo videli u poglavlju 2.4, ADK formula (izraz (2.50) sa (2.51) ili (2.52))
daje stopu jonizacije proizvoljnog viSeelektronskog atoma u elektricnom polju. For-
mula je izvedena pretpostavljajuéi da se proces jonizacije moZe opisati analogno kao
kod atoma vodonika, tj. tuneliranjem jednog od elektrona kroz potencijalnu barijeru
koju formiraju efektivni potencijal atomskog ostatka i spoljaSnje elektri¢no polje. U
ADK teoriji, medjutim, forma potencijala atomskog ostatka nije eksplicitno uraunata
veC se talasna funkcija odlazeceg (aktivnog) elektrona u oblasti barijere aproksimira
funkcijom vodonikovog tipa koja je skalirana na dati potencijal jonizacije. Egzaktniji
opis se postize ukoliko je moguée zadati potencijal atomskog ostatka u nekoj realistic-
noj formi i onda preko ukupnog potencijala odrediti dinamiku aktivnog elektrona. Ovaj
prilaz je primenjen u poglavlju 6 u slucaju jonizacije atoma alkalnih metala u spoljas-
njem elektricnom polju. Kod ovih atoma se atomski ostatak sastoji od atomskog jezgra
1 popunjenih ljuski untrasnjih elektrona tako da se interakcija sa aktivnim elektronom,
koji je u ovom slucaju jedini valentni elektron, moze dobro opisati preko efektivnog po-
tencijala. Sli¢an opis se, medjutim, moZe priblizno primeniti i kod drugih atoma s tom
razlikom §to atomski ostatak tada ne Cine iskljuc¢ivo popunjene (pod)ljuske, a aktivni
elektron je neki od valentnih elektrona ili elektron iz neke popunjene podljuske.

Kod dvoelektronskih atomskih sistema (atom helijuma 1 helijumu sli¢ni joni) u
osnovnom stanju elektroni popunjavaju 1s (pod)ljusku, a talasna funkcija je prostorno
simetricna. Prema tome, aktivni elektron moZe biti bilo koji od dva prisutna elektrona,
a atomski ostatak Cini jezgro sa preostalim elektronom. Za razliku od atoma alkalnih
metala, u ovom slu€aju aktivni elektron nije slabije vezan za jezgro od elektrona koji
pripada atomskom ostatku (bar u pocetnoj fazi jonizacije) tako da je jednoelektron-
ski opis manje adekvatan. Ipak, poSto se sa povecanjem rastojanja r izmedju aktivnog
elektrona 1 atomskog ostatka njihova interakcija sve bolje aproksimira Kulonovim po-
tencijalom —(Z — 1) /r, gde je Z naelektrisanje jezgra, jednoelektronski opis moZe da da
priblizno dobre vrednosti za stopu jonizacije pri manjim ja¢inama spoljasnjeg polja F.
Napomenimo da vodonikov negativni jon, iako pripada klasi dvoelektronskih atomskih
sistema (kod njega je Z = 1), s obzirom na neutralni atomski ostatak (atom vodonika)
predstavlja poseban slucaj i bi¢e analiziran u poglavlju 8.
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7.4.1 Efektivni potencijal atomskog ostatka za helijum

U slucaju helijuma (Z = 2) dinamika aktivnog elektrona se moZze priblizno opi-
sati efektivnim potencijalom tipa Helmanovog pseudopotencijala (6.8). Posto je polje
jezgra koje oseca aktivni elektron pri malim vrednostima r daleko slabije ekranirano
unutras$njim elektronom nego u atomskom ostatku alkalnih metala, usrednjena interak-
cija izmedju aktivnog elektrona i atomskog ostatka ovde ostaje privlac¢na i kada r — O.
Uzimaju¢i da u tom limitu aktivni elektron oseca puno naelektrisaje jezgra, imacemo
da je A = —1, a parametar a se onda fituje tako da pseudopotencijal (6.8) reprodukuje
vrednost jonizacionog potencijala helijuma (tabela 7.1).

Tabela 7.1: Jonizacioni potencijal helijuma 7, i odgovarajuce vrednosti koeficijenata A
i a u Helmanovom pseudopotencijalu (6.8).

Atom I, A a

He 0.9037244 -1 2.1324052

Osim pseudopotencijala sa dva parametra tipa (6.8), za helijum se mogu nadi i
pseudopotencijali lokanog tipa i sa viSe parametara. Jedan takav pseudopotencijeal su
predlozili Singal i Lin [14]

Z —Br
V() =247 (a+br)S—. (7.94)

r r

Parametri potencijala (7.94) su dati u tabeli 7.2. Uzimajuéi B = 2b dobija se varijanta
ovog pseudopotencijala sa manjim brojem parametara koja uz vrednosti date u tabeli 7.2
reprodukuje taénu vrednost jonizacionog potencijala helijuma. Vidimo da se potencijal
(7.94), kao i (6.8), u grani¢nim slucajevima r — 0 i r — oo svodi na —2/r odnosno

—1/r.

Tabela 7.2: Parametri pseudopotencijala (7.94).

Atom Zeors a b B
He 1 1 0.4143 2.499
1 1 1.687654 2b

Energije 1 Sirine najniZzeg stanja atoma helijuma u okviru jednoelektronskog mo-
dela koriste¢i pseudopotencijale (6.8) i (7.94) ¢emo odrediti metodom kompleksne ro-
tacije na analogan nacin kao u sluc¢aju atoma alkalnih metala (poglavlje 6).
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7.4.2 Matricni elementi eksponencijalno opadajuéeg ¢lana

Pseudopotencijal (7.94) u odnosu na potencijal tipa (6.8) ima dodatni, eksponen-
cijalno opadajuéi ¢lan Ve (r) = —be P Posto su matri¢ni elementi pseudopotencijala
(6.8) u bazisu kulonskih Sturmijana (4.17) dati u prethodnim poglavljima, ovde ¢emo
odrediti matricne elemente dodatnog ¢lana. Ukljucujuéi i kompleksnu rotaciju koordi-
nate za ugao 6, ovi matri¢ni elementi glase

—Bre'®
(VE)ij = b (ule P 1)), (7.95)

pri ¢emu indeksi i i j ovde predstavljaju skupove od po tri kavantna broja {n’,I’,m’}
odnosno {n,l,m} (kao u poglavljima 5 i 6).

Razdvajajuci radijalni i ugaoni deo Sturmijanskih funkcija uz koriSenje ortogonal-
nosti (5.5) za sferne harmonike, matri¢ni element (7.95) se takodje razlaze pri ¢emu je
radijalni deo oblika

Rij=—Np / X0 LW ONLE () L% (x) dx, (7.96)
0
gde smo uveli slede¢e smene

dkr=x, 20+1=0a, n —1—1=u, n—I—1=v, Ny=b-N

w(0) = 1+%, B(6)=pe?. (7.97)

Konstanta N je uvedena jo$ pri raCunanju matri¢nih elemenata prepokrivanja vodonika
1 data je izrazom (5.8). Da bismo resili integral u formuli (7.96) iskoristimo rekurentnu
formulu za Lagerove polinome (5.11), Sto daje

o)

Rij= —N, / X0 (L1 () — LD (1)) (LOH! (x) — L% (1)) dx. (7.98)
0

Daljim sredivanjem dobijamo

Rij=—N, /xo“r]e_wafj‘Jrl (x) L% (x) dx+
[ee] 0 (o]
/ X e ot () LOH (x) dx — / X0 L () LI (x) dxdyy,
0 0

—/xa+]€_wa3+l (X) ng—]l ()C) dx5l,-l,- . (7.99)
0
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Kona¢no moZzemo pisati

Rij: _Nb [If(u,v,e,a—l—l)—l—lf(u—1,v—1,9,o¢+1)
—L(u—=1,v,0,a+1) =L (u,y—1,6,a+1)],  (7.100)

gde je [29]

I (u,v,0,00) = /xaexw(e)L,‘f (x) LY (x)dx =
0

C(utv+o+1) (we)—1)""
(9)u+v+a+l

ulv!

N (—v, v — o0 [W(e)l]_z 2]> . (7101

=
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7.5 Rezultati

Rezultati za energije 1 Sirine najniZeg stanja atoma helijuma u spoljasnjem elektric¢-

nom polju u zavisnosti od jacine polja dobijeni metodom kompleksne rotacije koristeci

jednoelektronski model i razli¢ite pseudopotecijale su prikazani u tabelama 7.3, 7.4 i

7.5 kao i na slikama 7.1 i 7.2. Odgovarajuci rezultati dobijeni koriste¢i pun dvoelek-
tronski opis su dati u Tabeli 7.6 i slikama 7.1 1 7.2. Ovi rezultati se dobro slaZu sa

rezultatima drugih autora dobijenim takode u dvoelektronskom prilazu ali uz primenu

drugog bazisa [41, 42, 43].

Tabela 7.3: Energije 1 Sirine najniZeg stanja atoma helijjuma u jednoelektronskom mo-
delu sa Helmanovim pseudopotencijalom i parametrima datim u tabeli 7.1 u zavisnosti
od jacine spoljasnjeg polja. Sve veli¢ine su date u atomskim jedinicama.

F E r F E r
0.00 -2.9037244 0 0.33  -2.9534835  3.453 x 1072
0.06 -2.9051587 48x 1071 034  -29559905  3.849 x 102
0.07 -2.9056848  2.061x107° 035 -2.9584829  4.262 x 102
0.08  -2.9062989  3.382x10°% 036 -2.9609597  4.693 x 1072
0.09 -2.9070010 2.939x 1077 037 -2.9634166  5.139 x 1072
0.10  -2.9077987 1.640x10°® 038 -2.9658531  5.600 x 102
0.11 -2.9086964 6.613x10°° 039 -29682667 6.076 x 1072
0.12  -29097011  2.094x 107> 040 -2.9706567  6.565 x 1072
0.13  -29108202 5506x 1075 041 -2.9730218  7.067 x 1072
0.14 -29120612 1.250x 10~% 042 -2.9753610 7.582x 1072
0.15 -29134298 2.527x10~% 043 -2.9776736  8.108 x 102
0.16  -2.9149296  4.638x 10~% 044  -2.9799592  8.645x 1072
0.17 -29165609  7.874x 10~* 045 -2.9822175 9.194 x 1072
0.18 -29183207 1.252x 1073 046 -2.9844485  9.752 x 1072
0.19  -2.9202029 1.886x 1073 047 -2.9866511 0.10319
020 -2.9221991 2.713x 1073 048  -2.9888263 0.10896
0.21  -2.9242980 3.753x 1073 049  -2.9909737 0.11482
0.22  -2.9264885  5.020x 1073  0.50  -2.9930926 0.12075
023  -2.9287579  6.525x 1073 055  -3.0032790 0.15156
024  -2.9310943 8273x 1073 0.60 -3.0128069 0.18392
0.25 -2.9334862 1.027x107%2 0.65 -3.0217161 0.21757
0.26 -2.9359212 1.251x1072 0.70  -3.0300525 0.25222
0.27 -2.9383909 1.498x 1072 0.75 -3.0378569 0.28773
0.28  -2.9408855 1.770x 1072  0.80  -3.0451725 0.32390
0.29 -2.9433971 2.064x102 085 -3.0520359 0.36070
0.30 -2.9459186 2381 x 1072 090 -3.0584810 0.39793
0.31  -2.9484436 2718 x 1072 095 -3.0645414 0.43562
0.32  -2.9509664 3.076 x 1072  1.00  -3.0702442 0.47363
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Tabela 7.4: Energije i Sirine najniZeg stanja atoma helijuma u jednoelektronskom mo-
delu sa Singal-Linovim pseudopotencijalom i parametrima datim u prvoj vrsti tabele 7.2
u zavisnosti od jacine spoljasnjeg polja. Sve veliCine su date u atomskim jedinicama.

F E r F E r
0.00  -2.9056498 0 0.30  -2.9474818  2.339 x 1072
0.01 0.31  -2.9499924  2.672 x 1072
0.02 0.32  -2.9525019  3.026 x 1072
0.03 0.33  -2.9550056  3.398 x 102
0.04 0.34  -29574995  3.790 x 1072
0.05 0.35  -2.9599803  4.198 x 102

0.06 -2.9070707 4.6x 1011 036  -2.9624451  4.624 x 1072
0.07 -29075919 1.900x 102 037 -2.9648914  5.065 x 102
0.08 -2.9081991 3.160x10°%  0.38 -29673173  5.521 x 1072
0.09 -29088955 2.762x 107 039 -2.9697211  5.992 x 102
0.10  -2.9096853  1.549x10°° 040 -2.9721014  6.477 x 102
0.11  -29105741 6281 x10°° 041 -2.9744573  6.974 x 102
0.12  -29115685 1.998x 1075 042 -2.9767877  7.484x 1072
0.13  -29126759 5273x107° 043  -2.9790919  8.005 x 102
0.14  -29139037 1.201x10™% 044 -2.9813695 8.537 x 102
0.15 -29152577 2.433x107% 045 -2.9836202  9.080 x 102
0.16 -29167318  4.532x10~% 046 -2.9858434  9.633 x 102

0.17  -2.9183558 7.620 x 107*  0.47  -2.9880393 0.10196
0.18  -2.9200976 1.214x 1073 048  -2.9902078 0.10768
0.19  -2.9219611 1.833x 1073 049  -2.9923486 0.11348
0.20  -2.9239380 2.640x 1073 050  -2.9944618 0.11937
0.21 - 2.9260178 3.657x 1073 055  -3.0046232 0.14991
022 -2.9281889 4.898x 1073 0.60  -3.0141317 0.18202
0.23  -2.9304394 6.374x 1073 0.65  -3.0230273 0.21540
024  -2.9327571 8.091 x 102  0.70  -3.0313547 0.24979
0.25  -2.9351303 1.005x 1072 0.75  -3.0391565 0.28504
026  -2.9375484 1.225x 1072 0.80  -3.0464731 0.32097
0.27  -2.9400011 1469 x 1072 0.85  -3.0533419 0.35749
0.28  -2.9424794 1.737x 1072 090  -3.0597969 0.39450
0.29  -2.9449754 2.027x 1072 095  -3.0658688 0.43190
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Tabela 7.5: Energije 1 Sirine najniZeg stanja atoma helijuma dobijene u jednoelektron-
skom modelu sa modifikacijom Singal-Linovog pseudopotencijala ( sa parametrima da-
tim u drugoj vrsti tabele 7.2).

F E r F E r
0.00  -2.9037244 0 020 -2.9216941 2.648 x 1073
0.06 -2.9051188 4.7x 10~ 0.25  -2.9326736 1.003 x 1072
0.07  -2.9056303 2017x107° 030  -2.9447568 2.325 x 1072
0.08  -2.9062263 3292x 1078 035  -2.9569496 4.162 x 1072
0.09  -2.9069101 2.863x 1077 040  -2.9687434 6.407 x 102
0.10  -2.9076856 1.597 x 107% 045  -2.9799243 8.968 x 102
0.15 -2.9131622 2463 x107% 050  -2.9904260 1.177 x 107!

Tabela 7.6: Energije i Sirine najniZeg stanja atoma helijuma u zavisnosti od jacine spo-
ljasnjeg elektricnog polja dobijene u okviru punog dvoelektronskog prilaza metodom
kompleksne rotacije (druga i tre¢a kolona). Radi poredjenja predstavljeni su rezultati
za Sirine drugih autora dobijeni takodje metodom kompleksne rotacije u dvoelektron-
skom prilazu. Sve velicine su date u atomskim jedinicama.

Ref. [41] Ref. [42] Ref. [43]
F E r r r r

0.00 -2.90372 0 0 0 0

0.05 -2.90491 - - - 3.3536 x 10713

0.10 -2.91042 - 292x107% 2.88x107° 2.9391x10°°

0.15 -2.92027 - 425x107% 423x107% 4.2913x10°*

0.20 -293523 339x1073 430x1073 431x1073 4.3347x1073

0.25 -2.95403 1.484x1072 156x107%2 1.57x1072 1.5793 x 1072

030 -2.97568 3.475x107% 3.52x107%2 3.56x1072 3.5857 x 1072

0.35 -299824 6.273x107%2 6.25x107%2 6.33x 1072 -

040 -3.02131 9.713x107%2 9.64x 1072 9.77x 1072 -

045 -3.04448 0.1376 0.137 0.138 -

0.50 -3.06728 0.1828 0.188 0.183 -

0.55 -3.08970 0.2324 - - -

0.60 -3.11196 0.2869 0.270 0.287 -

0.65 -3.13322 0.3439 - - -

0.70  -3.15424 0.4058 0.392 0.406 -

0.75 -3.17414 0.4688 - - -

0.80 -3.19435 0.5347 0.524 0.536 -

92



E (a.u.)

-3.24 \ {
- L aF 2 —yF' 24\ -1 2aF)2

00 01 02 03 04 05 06 07 08
F(au.)

Slika 7.1: Energija najniZeg stanja atoma helijuma u funkciji jaCine spoljaSnjeg elek-
tri¢nog polja dobijena metodom kompleksne rotacije koriste¢i pun dvoelektronski opis
(crni kruZi¢i e) i jednoelektronski model sa Helmanovim pseudopotencijalom (puna
plava linija). Radi poredenja prikazana je i promena energije prema formuli za ra-
zvoj Starkovog pomaka drugog ( ) odnosno Cetvrtog reda (ispre-
kidana crvena linija). Vrednosti polarizabilnosti i hiperpolarizabilnosti za helijjum su
o =1.38371y=43.104.

Uporedujuéi vrednosti §irina i energija dobijenih primenom jednoelektronskih mo-
dela u odnosu na egzaktni dvoelektronski model, uoc¢ava se znacajno odstupanje dobi-
jenih vrednosti. Ovo odstupanje raste sa porastom jacine spoljaSnjeg polja. Na osnovu
ovoga moZemo zakljuciti da u oblasti jakih polja koja odgovara jonizaciji atoma heli-
juma preko barijere primenjeni jednoelektronski modeli ne mogu dobro da reprodukuju
uticaj stvarnog potencijala helijuma. Konacno, kao Sto je i ocekivano, za male vrednosti
spoljasnjeg polja numericki rezultati za energije i Sirine se dobro slazu sa onima koje
daje formula za razvoj Starkovog pomaka odnosno ADK formula za stopu jonizacije.
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Slika 7.2: Zavisnost Sirine I" najniZzeg stanja atoma vodonika (H) i helijuma (He) od
jacine spoljasnjeg polja F (u atomskim jedinicama). Rezultati dobijeni metodom kom-
pleksne rotacije koriste¢i pun dvoelektronski opis za helijum i jednoelektronski za vo-
donik su oznaceni kruZi¢ima (punim e, odnosno otvorenim o). Puna plava linija pred-
stavlja rezultate za helijum dobijene primenom jednoelektronskog modela sa Helmano-
vim pseudopotencijalom. Isprekidane linije prikazuju odgovarajuée vrednosti za stopu
jonizacije koje daje ADK formula (tj. Landauova formula za vodonik). Radi poredenja
prikazani su i rezultati iz Ref. [42] ( ).

94



8 Odredivanje energija i Sirina najniZzeg stanja nega-
tivnog jona vodonika u elektricnom polju

Poslednji atomski sistem ¢ije ¢emo najniZe stanje i njegov raspad u prisustvu spo-
lja$njeg elektriénog polja ispitivati primenom metode kompleksne rotacije je negativni
jon vodonika (H™). PoSto se radi o dvoelektronskom atomskom sistemu iskoristiéemo
formalizam za dvoelektronske sisteme sa simetrizovanim bazisom koji je razvijen u
prethodnom poglavlju i testiran na atomu helijuma u elektricnom polju. Pored toga is-
pitacemo i nekoliko jednoelektronskih modela za ovaj jon i uporediti rezultate za ener-
gije 1 Sirine najniZeg stanja jona u funkciji jacine polja dobijene u razli¢itim prilazima.
Rezultati predstavljeni u ovom poglavlju su publikovani u referencama [44], [45] 1 [46].

8.1 Istorijski pregled i modeli

Postojanje negativnog jona vodonika kao vezanog sistema prvi je predvideo Bete
(Bethe) 1929. godine [47] (istorijski pregled istraZivanja ovog jona je dat u referenci
[48]). Najraniji proracuni energije osnovnog stanja ovog jona zasnovani na jednostav-
nom perturbacionom ili varijacionom prilazu, medutim, nisu bili uspe$ni, iako su ovi
metodi dobro reprodukovali ve¢inu osobina drugih dvoelektronskih atomskih sistema,
kao $to su He, Li™, Be™™ itd. Ovo nije iznenadujuce s obzirom da se negativni jon
vodonika sastoji od protona (kao jezgra sa Z = 1) i dva elektrona, tako da je ovde, za
razliku od atoma helijuma i dvoelektronskih pozitivnih jona (gde je Z > 1), meduelek-
tronska interakcija V,, = 1/ry, istog reda veli¢ine kao interakcija izmedu elektrona i
jezgra Vo, = —Z/ry (v = 1,2). Drugim re¢ima, kod negativnog jona vodonika V,,
se ne moZze tretirati kao mala perturbacija. Kao posledica toga H™ je slabo vezan sis-
tem koji ima samo jedno vezano stanje — osnovno stanje. Energija vezivanja elektrona u
ovom stanju (tzv. afinitet elektrona) je Ep = 0.75420 eV (0.027716 a.u.) [49, 50]. Ovde
¢emo, medutim, kao referentnu vrednost koristiti teorijsku vrednost Ep = 0.027751 a.u.
dobijenu u nerelativisti¢kih pristupu uzimajuéi beskona¢nu masu jezgra [S1]. Veoma
slabo vezivanje i odsustvo dugodometnog kulonskog privlac¢enja pri razdvajanju jednog
od elektrona od atomskog ostatka (neutralni atom vodonika) dovodi do Cinjenice da
ovaj dvoelektronski sistem nema jednostruko pobudenih stanja. Dvostruko pobudena
stanja postoje ali su ona, kao 1 kod atoma helijuma, autojonizaciona (rezonantna).

Da bi negativan jon vodonika mogao da egzistira kao vezani sistem pokazalo se
da talasna funkcija osnovnog stanja ovog sistema mora da sadrZi posebne radijalne
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korelacije medu elektronima. Prvi pokuSaji da se ovaj sistem opiSe kvantnomehanicki
oslanjali su se na uspeh Hilerasovog objaSnjenja atoma helijuma. Medutim, koristeéi
talasnu funkciju koja je bila dobra aproksimacija za atom helijuma

y = e (Z16)(n+n), (8.1)
i stavljajuci Z = 1, za energiju osnovnog stanja je dobijena vrednost Eo, = —0.473 a.u.
koja ne omogucava stabilnost jona. Naime, poSto je energija neutralnog atoma vodo-
nika u osnovnom stanju —0.5 a.u., vezivanjem drugog elektrona sledi Eg, = —0.5 — Ep,
tj. za H™ mora da vazi Eg < —0.5. JoS Cetrdesetih godina dvadesetog veka Candra-
sekar (Chandrasekhar) [52] je uocCio da se stabilnost osnovnog stanja negativnog jona
vodonika postiZe ukoliko je jedan od elektrona lociran mnogo bliZe jezgru nego drugi.
Radijus drugog elektrona je reda veli¢ina 4-5 Borovih (Bohr) radijusa. Candrasekar

predlaZe sledeéi model talasne funkcije za opisivanje osnovnog stanja negativhog jona

vodonika
ll] — efar] 7b}”2 _|_ efarszm’ (82)

pri ¢emu drugi Clan egzistira zbog nemoguénosti razlikovanja elektrona. Vrednosti
konstanti koje odgovaraju najniZoj vrednosti energije su

a=1.03925, b =0.28309. (8.3)

Razlika u vrednostima ova dva koeficijenta je u skladu sa pretpostavkom da je jedan
od elektrona bliZe jezgru i da je za njega uticaj jezgra prakticno bez ekraniranja, dok je
udaljeniji elektron ekraniran od strane blizeg elektrona (parametar b). Ako se osnov-
nom stanju pripiSe talasna fukcija (8.2) sa ovim vrednostima parametara, odgovarajuca
vrednost energije iznosi £ = —0.5133 a.u. Sto predvida stabilnost ovog jona, a dobi-
jena vrednost energije je dosta bliZza eksperimentalnim vrednostima. Glavni nedostatak
Candrasekarove talasne funkcije je taj da uzima u obzir samo radijalne korelacije, dok
u potpunosti zanemaruje ugaone. Dvoelektronska talasna funkcija pored radijalnih pro-
menljivih r; 1 rp, mora da zavisi i od uglova 0; 1 6, .

Konfiguracija osnovnog stanja sa neekvivalentnim elektronima ukazuje na moguc-
nost opisa negativnog jona vodonika kao jednoelektronskog sistema gde se udaljeniji
elektron nalazi u kratkodometnoj potencijalnoj jami. Dobra aproksimacija za ovaj jed-
noelektronski potencijal je suma kratkodometnog potencijala i brzo opadajuéeg pola-
rizacionog potencijala ~ 1/r* [53]. Cinjenica da udaljeniji elektron dosta vremena
provodi izvan potencijalne jame ukazuje na mogucnost primene jo$ prostijeg jednoelek-
tronskog potencijala u obliku jame nulte Sirine (delta funkcija pomnoZena negativnim
koeficijentom). U literaturi ovakav potencijal je poznat kao potencijal nultog dometa
(zero-range potential, ZRP [54] ). Prednost koris¢enja ZRP modela je ta Sto omoguéava
nalaZenje resenja odgovarajuée Sredingerove jednacine u procesu odkidanja elektrona
od negativnog jona pod dejstvom spoljasnjeg polja u zatvorenoj analiti¢koj formi.
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8.2 Dvoelektronski model

Egzaktan opis negativnog jona vodonika u spoljaSnjem elektri¢nom polju se moZze
postiéi jedino koristeci dvoelektronski model. Ovaj sistem je, prema tome, potpuno za-
dat hamiltonijanom (7.1) sa Z = 1, a kompleksne energije se mogu odrediti metodom
kompleksne rotacije, tj. dijagonalizacijom rotiranog hamiltonijana (7.2). Ovde je to,
analogno kao u slucaju atoma helijuma, realizovano reprezentovanjem hamiltonijana
i dvoelektronskih stanja u simetrizovanom dvoelektronskom bazisu (7.77) konstruisa-
nom od proizvoda jednoelektronskih Sturmijana. Odgovaraju¢i matri¢ni elementi su
identi¢ni kao za helijum (osim $to je u ovom slucaju Z = 1) i dati su u poglavlju 7.
Vrednosti za energije 1 Sirine najniZeg stanja negativnog jona vodonika u elektricnom
polju odredene ovim metodom za razliCite jaCine polja, kao i analiza forme talasne
funkcije, su date na kraju poglavlja u rezultatima.

8.3 Jednoelektronski modeli

Kao $to je pomenuto u uvodu, konfiguracija osnovnog stanja H™ sugeriSe na mo-
guénost jednoelektronskog opisa gde se spoljasnji, slabo vezani, elektron kreée u krat-
kodometnom potencijalu V (r) koji opisuje privlacenje od strane neutralnog atomskog
ostatka. U prisustvu spoljasnjeg elektricnog polja F moze se uzeti da se spoljasnji (ak-
tivni) elektron krece u ukupnom potencijalu V,,, = V(r) — Fz, tj. njegova dinamika je
odredena hamiltonijanom

p2
He="+V(7)~Fz. (8.4)

Neka je €(F) najniZi energijski nivo elektrona u ovom modelu. Kratkodometni
potencijal V (r) je obi¢no kalibrisan tako da daje vrednost €(0) = —Ep. Kao i u slu-
¢aju dugodometnog (ekraniranog kulonskog) potencijala izmedu aktivnog elektrona i
atomskog ostatka (v. poglavlje 6.1), ukupni potencijal kada je F' # 0 ima potencijalnu
barijeru koja objaSnjava rezonantni karakter stanja. Sedlasta tacka barijere se opet na-
lazi na z-osi. Njen polozaj rg = (0,0,zy) i visina Vg = Vi (ry; F) zavise od polja ja-
¢ine F i mogu se odrediti iz uslova (0V;or/92)x—y—0 = 0. Jacina polja Fy koja razdvaja
rezim tuneliranja od reZima otkidanja elektrona preko barijere je definisana uslovom
€(Fy) = Vi (Fy). Ovde treba imati na umu da se ove vrednosti mogu razlikovati u zavis-
nosti od modela za V(r).
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8.3.1 PPT teorija

Jednoelektronski opis procesa otkidanja elektrona od negativnog jona vodonika
¢emo prvo razmotriti u okviru Perelomov-Popov-Terentev (PPT) teorije [52] (v. po-
glavlje 2.4). Kao Sto je pokazano u poglavlju 6.2, formula (2.59) za stopu jonizacije
atoma u elektricnom polju iz osnovnog stanja u kome je / = 0 ima oblik (6.6). Medu-
tim, poSto je atomski ostatak kod negativnih jona neutralan (Z = 0), efektivni kvantni
broj n* = Z/(2Eg)'/? je jednak nuli i formula se svodi na oblik

W= Ci;exp(——), (8.5)

gde je Cx = Cyr0/2 1 k = (2Ep)"/2. U poglavlju 6.2 smo napomenuli da se PPT formula
(2.59), uz izraz (2.51) ili (2.52) za konstantu C,= ;+, obi¢no naziva ADK formulom. Me-
dutim, pomenuti izrazi upravo zbog toga Sto je n* = 0 ovde nisu primenljivi i koeficijent
C mora biti odreden na drugi nacin. Njena vrednost za H™ izraCunata pomoc¢u Hartri-
Fokovog (Hartree-Fock) metoda iznosi Cx = 1.17 [51]. Napomenimo da je u slucaju
negativnog jona vodonika, zbog kratkodometnog karaktera interakcije izmedu aktivnog
elektrona i1 neutralnog atomskog ostatka, primenljivost PPT formule diskutabilna.

8.3.2 ZRP aproksimacija

Bolji jednoelektronski opis procesa otkidanja elektrona kod negativnog jona vo-
donika se postize koriste¢i modele sa slabo vezanim elektronom u kratkodometnom
potencijalu. Kao $to je pomenuto najjednostavniji takav potencijal je potencijal nultog
dometa (ZRP). On, medutim, nije potencijalna jama u uobicajenom smislu. Na os-
novu zahtevanih grani¢nih uslova za talasnu funkciju Cestice u ZRP sledi da se on moZe
predstaviti u operatorskom obliku [54]

d

o 2T
V(r)=75(r)§r,

(8.6)

. .. 2 . Y
gde parametar a odreduje energiju veze Ep = "3 Ovakav potencijal podrzava samo
jedno vezano stanje ¢ija talasna funkcija ima oblik

W) =5 8.7)

gde je kK = (ZEB)I/2 =a.
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Svojstveni problem hamiltonijana (8.4) u okviru ZRP modela mozZe se resiti ana-
liticki. Energija 1 Sirina osnovnog (ovde jedinog) stanja odreduje se iz realnog i imagi-
narnog dela odgovaraju¢e kompleksne svojstvene energije [54]

FZ
32FE3
F 23

Iz izraza (8.8) sledi da je polarizabilnost o = 1/ (16E§) ~ 81.5, Sto je dosta manje od
stvarne vrednosti. Inace, vrednosti za polarizabilnost i stopu raspada koje se dobijaju za
ZRP su najnize u odnosu na sve druge potencijale V (r) < 0 pri fiksnoj vrednosti energije
vezivanja Eg. ZnaCajna promena polarizabilnosti sistema pri prelazu sa dugodometnog
Kulonovog potencijala na potencijal nultog dometa moZe se objasniti promenom oblika
talasne funkcije osnovnog stanja (iz oblika ¥ ~ exp (—kr) u oblik Y ~ exp (—xr) /r).
U okviru ZRP modela talasna funkcija najniZeg stanja je dosta sabijenija i polariza-
bilnost u spoljasnjem polju je minimalna. Stopa raspada w je jo$ osetljivija na oblik
potencijala V (r). Koli¢nik izraza (8.9) i (2.45) za stopu raspada pod dejstvom spoljas-
njeg elektri¢nog polja u ZRP modelu odnosno u Kulonovom potencijalu Vo = —Z/r
(gde je Z = x), glasi wzgp/we = F2/(8K6). Prema tome za slaba polja je wzrp < wc.

Primetimo da je kod ZRP u spoljasnjim elektricnom polju z; = Vz = 0 za bilo
koju jacinu polja te se, prema tome, proces otkidanja elektrona preko barijere u ovom
modelu ne moZe opisati.

8.3.3 Jednoelektronski modeli sa polarizacionim potencijalom

Na kraju ¢emo razmotriti jednoelektronske modele za H™ kod kojih se uzima u
obzir 1 polarizabilnost atomskog ostataka. U takvim modelima se slabo vezani elektron
krece u efektivnom potencijalu koji je zbir kratkodometnog potencijala i polarizacionog
¢lana koji se asimptotski ponasa kao 1/r*. Parametri efektivnog potencijala moraju da
se podese da daju taCnu vrednost energije vezivanja Ep. Alternativa je potencijal koji
se sastoji samo od jednog Clana koji obezbeduje i taCnu vrednost za energiju vezivanja
1 ispravnu asimptotiku.

Jedan od najcesée koriStenih pseudopotencijala prvog tipa je potencijal koji su
predlozili Koen i Fiorentini [55]

1 ay _1
Ver = — (1 + —) e, rg, (8.10)
r

gde je ay = 9/2 polarizabilnost atoma vodonika. Eksponencijalni faktor u polarizaci-
onom Clanu otklanja nefizicki singularitet kada » — 0. Parametar ryp = 1.6 je izabran
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tako da potencijal (8.10) ima jedno vezano stanje sa ispravnom energijom vezivanja.
Drugi, aproksimativniji ali jednostavniji model-potencijala koji pripada drugom
tipu je tzv. Bakingemov polarizacioni potencijal ([56], takode [57] i [53])

(0754
Vp=———"-—. 8.11
B 2(r2+52)2 ( )

Za 6 = 1.033906 ovaj potencijal ima jedno vezano stanje sa korektnom vrednoscu ener-
gije vezivanja za H™.

U prisustvu spoljasnjeg elektricnog polja oba potencijala formiraju potencijalnu
barijeru sa sedlastom tackom V; < 0, §to omogucava elektronu da zavisno od jaine
spoljasnjeg polja tuneliranjem ili odlaskom preko barijere napusti jon. Koristeéi zavis-
nost €(F), koja je dobijena numeri¢kim re$avanjem svojstvenog problema hamiltoni-
jana (8.4) za potencijale (8.10) 1 (8.11) (tabela 8.2), u oba slucaja se dobija vrednost
Fj, = 0.0055 za jacinu polja koja razdvaja dva rezima otkidanja elektrona.

8.3.4 Matricni elementi Bakingemovog pseudopotentiala

Posmatrajuci oblik Bakingemovog pseudopotencijala uocavamo da je on po formi
potpuno identic¢an dipolnom polarizacionom ¢lanu Bardslievog pseudopotencijala (6.21).
Na osnovu toga matri¢ni elementi za Bakingemov pseudopotencijal su ve¢ odredeni i
necemo ponavljati postupak.

8.3.5 Matricni elementi Koen-Fiorentini pseudopotentiala

Matri¢ni elementi za Koen-Fiorentini pseudopotencijal u bazisu jednoelektronskih
Sturmijana

Verij = tim \VEF | Xnjtm;) (8.12)
odnosno

1\ _ ay 0
(1+;)e R O xnjljmj>, (8.13)

VCFij = <x}’lilimi
se mogu napisati kao zbir tri ¢lana
Ver; = Ve, +Vir, +Ver, (8.14)

Indeksi i i j i ovde predstavljaju skupove od po tri kvantna broja n/, / , m’ odnosno n,l,m
(kao u poglavljima 5 i 6).

100



Ukoliko izvrSimo rotaciju u kompleksnoj ravni za ugao 68 dobi¢emo rotirane ma-
tricne elemente

ViR = Ve 4 vED +vai?). (8.15)
Da bismo izraCunali prvi ¢lan

1,(0) _ —2re'®
VCF,] <Xn lim; ‘

anljmj> (816)

iskoristimo prvo relaciju ortogonalnosti za sferne harmonike (5.5). Problem nalaZenja
matricnih elemenata prvog ¢lana se dalje svodi na nalaZenje radijalnog dela

1,(8) _ Arpli(6)
VCEj _NRCF,-j 3mimj51ilj' (8.17)
Ovde je konstanta N data izrazom (5.8). Radijalni matri¢ni elementi su
R = [x+te () 18 (0 18 () (8.18)
0

gde smo uveli smene 2kr =x,2l+1=0o ,ni—l—1=wuin;—1—1=vradijednos-
tavnijeg zapisivanja.

Integral (8.18) se javlja kod Singal-Lin potencijala za helijum i identi¢an je in-
tegralu (7.96). Koristeci istu proceduru kao u poglavlju 7.4.2, za prvi ¢lan matri¢nih
elemenata Koen-Fiorentini pseudopotencijala dobijamo

Vé}ge) = _6m,-mj6l,-le [If(u,v,e,a—i—l)—i—lf(u—l,v— 1,9,0C—|—1)
L (u—1,v,0,0+1)— L (w,y—1,0,a+1)]. (8.19)

Funkcije f;(u,v, 0, &) su date izrazom (7.101).
Ovaj ¢lan u konacnoj formi, pogodnoj za numericko izraCunavanje, glasi

)u—l—v—Z

1,(8) _
VCFU - N(Sm,-mj (Slilj

F(u—i—v—l—a—l—l){( : wio oFi (argd) +

)—
(u—1)1v=D! | (u+v+oa) w@) e

(u+v+atl1) (we)—D""
uy W(9>M+V+OH-2

o F1 (argl) —

u+v—1
s ((Z)y;ﬁaﬂ Vl (ngz) 421 (frg3)] } ,(8.20)
w
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gde su

w(6)(w(6)—-2)

argl =v,—u;—v—u—o—1; 7
i (w(6)—1)°
0 0)—-2

argZEl—v,—u;_v_u_a;W( ) (w(6) )7

(w(6)—1)*
w(6)(w(6)—2)

argd=—v,1—u;—v—u—aq; 7
(w(6)—1)
0 0)—-2
arg4z—l—v,l—u;—v—u—oH—l;W( ) (w(8) 3 ) (8.21)
(w(6)—1)
odgovarajuéi argumenti hipergeometrijske funkcije »F; u (8.20).
Drugi ¢lan u (8.15)
—2ret®
2,(6 e
VCF(}j) = <Xn,-l,~m,~ T anljmj> (822)
se moZe napisati u formi
Ven?) = 2kN8ym; 81,6 " REE) . (8.23)

2,(6)

Ovde su R?}z) radijalni matri¢ni elementi VCEj , koji nakon uvedenih smena imaju
integralni oblik

/xae_xw (x) LY (x) dx. (8.24)
0

Ovaj integralni oblik je sli¢an po formi integalu (ref [29] 7.414 int.4) 1 njegovo reSenje
je dato u obliku

R0 _ Tlutvatl) (w(®)— 1)
CF; — uly! W(O)u+v+a+l

-k (—v,—u;—v—u— a; w((i})((gv)(_@)l)—f)) . (8.25)

Konacan oblik drugog matricnog ¢lana je

Ll (utv+oa+1) (w(6)—1)""
)
l vl w(g)Hrat 2F1 (arg5),

Ven?) = 2kN Sym, O e (8.26)

gde je

argd = —v,—u;—v—u—Q; (8.27)
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Posmatrajmo na kraju treci ¢lan u izrazu (8.15)

()’
(04 _As (4 2
Vgé]‘?) _ QA i <Xn,-l,-mi £ xnjzjm,->- (8.28)

2

U razvijenom obliku ovaj ¢lan glasi

VoY = = 8K N Sy, 811~ HORELY). (8.29)
Radijalni deo ima oblik
° —i6
3,00 x% ,x,m
RYY = [5e T LE )L (v (8.30)
0

gde smo uveli smene promenjivih kao i ranije. Kona¢no, uvode¢i smenu

a(0) = 2krge ™, (8.31)
(8.30) postaje
3.0 Tx% _ ae?
Rcz%j) = / 3 ALY () LY (x) dx. (8.32)
0

Koristeci razvoj asociranih Lagereovih polinoma (6.36) izraz (8.32) uzima oblik

u(—1) V(1) e ae?

v_
J 0

Ako uvedemo oznaku f = o+ i+ j, integral u izrazu (8.33) ima oblik

(o)

a8
I = / e d (8.34)
0
2
Uvodedi smenu t> = a(xez) , nakon sredivanja integral prelazi u formu

o _al®) 2

0 —aloy? [ . (8.35)
0
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Uvedimo dalje integralnu funkciju

a

) <9> 12
19— / S (8.36)
ts
0

jes=f—1=0,1,2,... Sledi

o)y 1 1 e—@fﬂw
[ —st5!

1t

Prvi ¢lan uzima nultu vrednost u zadatim granicama, tako da izraz (8.37) postaje

o _a(6) a(0) 2

6 2 /e_ o a(@)/e‘ i

I = dr — dt. 8.38

| 1—s 152 1—s 5Tl ( )
0 0

Na osnovu definicije (8.36), izraz (8.38) se moZe napisati u obliku

,0) _a(8) )

s 1—s s—2 1—s s+1° (8.39)
Sredivanjem clanova sa istim vrednostima s i mnoZeéi ceo izraz sa ;@s) dobijamo
rekurentnu formulu
0 _ 1 7500 ()
l3= (o) [le + (95| (8.40)
Konacno, treci ¢lan u (8.15) ima oblik
Vg};g?) = —8k4OCHN5mimj 51ilj€_4i9 X
“(—1) [ uto \ & (1) [ vta atitj—2,(0)
e e (8.41
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8.4 Rezultati

Na slikama 8.1 1 8.2 prikazani su preseci u z1-zp ravni (tj. zax; =y; =xp =y, =0)
Hilerasove talasne funkcije (8.1) sa ekvivalentnim elektronima odnosno Candraseka-
rove talasne funkcije (8.2), koje su u poglavlju 8.1 razmatrane kao kandidati za opis
osnovnog stanja H™ (u odsustvu spoljasnjeg polja). Iako su obe funkcije simetriCne
u odnosu na izmenu elektrona, kod Candrasekarove talasne funkcije (zbog izraZenijih
krakova) je verovatnoca da se elektroni nadu na bitno razli¢itim rastojanjima od jezgra
(r1 > rp 1li rp > rp) znatno veca nego kod Hilerasove.

Na slici 8.2.a je prikazan zj-z> presek talasne funkcije osnovnog stanja H™ dobi-
jene metodom kompleksne rotacije u okviru dvoelektronskog modela (takode u odsus-
tvu spoljasnjeg polja). Da je Candrasekarova talasna funkcija zaista dobra aproksima-
cija za osnovno stanje H™ postaje jasno kada uporedimo slike 8.1.b 1 8.2.a. Mala razlika
u formi ovih funkcija je posledica nedostatka ugaonih korelacija kod prve. Odstupanje
od simetrije u odnosu na ose zj 1 22, koje se uocava kod druge (numericki odredene,
dakle tacnije) talasne funkcije, je posledica razlike u jaCini repulzije medu elektronima
kada se oni nalaze sa iste ili sa razliite strane jezgra. Iz tog razloga, oblik talasne funk-
cije (tj. verovatnoca nalaZenja elektrona) ne moze biti ista u prvom i drugom (ili tre¢em
i Cetvrtom) kvadrantu slike 8.2.a.

Ukljucivanjem spoljasnjeg elektricnog polja dolazi do otkidanja jednog elektrona
od jona, pri ¢emu on odlazi u pravcu polja (tj. duz z-ose) dok drugi elektron ostaje u
atomskom ostatku. Ako “prvi” elektron napusta jon, koordinata z; raste dok se z, vrlo
malo menja. Ako “drugi” elektron napusta jon situacija je obrnuta. Na slici 8.2.b je pri-
kazana numericki izracunata talasna funkcija (pomocu metoda kompleksne rotacije u
okviru dvoelektronskog modela) koja odgovara najnizem stanju H™ u spoljasnjem polju
jaCine F' = 0.03 a.u. Odlaze(i talasi duz koordinata z; i z; predstavljaju kanale jedno-
elektronskog otkidanja za prvi odnosno drugi elektron, Sto jasno demonstrira rezonantni
karakter najniZeg stanja jona u spoljasnjem polju. lako ova talasna funkcija opisuje ot-
kidanje jednog elektrona, zbog izmenske simetrije postoje dva simetri¢na kraka (duz
osa za 71 1 z2) jer je verovatnoca otkidanje za oba elektrona ista.

Energije 1 Sirine najnizeg stanja H™ pri razliCitim vrednostima jacine spoljasnjeg
elektricnog polja, dobijene u okviru dvoelektronskog modela pomo¢u metoda kom-
pleksne rotacije, date su u tabeli 8.1. Iste veliine dobijene koristeci jednoelektronske
modele sa polarizacionim potencijalom, opet pomocu metoda kompleksne rotacije, date
su u tabeli 8.2.
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Slika 8.1: Dvodimenzioni preseci (x; =y; = x, =y, = 0) realnih komponenti: (a) Hile-
rasove 1 (b) Candrasekarove talasne funkcije osnovnog stanja negativnog jona vodonika
u odsustvu spoljasnjeg polja. Koordinate su izraZene u Borovim radijusima.
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Slika 8.2: Dvodimenzioni preseci (x; = y; = x, = y, = 0) realnih komponenti nume-
ricki izraCunate talasne funkcije u okviru dvoelektronskog modela: (a) osnovnog stanja
negativnog jona vodonika u odsustvu spoljasnjeg polja i (b) najniZeg stanja negativnog
jona vodonika u prisustvu spoljas$njeg elektri¢nog polja jaCine F = 0.03 a.u. Krsti¢i
oznacavaju polozaj sedlaste tacke (zy =~ 0.03 a.u.) duz pravaca z; i zp. Koordinate su
izraZene u Borovim radijusima.

Vrednosti za energije iz ovih tabela prikazane su na slici 8.3 zajedno sa zavisno$éu
energije E najnizeg stanja od jacine spoljasnjeg elektricnog polja F prema formuli za
razvoj Starkovog pomaka AE(F) drugog i Cetvrtog reda po F (v. poglavlje 2.2). Di-
polna polarizabilnost i druga dipolna hiperpolarizabilnost za negativni jon vodonika
imaju vrednosti & = 206 [57] i ¥ = 8.03 x 107 [58], a energija najniZeg stanja ovog
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jona izraZena preko Starkovog pomaka je E(F) = Eg, + AE(F) = —0.5— Eg +AE(F).
Sa slike se vidi da se u oblasti slabijih polja energija najniZeg stanja dobijena koristeci
dvoelektronski model smanjuje sa porastom jacine polja u skladu sa formulom za Star-
kov pomak. Pri ja¢im poljima (F' > 0.01), medutim, E(F') opada skoro linearno. U ovoj
oblasti razvoj za Starkov pomak nije primenljiv i formula daje sve veée odstupanje od

numerickih vrednosti dobijenih u dvoelektronskom modelu.

Tabela 8.1: Energije i Sirine za najniZe rezonantno stanje negativnog jona vodonika u
atomskim jedinicama dobijene koriSéenjem potpunog dvoelektronskog modela hamil-
tonijana (8.6).

2e model
F E I F E I

0 -0.52763 0 0.014 -0.53503 0.01861
0.0005 -0.52764 0.015 -0.53559 0.02078
0.0010 -0.52773 0.016 -0.53609 0.02291
0.0015  -0.52790 0.017 -0.53660 0.02504
0.0020 -0.52814 0.018 -0.53708 0.02730
0.0025  -0.52835 0.201 x 1073 0.019 -0.53762 0.02956
0.003  -0.52867 0.431 x 1073 0.020 -0.53817 0.03186
0.004  -0.52928 1.247 x 1073 0.021 -0.53864 0.03414
0.005  -0.52997 2.475x 1073 0.022 -0.53915 0.03647
0.006  -0.53057 3.845 x 1073 0.023 -0.53965 0.03883
0.007 -0.53118 5.369 x 103 0.024 -0.54016 0.04121
0.008  -0.53177 7.022 x 1073 0.025 -0.54071 0.04362
0.009  -0.53236 8.788 x 1073 0.026 -0.54120 0.04605
0.010  -0.53293 0.01066 0.027 -0.54170 0.04848
0.011  -0.53347 0.01257 0.028 -0.54222 0.05097
0.012  -0.53397 0.01451 0.029 -0.54274 0.05349
0.013  -0.53451 0.01654 0.030 -0.54321 0.05599

Energije dobijene koristeci jednoelektronske modele sa polarizacionim potencija-
lom (Koen-Fiorentini i Bakingemov potencijal) se medusobno malo razlikuju i pri ma-
njim vrednostima jacine polja se priblizno slazu sa tacnim vrednostima koje daje dvo-
elektronski model. Medutim, sa povecanjem jacine polja razlika u vrednostima energije
dobijene u jedno- i dvo-elektronskom prilazu se sve viSe povecava, posebno u oblasti
elektronskog otkidanja preko barijere. Vrednost kriticne jacine polja koja razdvaja re-
Zim tuneliranja od rezima otkidanja elektrona preko barijere je F; = 0.0056 + 0.0001.
Za F > 2F; Starkov pomak AE,, dobijen primenom dvoelektronskog modela je pri-

blizno dva puta veci nego AE1, koji je dobijen u jednoelektronskom prilazu.
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Tabela 8.2: Energije i Sirine za najniZe rezonantno stanje negativnog jona vodonika u
atomskim jedinicama dobijene jednoelektronskim modelima pseudopotencijala

Bakingemov ECP Koen-Fiorentiniev ECP
F E r E r
0 - 0.52769 0 -0.52775 0

0.0005 -0.52771 -0.52776

0.0010 -0.52777 -0.52782

0.0015 -0.52787 2.134 x 1073 -0.52792 4792 x 1075

0.0020 - 0.52802 7312 x 107 -0.52807 1.037 x 10~*

0.0025 - 0.52820 2.014 x 1074 -0.52825 2.356 x 1074
0.003 - 0.52840 4301 x 10~* - 0.52846 4511 x 10~*
0.004 -0.52882 1.040 x 1073 - 0.52887 1.091 x 1073
0.005 -0.52924 1.885x 1073 -0.52931 1.913 x 1073
0.006 - 0.52967 2.860 x 1073 - 0.52974 2.933 x 1073
0.007 - 0.53004 3.968 x 1073 -0.53014 4122 x 1073
0.008 - 0.53039 5.151 x 1073 - 0.53053 5.335x 1073
0.009 - 0.53074 6.430 x 1073 - 0.53088 7.034 x 1073
0.010 -0.53107 7.752 x 1073 -0.53121 8.439 x 1073
0.011 -0.53137 9.094 x 1073 -0.53153 9.872 x 1073
0.012 -0.53166 0.01049 -0.53182 0.01132
0.013 -0.53192 0.01191 -0.53214 0.01284
0.014 -0.53219 0.01337 -0.53239 0.01443
0.015 -0.53243 0.01483 -0.53265 0.01595
0.016 - 0.53266 0.01634 - 0.53289 0.01750
0.017 - 0.53289 0.01785 -0.53313 0.01894
0.018 -0.53311 0.01937 - 0.53336 0.02065
0.019 - 0.53332 0.02089 - 0.53360 0.02227
0.020 - 0.53352 0.02244 - 0.53376 0.02394
0.021 -0.53371 0.02399 - 0.53399 0.02562
0.022 - 0.53390 0.02556 -0.53422 0.02719
0.023 - 0.53408 0.02712 - 0.53441 0.02883
0.024 - 0.53426 0.02870 - 0.53454 0.03066
0.025 - 0.53442 0.03028 -0.53473 0.03229
0.026 - 0.53459 0.03187 - 0.53492 0.03395
0.027 - 0.53476 0.03346 -0.53512 0.03563
0.028 -0.53491 0.03506 - 0.53525 0.03733
0.029 - 0.53507 0.03666 -0.53538 0.03899
0.030 -0.53522 0.03827 - 0.53556 0.04062
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Vrednosti za Sirine I' najniZeg stanja iz tabela 8.1 1 8.2 prikazane su na slici 8.4
zajedno sa vrednostima I' u funkciji jacine spoljas$njeg elektri¢nog polja F' koje daju
PPT teorija i ZRP model. Primetimo da, iako H™ ne pripada klasi vodoni¢nih atoma,
PPT formula (8.5) daje kvalitativno slaganje sa rezultatima dobijenim u okviru dvoelek-
tronskog modela, koje mozemo smatrati tacnim. Bolje kvantitativno slaganje sa tanim
rezultatima daje ZRP model. Uo¢imo da PPT teorija i ZRP model daju isti izraz za I'
(odnosno stopu elektronskog otkidanja w). Razlika izmedu izraza (8.5) i (8.9) je samo
u vrednosti konstante u preeksponencijalnom faktoru (koje su 1.32 odnosno 0.5).

Zbog kvalitativnog slaganja izraza (8.5) 1 (8.9) sa vrednostima za I" dobijenih u
okviru dvoelektronskog modela sledi da optimalnu vrednost konstante C,, moZemo pro-
ceniti koristeéi ove rezultate. U tom cilju pogodno je izraziti stopu raspada w u funkciji
promenljive & = (F/Kk)exp(—2k>/(3F)). Tada se formula (8.5) svodi na linearnu za-
visnost w = C2£. Linearni fit dvoelektronskih podataka u oblastima F < F (reZim
tuneliranja) i F > Fj, (prekobarijerni rezim) daje C2 = 0.65 odnosno 0.58.

Vrednosti za I' dobijene koristeci jednoelektronske modele sa polarizacionim po-
tencijalom se priblizno slazu sa vrednostima koje daje dvoelektronski model za F <
F;/2. U suprotnom jednoelektronski modeli daju vrednosti koje su manje od dvoelek-
tronskih rezultata (za oko 30% u prekobarijernom rezimu).

Navedena razlike u rezultatima dobijenih primenom dvoelektronskog 1 jednoelek-
tronskih modela ukazuju da jednoelektronska slika nije primenljiva u slu¢aju jakih po-
lja. Kada je F ~ F, potencijalna barijera je potisnuta do te mere da se najniZe stanje
ne moze tretirati kao vezano, ¢ak ni priblizno. U ovom slucaju Candrasekarov koncept
spoljaSneg elektrona nije viSe adekvatan jer znacajan deo odgovarajuce amplitude vero-
vatnode tada leZi sa spoljasnje strane barijere (|z;]| ili |z2| > |z«|). To znaci da udaljeniji
elektron postaje odlazeci elektron. Istovremeno dvoelektronska talasna funkcija u unu-
tra$njoj kvazi-vezanoj oblasti (r1,r, < |zy|) postaje sli¢nija talasnoj funkciji sa ekviva-
lentnim elektronima, $to objaSnjava neprimenljivost jednoelektronskog prilaza. Odnos
izmedu Starkovih pomaka dobijenih koriste¢i dvoelektronski model i jednoelektronske
modele AE,,/AE|, =~ 2 za F > F; bi se mogao objasniti ¢injenicom da za stanja sa
ekvivalentnim elektronima pomak AE,, ukljucuje doprinose oba elektrona tako da ima

dvostruko vecu vrednost nego $to daje jednoelektronski opis.
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Slika 8.3: Energija najniZeg stanja negativnog jona vodonika u spoljaSnjem elektricnom
polju kao funkcija jacine polja. Vrednosti dobijene koriste¢i pun dvoelektronski model

su predstavljene crvenim kruzi¢ima (e). Rezultati dobijeni primenom jednoelektronskih
modela sa Bakingemovim i Koen-Fiorentini potencijalom su predstavljeni zelenim ()
odnosno plavim (e) kruZi¢ima. Zavisnost ove energije od jaCine polja prema formuli za
razvoj Starkovog pomaka drugog i Getvrtog reda je predstavljena punom sivom odnosno

crnom linijom.
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Slika 8.4: Sirina I najniZeg stanja (stopa elektronskog otkidanja w) negativnog jona
vodonika u spoljasnjem elektricnom polju kao funkcija jacine polja. Vrednosti dobijene
koriste¢i pun dvoelektronski model su predstavljene crvenim kruzi¢ima (e). Rezultati
dobijeni primenom jednoelektronskih modela sa Bakingemovim i Koen-Fiorentini po-
tencijalom su predstavljeni zelenim (#) odnosno plavim (e) kruzi¢ima. Zavisnost w(F)
prema PPT formuli i ZRP modelu je predstavljena isprekidanom odnosno punom cr-
nom linijjom. Vertikalna isprekidana linija oznacava jacinu polja Fy koja razdvaja rezZim
odkidanja elektrona tunel efektom i reZim odkidanja preko barijere. Na umetnutom
delu slike su prikazani isti rezultati u zavisnosti od parametra & (v. tekst).
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9 Zakljucak

Glavni zadatak ove doktorske disertacije je bio izra¢unavanje Starkovog pomaka
najniZeg stanja i stope jonizacije kod atomskih sistema sa jednim i sa dva aktivna elek-
trona u spoljasnjem statickom elektricnom polju u zavisnosti od jacine polja. U cilju
dobijanja Sto tacnijih vrednosti koriSten je metod kompleksne rotacije (kompleksnog
skaliranja) uz razvoj probne talasne funkcije u bazisu kulonskih Sturmijana. Ispitivani
su atomi vodonika, alkalnih metala (litijum, natrijum, kalijum, rubidijum, cezijum, fran-
cijum) i helijuma, kao i vodonikov negativni jon.

Rezultati dobijeni metodom kompleksne rotacije su poredeni sa rezultatima koje
daju drugi teorijski prilazi (uglavnom aproksimativni). U poglavlju 2 je dat standardan
teorijski opis jednoelektronskog modela atoma u spoljaSnjem statickom elektri¢cnom po-
lju koji daje analiti¢ke izraze za Starkov pomak (razvoj u red) i stopu jonizacije (formula
Landau-LifSica za atom vodonika i njena uopstenja — PPT i ADK formula). Navedeni
izrazi su primenljivi u slucaju slabijih polja jer su bazirani na perturbativnhom prilazu
(kod radunanja Starkovog pomaka) i modelu tuneliranja kroz potencijalnu barijeru uz
odredene aproksimacije (pri racunanju stope jonizacije). U slucaju jakih polja navedeni
teorijski prilazi daju znacajno odstupanje od stvarnih (eksperimentalnih) vrednosti, a
posebno pri jaCinama polja gde dolazi do potiskivanja sedlaste tacke barijere ispod naj-
niZeg energijskog nivoa i tzv. prekobarijerne jonizacije. Upravo da bi se dobili dovoljno
taCni rezultati 1 u reZimu tuneliranja i u reZimu prekobarijerne jonizacije u ovoj diser-
taciji je koriSten metod kompleksne rotacije uz odgovarajue modele atoma i jona u
spoljaSnjem polju.

Metod kompleksne rotacije je opisan u poglavlju 3, a Sturmijanski bazis u poglavlju
4. U poglavlju 5 je ovaj metod razraden i testiran na primeru atoma vodonika u spo-
ljasnjem statickom elektri¢nom polju. Dobijeno je dobro slaganje sa rezultatima drugih
autora koji su koristili sli¢ne (numericke) metode, kao i sa formulama iz standardnog
teorijskog opisa u slucaju slabijih polja.

U poglavlju 6 je isti metod (kompleksne rotacije u Sturmijanskom bazisu) uop-
Sten na druge atome kod kojih se jednoelektronska pobudenja i jonizacija mogu dobro
opisati jednoelektronskim modelom. Ovakvi modeli su naroCito primenljivi kod atoma
alkalnih metala. Ovde su koriStena dva tipa efektivanog potencijala atomskog ostatka,
Helmanov i Bardsliev pseudopotencijal, koji mogu sa zadovoljavaju¢om tacnosc¢u da
opiSu dinamiku valentnog elektrona. Primenom jednoelektronskih modela se takode
pretpostavlja da je interakcija polja sa unutraS$njim elektronima u atoma zanemarljiva.
Dobro slaganje dobijenih vrednosti za energije i Sirine najniZeg stanja atoma u polju sa
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vrednostima koje daju standardna teorija pri slabijim poljima potvrduje primenljivost
numeri¢kog metoda 1 koriStenih modela. Dobijeni numericki rezultati su iskoriSteni da
bi se potvrdila ispravnost uvedene korekcije kod ADK formule, koja u znacajnoj meri
poboljsava njenu ta¢nost i proSiruje domen vaZenja.

U poglavlju 7 je metod kompleksne rotacije, uz razvoj probne funkcije u Sturmijan-
skom bazisu proSiren na dvoelektronske sisteme. Pri tome je za reprezentaciju stanja i
racunanje matri¢nih elemenata koriSten dvoelektronski bazis konstruisan od jednoelek-
tronskih kulonskih Sturmijana. Prvo su razmatrane bazne funkcije u obliku proizvoda
Sturmijana za prvi i drugi elektron, a zatim je za raCunanje najniZzeg stanja, koje je
singletno i prema tome prostorno simetri¢no, konstruisan odgovarajuéi simetrizovani
bazis. Sa ovim poslednjim je ista taCnost raCunanja postignuta uz manji broj matri¢nih
elemenata, $to je znacajno skratilo vreme raCunanja. Metod je testiran na atomu heli-
juma u spoljasnjem staticCkom elektricnom polju. Dobijeni rezultati za energije i Sirine
najniZzeg stanja se dobro slazu sa rezultatima drugih autora koji su koristili isti metod
ali drugi bazis, kao 1 sa standardnim teorijskim opisom za slaba polja. Osim toga raz-
motreno je nekoliko pseudopotencijala u okviru jednoelektronskog modela (Helmanov,
Singal-Linov i jo$ jedna varijanta poslednjeg). Pokazalo se da ovi pseudopotencijali pri-
blizno reprodukuju vrednosti energije i Sirine najniZeg stanja helijuma u slucaju slabih
polja, dok za jaca polja odstupanja postaju znacajna.

U poglavlju 8 je metod, koji je razraden u prethodnom poglavlju i testiran na pri-
meru helijuma, primenjen za rafunanje energije (Starkovog pomaka) najniZeg stanja
i stope elektronskog otkidanja kod negativnog jona vodonika u spoljaSnjem statickom
elektricnom polju. Prethodno testiranje metoda u poglavlju 7 je ovde bilo od posebnog
znacaja poSto za poslednji sistem gotovo da ne postoje rezultati drugih autora dobi-
jeni u okviru dvoelektronskog modela. Osim dvoelektronskog modela koji je za ovaj
sistem (kao 1 za helijum) egzaktan (u okviru nerelativistickog opisa), razmotreno je ne-
koliko jednoelektronskih prilaza — PPT teorija, model sa potencijalom nultog dometa
i dva pseudopotencijala koji ukljucuju efekte polarizacije atomskog ostatka (Bakinge-
mov i Koen-Fiorentini pseudopotencijal). Iako je pokazano da je jednoelektronski opis
osnovnog stanja kod negativnog jona vodonika zbog specificnih radijalnih korelacija
adekvatniji nego kod helijuma, dobijeni rezultati u prisustvu spoljasnjeg polja se do-
bro slaZzu sa rezultatima dobijenim u okviru dvoelektronskog modela samo za dovoljno
slaba polja. Razlog za to je naden u naruSavanju meduelektronskih korelacija, karak-
teristicnih za osnovno stanje jona, do kojeg dolazi kada se ukljuci spoljasnje polje.
Konacno, medu analitickim izrazima za §irine najniZeg stanja jona u polju (tj. za stopu
elektronskog otkidanja) najbolje slaganje sa rezultatima dvoelektronskog modela je do-
bijeno za model sa potencijalom nultog dometa. Fitovanjem numerickih vrednosti za
Sirine stanja na analiti¢ki oblik koji daje ovaj model dobijena je korigovana vrednost
konstante koja figuriSe u preeksponecijalnom faktoru formule.
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