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Diferencne jednacine
Gospava B. Dordevi¢ i Snezana S. Pordevié

U matematici je sve veca potreba za primenom diferencnih jedna-
¢ina. Naime, diferencne jednacine se koriste u resavanju razlicitih
matematickih zadataka i problema, kao sto su: nalazenje opsteg clana
numeric¢kog niza; odredivanje vrednosti determinanata (viseg reda);
odredivanje n—tog (n € N) stepena matrice; izracunavanje integrala.

Neka je (an)nen niz realnih (kompleksnih) brojeva, i neka je F
funkcija k + 2 arugmenta, gde je k prirodan broj. Jednacina

(1) F(n7an;an+1;"'7an+k) =0

je diferencna jednacina reda k.

Resenje diferencne jednacine (1) je svaki niz (a,) ¢ijom zamenom
u (1) ova postaje identitet.

Opste resenje jednacine (1) je ono resenje koje sadrzi sva njena
resenja.

Naglasimo da se samo neke diferencne jednacine mogu resiti. Neke
od takvih diferencnih jednac¢ina navodimo u nastavku ovog izlaganja.
Nas je cilj da pokazemo primenu diferencnih jednac¢ina na odredivanje:
opsteg clana niza, vrednosti determinanata, n—tog stepena matrica.

1. Linearna diferencijalna jednacina reda k

Jednacina oblika

(1.1) fr(n)anyk + fr—1(n)ansir—1+ -+ fr(n)ans1 + foan = F(n),

je linearna diferencna jednacina reda k, pri cemu su koeficijenti f;(n),
i=0,...,k, funkcije od n, a F'(n) je slobodni ¢lan, takode, funkcija od
n. Ako je F'(n) =0, tada (1.1) postaje homogena linearna diferencna
jednacina reda k.
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Teorema 1. Opste redenje jednacine (1.1) sadrzi k konstanti.

Dokaz. Pretpostavimo da se jednacina (1.1) moze napisati u obliku

(12) Antk = f(nvanuan+17~"7an+k‘fl)~

Zan=1,2,..., redom, prema (1.2), sledi:

Ap41 = f(]-yalv cee ,Clk) = 900(0117 cee 7ak)7
gde su aq,...,ax proizvoljne konstante;
ag+2 = f(27a27 s >ak,ak+1)
= f(2,a9,...,ak, f(1,a1,...,ax))
=p1(ay,...,ax).

Zatim, za n = 3, sledi

a’k—‘r?) - f(37a37 s 7a‘l€—|—l7ak—|—2)
= f(3,as,...,p0(a1,...,axr),p1(a1,...,ax))
= (pg(al, .. .,ak).

Na taj nacin nalazimo da je

Aktm = @m—1(a1,...,ax).

Mozemo reéi da je upravo ay,, opSte reenje jednacine (1.2), gde su
ai,...,ar prozvoljne konstante. [

2. Linearna diferencna jednacina prvog reda

Jednacina oblika

(2.1) ant1+ f(n)an = g(n),

je diferencna jednacina prvog reda, pri ¢emu su kofeicijenti f(n) i g(n)
funkcije od n, dok je a,, nepoznata.



Najpre resavamo jednacine

(1)  any1 — an = g(n),

(i7)  an+y1 + f(n)a, =0.

Zan=1,2,..., tim redom, u (i), slede jednakosti
g — a1 = g(l)
as —as = g(2)

ap — ap—1 = g(n —1).

Sumiranjem ovih jednakosti nalazimo da je
n—1
a, = ay + Z 9(j), a1 je prizvoljna konstanta,
j=1

i a, je opSte resenje jednacine (7).
Ako je ap = C, onda je

22) 0n=C+Yg)

opste resenje jednacine (7).

Na isti nacin, za n = 1,2, ..., tim redom, prema (77), nalazimo:

as+ f(1)ay =0, as=—f(1)ay,
az+ f(2)az =0, a3z = (-1)*f(1)f(2)a1,

an+ f(n—Nap-1 =0, ap=(-1)""f1)f(2)... f(n—ai.
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Dakle, opste resenje jednacine (ii) je
n—1
an = (_1)n—1a1 H f(V)a
v=1
odnosno
n—1
(2.3) a, = ()" 'C ] f).
v=1

Neka je a,, = u,, - v, reSenje diferencne jednacine (2.1), tada je
Un41Vn 41+ f(n)unvy = g(n),

Up+1Vn+1 — UnUn41 + UnUnt1 + f(n)unvn = g(n),

’Un+1(un+1 - Un) + un(vn+1 + f(n)vn) = g(”)

Poslednja jednacina je neodredena, jer sadrzi dve nepoznate, u, i vy,.
Jedno resenje se moze uzeti proizvoljno, recimo v,+1 + f(n)v, = 0.
Tada se ista jednacina razlaze na sistem diferencnih jednacina

Un+1 + f(n)v, =0

(2'4) vn+1(un+1 - Un) = g(”)

Prva jednacina sistema (2.4) je upravo jednacina (i7), ¢ije je reSenje
(2.3)

v, = (-1)""1C 1:[ f(v).

Druga jednacina sistema (2.4) se moze napisati u obliku

~g(n)
Un+1 — Un = ;
Un+1
odakle sledi
5 90
Uy = U + EAA

9
U.
i—1 1+1
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odnosno

Uup =D S g(z) .
t L e L )

Opéste resenje diferencne jednacine (2.1) je

=t o0 = (1" [ £®) (Cl - Z_: (—1)1'1%[(5) f(v)) |

gde je (C, =C - D).
Slede primeri diferencnih jednacina prvog reda.

1. Nadi opste resenje diferencne jednacine a,y1 — a, = d, (d je
proizvoljna konstanta).

Resenje. Sumiranjem jednakosti

ag—alzd

a3—a2:d

an —a1 =d
nalazimo da je a,, = C' + (n — 1)d opste resenje date jednacine.
Primetimo da je (a,) aritmeticki niz sa diferencijom d.
2. Nadi resenje diferencne jednacine a, 11 — a, = n ako je a; = 1.
Resenje. Zan =1,2,..., tim redom, slede jednakosti
a2 — a1 = 1
asz — ag = 2

ag —az =3

Ap — Qp_1=n—1,
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n(n—1) )

odakle, sumiranjem istih, dolazimo do resenja a, =1+ —=

3. Resiti diferencnu jednacinu a,4+1 — a, = 2", ako je a3 = 2.
Resenge.

1—9on-1
ap —ay =242 4. 42771 an =2+2 ———=2"

4. Nadi reSenje diferencne jednacine a,4+1 — 2a, = 0 za a; = 2.

Resenje.
ag = 2@1,

as :2-a2 :22a1,

as = 2-as :23a1,

Ap — 2n_1a1 = 2",

5. Resiti diferencnu jednacinu a, 41 + na, = 1.

Resenje. Ovo je potpuna diferencna jednacina prvog reda, data sa
(2.1), gde je f(n) =nig(n) = 1. Opste resenje jednacine je

n—1 n—1 1
A, = —1)n_1 v|C+ —

i D) (C+ > #> |

3. Linearna diferencna jednacina reda k

sa konstantnim koeficijentima

Ako su koeficijenti fx(n) u diferencnoj jednacini (1.1) konstante,
onda je (1.1) linearna diferencna jednacina reda k sa konstantnim
koeficijentima. Ako su koeficijenti oznaceni sa b, tada je

(3.1) brntk +bp—1anik—1 + -+ brans1 + boa, = F(n)
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linearna diferencna jednacina reda k sa konstantnim koeficijentima.
Odgovarajuc¢a homogena diferencna jednacina je

(3.2) brantk + bp—10nyk—1 + - + biaps1 + boay, = 0.

Posebno razmatramo diferencnu jednac¢inu (3.1) za k =21 k = 3.
Neka je

(33) bgan+2 + blan+1 + boan = F(n)

diferencna jednacina reda dva sa konstantnim koeficijentima, a odgo-
varajuc¢a homogena jednacina je

(34) bQCLn+2 + blan+1 + b()CLn =0.

Teorema 2. Ako su a) i a] linearno nezavisna resenja jednacine
(3.4), tada je

(3.5) a, = Cral, + Coal!
opste resenje jednacine (3.4).
Dokaz. Zamenom (3.5) u (3.4), sledi

ba(Chray, o + Coay ) +b1(Cray, 1 + Coal 1) + bo(Cra;, + Caal,) =0,
Cl (bga;H_Q + bla;H_l + boa%) + 02(b2a;;+2 + blaz+1 + boCL/T:) = 0,
Ci-04+Cy-0=0.

Resenje homogene jednacine (3.4) trazimo u obliku a,, = A\". Otuda
je
bo A2 L b AT AT = 0,

odakle je

(36) bg)\Q + b1 A+ by = 0.
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Jednacina (3.6) je karakteristi¢na jednacina jednacine (3.4). Rese-
nja jednacine (3.6) su

—by 4 /b2 — dbaby

A p—
1.2 205

Razlikujemo tri slucaja.

1. Neka su resenja jednacine (3.6) realna i razlicita. Tada je opste
resenje jednacine (3.4), prema Teoremi 2:

an = Cl)\? + CQ)\S

2. Neka su reSenje jednacine (3.6) realna i jednaka, tj., Ay = \so.
Nije tesko dokazati da je A; - n resenje jednacine (3.4) i to nezavisno
od Ay. Ponovo po Teoremi 2, sledi da je opSte resenje jednacine (3.4)
dato sa

apn — Cl)\? + C’Q?’L)Jl1 == )\711(01 + an)

3. Neka su resenja jednacine (3.6) kompleksna, tj.,
M2 =axif =r(cospLising).
Tada je opste resenje jednacine (3.4) dato sa
a, = Cr"(cosny + isinnp) + Dr’(cosng — isin ny)
= (Cr™ + Dr") cosny + (Cir™ — Dr"i) sinng
= (Cycosny + Cysinng, (C; =Cr"™ + Dr", Cy = Cir™ — Dir™).

Teorema 3. Resenje nehomogene diferencne jednacine (3.3) je zbir
re§enja homogene jednacine (3.4) i proizvoljnog resenja nehomogene
jednacine (3.3).

Dokaz. Neka je al, opste resenje homogene jednacine (3.4) a a! reseje
jednacine (3.3). Tada je a,, = al, + a!' opste resenje jednacine (3.3),
jer je:
b2(a;1+2 + a;;+2) + b (a;z+1 + a;;+1) +bo(ay, +ay) = F(n), tj.,
(b2ai, o + brag, g + boay,) + (b2ay o + brag g + boay) = F(n), tj.,
0+ F(n) = F(n), t.j., F(n)=F(n). O
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Slede primeri diferencijalnih jedna¢ina drugog reda.

1. Nadi opsti ¢lan Fibonaccievog niza a,i2 = an+1 + an, za a3 =
o = 1.

Resenje. Karakteristicna jednacina je
M —-A—1=0,

Cija su reSenja

Opste resenje je

145\ 1-v5\
ap, = C1 V5 + Co V5 )
2 2
odakle, koriste¢i pocetne vrednosti a; = as = 1, nalazimo da je Cy =

LiCy=-4

VB (1+vB\T VB [1-v5)"
=5\ T2 52

, pa je opsti ¢lan Fibonacci—evog niza dat formulom

2. Odrediti opste resenje diferencne jednacine a,42 + 2ap41 + ay =
n —+ 2.

Resenje. Karakteristi¢na jednacina je A>+2\+1 = 0, njena reSenja su
A1 = A2 = —1. Opste resenje homogene jednacine a,42+2a,4+1+a, =
0 je

CL;I = Cl(—l)n + C’Qn(—l)”.

Resenje a!! polazne, nehomogene diferencne jednacine je oblika a!! =
An + B. Tada je

An+2)+B+2An+1)+B)+ An+ B =n+2,
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1 1 1
odakle slede jednakosti A = 1 iB= 1 Dakle, a!! = Z(n +1), a

opsSte reSenje polazne jednacine je
1

3. Odrediti a,, ako je an+2 — apn+1 + a, = 0.

Resenje. Karakteristi¢na jednacina je A2 —A+1 = 0. Njena resenja su
1403
Ao =—F—

5 ili, u trigonometrijskom obliku,

T .. m
A1/2 :COS§ + 7s8in —.

3

Opste resenje jednacine je

a, = Cy cosn?7T +C’gsinn§.

4. Odrediti resenje diferencne jednacine a, 2 = a,4+1 + 2a,, ako je

1° ap=0,a1=1; 2° a9p=2, a1 = 1.

Resenje. ReSenja karakteristicne jednacine su A\; = 2 i Ay = —1.
Opste resenje je a, = C1-2"+Cy-(—1)". Koristeéi poCetne vrednosti,
nalazimo da je trazeno resenje ([1]):

1
1° a, = 3 (2" — (=1)") (Jacobsthal-ov niz);
2° a,=2"4+(-1)", (Jacobsthal-Lucas—ov niz).

5. Naéi vrednost determinante

5 3 0 0 ... 0
2 5 3 0 ... 0
D,=10 2 5 3 ... 0
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Resenje. Razvojem determinante po elementima prve kolone, zatim
po elementima prve vrste, nalazimo da je

5 3 0 ... 0 5 3 0 ... 0
D, =5 2 5 3 ... 0 6 o 2 5 ... 0 t5
0O 0 0 ... 5 o 0 0 ... 5

D, =5D, 1 —6D, 5.
Naime, imamo diferencnu jednacinu drugog reda
D,y2—5Dy41 +6D, =0
sa pocetnim vrednostima

5 3

D, =5, D2=‘2 5

’ = 19.

Karakteristi¢na jednacina je A2 — 5\ + 6 = 0, ¢ija su reSenje \; = 3,
Ao = 2, pa je opste resenje D,, = C - 3" + (5 - 2. Koristeéi pocetne
uslove D1 = 51 Dy = 19, nalazimo da je vrednost determinante
D, = 37t —ont+l

6. Odrediti matricu A™ ako je

N I T
a2 a

S O

2 0
1 2
0 1

ap by 0 1 ay b}
Elementi matrica A™ kao i A"T! su nizovi, t.j.

an by n an, by,
A:L' b,], A+1:L,+1 b,“}.
n n n+1 n+1

Resenje. 1° A° = [CL? bo} = [1 0}, Al = {a} b}] — A.

S druge strane, vazi jednakost A"*! = A" . A, odnosno,

Gn+41 bn+1 _ | an 2an+bn
A1 bppr ] lan 24, +0, )7

n
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odakle sledi sistem diferencnih jednacina:

/ / / / /
Upg1 = G, bpi1 = 2a, + by, a, . =ay,, b, | =2a, +b,.

Resenje diferencne jednacine a,11 = a,, je a, = ¢ (¢ je konstanta).
Kako je ag = ¢ = 1 to je a, = 1. Diferencna jednacina a},,, = aj,

ima reSenje a,, = ¢, a kako je aj, = 0, to je a), = 0. Ostale diferencne
jednacine postaju

bn+1 - bn — 27 f/n—l—l = b/n

Opste resenje prve jednacine je b, = by + 2(n — 1), a kako je by = 2,
to je b, = 2n. Resenje druge jednacine je b, = ¢, a kako je b, =1 to

je b, = 1. Sledi
1 21" 1 2n
0 1] o 1|

1 0 0
20 A= 10 1 0|, Al=A, A"tl = A". A pri éemu su
0 0 1
matrice A" i Ant1:
(7% bn Cp, 1 an—i—l bn—l—l Cn+1
n __ / / / : n+1 __ / / /
A" = |al, b, c, i A = |any1 bhi1 i
1 /! /! 12 /1 /!
Qp, bn Cn Apt1 bn—|—1 Cn+1
Iz jednakosti A”T! = A" . A sledi sistem linearnih diferencnih

jednacina (1), (2) i (3):

/ / 1" 1",
(1) Ap+1 = An, an—l—l = Qp, Apyq = Qp;

(2)  bpt1 = 2ay + by, b, =2a, +0b),, b | =2a, +0b;

(3)  Cng1=2bp +Cn, g =20, 4, g =20 +cp.

Resenje sistema (1) je a, = 1, a), = al/ = 0, jer su to konstantni
/

nizovi a pocetne vrednosti su ag = 1, aj = 0, af =
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Sada sistem (2) glasi
bn+1 - bn = 27 b;z—l—l = b;w bg—kl = bfri?
¢ija su resenja: b, =2n, b, =1, b =0.
Sistem (3) sada glasi

_ / /o Vi o
Cn+1 — Cp = 4”7 Cn+1 —Cp = 27 Cn+1 = Cp,

¢ija su resenja: ¢, = 2n(n—1), ¢, =2n, ¢! =1. Dakle, matrica A"
je

1 2n 2n(n-—1)
A= (0 1 2n
0 O 1

7. Odrediti opste resenje diferencne jednacine ay,43 — aniy2 + 2a, =0
ako je apg = 0, a; = ag = 1, ([2])

Resenje. Karakteristicna jednacina je A3 — A2 +2 = 0. ReSenja ove
jednacine su

A= —1, )\2:\/§<COS%+iSin%), Agz\/ﬁ(cos%—isin%).

Opste resenje diferencne jednacine je
an = C1(=1)" 4+ Cy(vV2)" (cos %T + ¢sin n_7r)

4
+ C3(V/2)" (cos " isin E) )

4 4
odakle, koristeci pocetne uslove ag = 0 i a; = as = 1, nalazimo da je
1 1—3¢ 1+ 3¢
C = —— C = C — .
1 5 ) 2 10 9 3 10

Dakle, opste resenje jednacine je

1 1—3¢
anp =——(—1)" + 32(\/5)" <cos %ﬂ + isin n_7r>

5 10 4
1+ 31 n nt ., nw
+ 10 (v/2) <cos — ~tsin I) :
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Naime, opste resenje se moze predstaviti i na sledeéi nacin ([2]):

A4n =

O =
—~
|
—
+
—~
|
i~
SN—
3
N—

tans1 = = (1+4(=4)"),

S
|
—_
+
D
ey
|
W
N—
3
N—

A4n+2 =

Ol = O] =

O] =
Yy
—
+
N
—
|
N
N—
3
N—

A4n+3 = —
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